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Prólogo 


Este libro pretende servir como texto para un curso de introducción a la topología. 


La topología, además del interés que tiene por sí misma, sirve para establecer los 
fundamentos para futuros estudios en análisis, geometría y topología algebraica. No 
existe un acuerdo general entre los matemáticos en cuanto al contenido de un primer 
curso de topología; existen muchos tópicos que son apropiados para un curso de tales 
características y no todos son igual de relevantes para los diferentes propósitos. En la 
elección del material considerado se ha tratado de establecer un equilibrio entre los 
diferentes puntos de vista. 


Prerrequisitos. No se requieren conocimientos previos formales para estudiar la 
mayor parte de este libro. Ni siquiera se supone que el lector sepa mucho sobre teoría 
de conjuntos. Dicho esto, hay que apresurarse en añadir que salvo que el lector haya 
estudiado algo de análisis o “cálculo riguroso”, mucha de la motivación para los 
conceptos introducidos en la primera parte del libro se perderá. Las cosas irán más 
suavemente si se ha tenido alguna experiencia con funciones continuas, conjuntos 
abiertos y cerrados, espacios métricos y cosas por el estilo, aunque ninguna de ellas 
se supondrá. En la Parte II suponemos cierta familiaridad con la teoría de grupos. 


La mayoría de los estudiantes en un curso de topología tienen, por la propia ex- 
periencia del autor, algún conocimiento de los fundamentos de la matemática, que 
varía mucho de un estudiante a otro. Por tanto, comenzamos con un capítulo bastan- 
te minucioso sobre teoría de conjuntos y lógica. Se inicia con un nivel elemental y 
prepara el terreno a un nivel que podríamos llamar “semi-sofisticado”. Se tratan aque- 
llos tópicos (y sólo aquellos) que se necesitarán más tarde en el libro. La mayoría de 
los estudiantes estarán familiarizados con el material de las primeras secciones, pero 
muchos de ellos verán que su pericia desaparece alrededor de la mitad del capítu- 
lo. Cuánto tiempo y esfuerzo necesitará el instructor en este capítulo dependerá en 
gran medida de la sofisticación matemática y experiencia de los estudiantes. La ha- 
bilidad para hacer los ejercicios con rapidez (y corrección) debería servir como un 
criterio razonable para determinar si el dominio del estudiante de teoría de conjuntos 
es suficiente para comenzar el estudio de topología. 
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Muchos estudiantes (e instructores) preferirían saltarse el material de fundamen- 
tos del Capítulo 1 y pasar al estudio de topología. Si se ignoran los fundamentos, 
se corre el riesgo de confusiones y errores posteriores. Lo que se puede hacer es 
considerar inicialmente solamente aquellas secciones que se necesitarán enseguida, 
posponiendo el resto hasta que haga falta. Las primeras siete secciones (sobre nume- 
rabilidad) se necesitan a lo largo del libro; habitualmente, alguna de ellas se reco- 
mienda de lectura, explicando en clase el resto. Las secciones 9 y 10, sobre el axioma 
de elección y el buen orden, no hacen falta hasta la discusión de la compacidad en 
el Capítulo 3. La sección 11, sobre el principio del máximo, se puede posponer aún 
más; se necesitará sólo para el teorema de Tychonoff (Capítulo 5) y el teorema sobre 
el grupo fundamental de un grafo lineal (Capítulo 14). 


Cómo está organizado el libro. Este libro puede ser utilizado para diferentes cur- 
sos. Se ha intentado una organización tan flexible como ha sido posible, de manera 
que permita al instructor seguir sus propias preferencias. 

La"Parte 1, formada por los primeros ocho capítulos, está dedicada a lo que ordi- 
nariamente se conoce como topología general. Los primeros cuatro capítulos tratan 
con el material que, en opinión del autor, deberían incluirse en cualquier curso de 
introducción a la topología, digno del nombre. Este puede ser considerado el “núcleo 
irreducible” de la asignatura, estudiando teoría de conjuntos, espacios topológicos, 
conexión, compacidad (considerando la compacidad de productos finitos) y los axio- 
mas de numerabilidad y separación (incluyendo el teorema de metrización de Ury- 
sohn): Los restantes cuatro capítulos dela Parte 1 exploran tópicos adicionales; son 
esencialmente independientes entre sí, dependiendo únicamente del núcleo de los 
Capítulos 1-4. El instructor puede seleccionarlos en el orden que le parezca. 

La Parte II constituye una introducción a la Topología Algebraica. Sólo depende 
del núcleo de los Capítulos 1-4. Esta parte del libro trata con cierta minuciosidad 
los conceptos de grupo fundamental y espacio recubridor, junto con sus muchas y 
variadas aplicaciones. Algunos capítulos de la Parte II son independientes entre sí; la 
dependencia entre ellos queda reflejada en el siguiente diagrama: 


-Capítulo 9 El grupo fundamental 


” Capítulo 10 Teoremas de separación en el plano 
Capítulo 11 El teorema de Seifert-van Kampen 
Capítulo 12 Clasificación de superficies 

Y Capítulo 13 Clasificación de espacios recubridores 


Capítulo 14 Aplicaciones a la teoría de grupos 
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Algunas secciones del libro están señaladas con un asterisco; significa que se 
pueden omitir o posponer sin pérdida de continuidad. Lo mismo sucede con algu- 
nos teoremas. Toda dependencia de material posterior de estas secciones o teoremas 
señalados queda indicada, así como los resultados que se necesitan. Algunos ejerci- 
cios también dependen del material previamente señalado, aunque en tales casos la 
dependencia resulta obvia. 


Conjuntos de ejercicios complementarios aparecen al final de varios de los capítu- 
los. Ellos dan la oportunidad de explorar tópicos que se separan un poco de la línea 
principal del libro; un estudiante ambicioso podría servirse de uno de ellos para escri- 
bir un artículo independiente o un proyecto de investigación. La mayoría son bastante 
autocontenidos, pero el de grupos topológicos tiene como consecuencia un número 
de ejercicios adicionales sobre el tópico que aparecen en secciones posteriores del 
libro. 


Posibles esquemas de cursos. La mayoría de los instructores que utilizan este 
texto para un curso de topología general desean cubrir los Capítulos 1-4, junto con el 
teorema de Tychonoft del Capítulo 5. Otros muchos también explicarán otros tópicos, 
por ejemplo, los siguientes: la compactificación de Stone-Cech ($38), los teoremas 
de metrización (Capítulo 6); la curva de Peano ($44), el teorema de Ascoli (845 y/o 
847) y la teoría de la dimensión ($50). El autor ha seguido, en diferentes cursos, cada 
una de estas posibles opciones. 


Un curso de topología algebraica debería cubrir la mayoría de la Parte HH. 


Es también posible tratar ambos aspectos de topología en un sólo curso, a costa de 
no profundizar demasiado. Un esquema factible para un tal curso estaría formado por 
los Capítulos 1-3, seguido del 9; este último no depende del material del Capítulo 4. 
(Las secciones no señaladas con asterisco de los Capítulos 10 y 13 tampoco dependen 
del Capítulo 4.) 


Comentarios a esta edición. — El lector familiarizado con la primera edición de este 
libro no encontrará cambios sustanciales en la parte de esta nueva edición relativa a la 
topología general. El autor se ha limitado en gran medida a la “sintonización fina” del 
texto y los ejercicios. Sin embargo, el capítulo final de la primera edición, que trataba 
la topología algebraica, ha sido sustancialmente ampliado y reescrito, convirtiéndose 
en la Parte II de la nueva edición. Desde que apareció la primera edición, se ha ge- 
neralizado la costumbre de ofrecer dos cursos de topología, el primero dedicado a la 
topología general y el segundo a la algebraica. Con objeto de ampliar el tratamiento 
de esta última, el autor ha intentado que esta revisión responda a las necesidades de 
un curso de tales características. 


Agradecimientos. La mayoría de los topólogos con los que el autor ha estudiado, o 
cuyos libros ha leído, han contribuido, de una u otra manera, en este libro. Solamente 
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se citan a Edwin Moise, Raymond Wilder, Gail Young y Raoul Bott, pero existen 
otros muchos. Por sus provechosos comentarios relativos a este libro, el autor muestra 
su agradecimiento a Ken Brown, Russ McMillan, Robert Mosher y John Hemperly, 
así como a sus colegas George Whitehead y Kenneth Hoffman. 

El tratamiento de la topología algebraica ha sido sustancialmente influenciado 
por el excelente libro de William Massey, [M], a quien el autor expresa su gratitud. 
Finalmente, también agradece a Adam Lewenberg de MacroTeX su extraordinaria 
habilidad y paciencia.en la composición del texto y las figuras mágicas. 

Pero sobre todo, sus más sinceros agradecimientos para sus estudiantes. El autor 
ha aprendido de ellos al menos tanto como ellos de él; sin ellos este libro sería muy 
diferente. 


Una nota para el lector 


Dos cosas requieren comentario: los ejercicios y los ejemplos. 


Los problemas constituyen una parte crucial del aprendizaje de las matemáticas. 
Nadie puede aprender topología estudiando detenidamente las definiciones, teoremas 
y ejemplos resueltos en el texto. Parte de ellos deberían ser resueltos por uno mismo. 
El propósito de los ejercicios es dar esa oportunidad. 


La dificultad de ellos varía, siendo habitualmente los primeros los más fáciles. 
Algunos son de verificación rutinaria, diseñados para poner a prueba si el lector ha 
comprendido las definiciones y ejemplos de la sección que les precede. Otros son 
de menor rutina. Algunos, por ejemplo, piden la generalización de un teorema del 
texto. Aunque el resultado obtenido puede ser interesante en sí mismo, el principal 
propósito de un ejercicio semejante es animar al lector a que trabaje con cuidado la 
demostración en cuestión, dominando sus ideas a fondo —más a fondo (se espera) 
que la simple memorización demandaría. 


Algunos ejercicios están enunciados de una forma “abierta-cerrada”. A menudo 
los estudiantes encuentran esta práctica decepcionante. Cuando se encuentran con un 
ejercicio que pregunta: “¿es normal todo espacio de Lindelúf regular?”, ellos respon- 
den con desesperación: “¡no sé qué se supone que debo hacer! ¿Se supone que debo 
probarlo, o encontrar un contraejemplo, o qué?”. Pero la matemática (más allá de los 
textos) es habitualmente como esto. Muy a menudo, todo matemático ha de trabajar 
con una conjetura o cuestión y no sabe cuál es la respuesta correcta. El lector debería 
tener alguna experiencia con una situación semejante. 


Algunos ejercicios, que son más difíciles que el resto, están señalados con aste- 
riscos. Pero ninguno llega a ser tan difícil como para que el mejor estudiante de la 
clase no lo pueda resolver. 


Otra parte importante del dominio de cualquier asunto matemático consiste en 
la adquisición de un repertorio de ejemplos útiles. Por supuesto, uno debería llegar 
a conocer aquellos ejemplos destacados de cuyo estudio se deriva la propia teoría 
y sobre los cuales se apoyan las aplicaciones importantes. Pero también se debería 
tener a mano unos cuantos contraejemplos con los cuales poder someter a prueba 
conjeturas plausibles. 
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Ahora bien, al estudiar topología es fácil emplear demasiado tiempo trabajando 
con “extraños contraejemplos”. Su construcción requiere ingenuidad y a menudo es 
divertido. Pero no son ellos el objeto de la topología. Afortunadamente, no se nece- 
sitan demasiados de tales contraejemplos en un primer curso; existe una lista corta y 
completa que bastará para nuestros propósitos. Son los siguientes: 


RY el producto de la recta real consigo mismo, con las topologías producto, uniforme 
y por cajas. 


R¿ la recta real con la topología que tiene los intervalos [a, b) como elementos bási- 
cos. 


Sy el conjunto bien ordenado no numerable minimal. 


1? el cuadrado unidad cerrado con la topología del orden del diccionario. 


Lo) 


Estos son los ejemplos que se deberían dominar y recordar, y que serán explotados 
continuamente. - 


Parte I 


TOPOLOGÍA GENERAL - 


Capítulo 1 


Teoría de conjuntos y lógica 


Vamos a adoptar, como hacen la mayoría de los matemáticos, un punto de vista sen- 
cillo en lo referente a la teoría de conjuntos. Supondremos que lo que se entiende 
por un conjunto de objetos es algo intuitivamente claro, y procederemos sobre esa 
base sin analizar el concepto en su profundidad. Un análisis de este tipo corresponde 
propiamente a los fundamentos de las matemáticas y a la lógica matemática, y no es 
nuestro propósito iniciar el estudio de esos campos. 


Los especialistas en lógica han analizado la teoría de conjuntos con gran detalle 
y han formulado axiomas para esta materia. Cada uno de sus axiomas expresa una 
propiedad de los conjuntos que los matemáticos suelen aceptar, y en conjunto los 
axiomas proporcionan un fundamento lo bastante amplio y fuerte como para que el 
resto de las matemáticas puedan ser construidas sobre ellos. 


Desgraciadamente es cierto que el uso descuidado de la teoría de conjuntos, con- 
fiando exclusivamente en la intuición, puede conducir a contradicciones. De hecho, 
una de las razones para la axiomatización de la teoría de conjuntos fue formular re- 
glas para el tratamiento de los conjuntos que evitasen esas contradicciones. Aunque 
no trabajaremos con esos axiomas explícitamente, las reglas que seguimos en el ma- 
nejo de conjuntos se derivan de ellos. En este libro se aprenderá a manejar conjuntos 
como un “aprendiz”, observando cómo se tratan y trabajando con ellos. Si en algún 
momento se quiere estudiar la teoría de conjuntos más cuidadosamente y con gran 
detalle, entonces un curso de lógica o fundamentos será más adecuado. 


$1 Conceptos fundamentales 


Introducimos aquí las ideas básicas de la teoría de conjuntos y establecemos la termi- 
nología y la notación. También discutimos algunos puntos elementales de la lógica 
pues, en base a nuestra experiencia, se producen graves confusiones cuando no son 
conocidos de forma explícita. 


4 Teoría de conjuntos y lógica Capítulo 1 


Notación básica 


Habitualmente utilizaremos las letras mayúsculas A, B,... para representar conjun- 
tos, y las letras minúsculas para representar objetos o elementos pertenecientes a esos 
conjuntos. Si un objeto a pertenece a un conjunto Á, expresaremos este hecho con la 
notación 

ac A. 


Si a no pertenece a A, expresaremos esta situación escribiendo 
af A. 


El símbolo de igualdad “=” se utiliza a lo largo de todo el libro para significar identi- 
dad lógica. De modo que cuando escribimos a = b estamos queriendo decir que “a” 
y “b” son símbolos para el mismo objeto. Es la misma situación, por ejemplo, que en 
aritmética cuando uno escribe 2 = l. Análogamente, la ecuación A = B establece 
que “A” y “B” son símbolos distintos para el mismo conjunto; esto es, A y B están 
formados precisamente por los mismos elementos. 


Si a y b son objetos distintos, escribiremos a % b; si A y B son conjuntos diferen- 
tes, escribiremos A + B. Por ejemplo, si A es el conjunto de todos los números reales 
no negativos y B es el conjunto de los números reales positivos, entonces A 4 B ya 
que el número 0 pertenece a Á pero no a B. 


Diremos que Á es un subconjunto de B si cada elemento de A es también un 
elemento de B y expresaremos este hecho escribiendo 


ACB. 


Nada en esta definición impide que A sea diferente de B; de hecho, si A = B,es 
cierto que A C B y que B C A.Si A C B pero A es distinto de B, diremos que A 
es un subconjunto propio de B y escribiremos 


AGB. 


Las relaciones C y € se denominan inclusión e inclusión propia, respectivamente. 
Si A C B, también se escribe B > A, y se lee “B contiene a A”. 


¿Cómo se puede especificar el contenido de un conjunto? Si el conjunto tiene 
únicamente unos pocos elementos, simplemente basta con enumerarlos escribiendo 
“A es el conjunto que contiene a los elementos a, b y c”. Esta situación se escribe 
también : i 

A= (a,b, c), 


donde las llaves encierran la lista de elementos del conjunto. 


De cualquier forma, la manera más común para especificar los elementos de un 
conjunto consiste en expresar alguna propiedad que dichos elementos verifiquen. Por 
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ejemplo, podemos tomar el conjunto de-los números reales y construir el subconjun- 
to B formado por todos los números enteros ida En símbolos, esta situación se 
expUesa j 

B = [z | x es un entero par). 


Aquí las llaves significan: “el conjunto de”, y la barra vertical sustituye a las palabras 
“tales que”. La anterior igualdad se lee “B es el conjunto de los x tales que x es un 
entero par”. 


La unión de conjuntos y el significado de “o” 


Dadosdos conjuntos A y B, se puede construir un nuevo conjunto formado por los 
elementos de A junto con los elementos de B. Este conjunto se llama la unión de 4 
y B y se representa por A U B. Formalmente, se define 


AUB=(x|xreAozeB). 


En éste punto debemos analizar detenidamente lo que queremos decir con “z € Ao 
dl EB”. 

- La palabra “o”, en el español ordinario, es ambigua. El enunciado “P o Q” signifi- 
ca algunas veces “P o Q o ambos”, y otras veces quiere decir “P o Q pero no ambos”. 
Habitualmente, y a partir del contexto, decidimos la interpretación más apropiada. 
Por ejemplo, supongamos que estamos hablando con dos estudiantes de la manera 
siguiente: : 


* “Srta. Sánchez, todos los estudiantes matriculados en este curso han elegido la 
* asignatura de álgebra lineal o la asignatura de análisis.” 


“Sr, Marín, o consigue una puntuación de al menos 7 en el examen final o 
suspenderá la asignatura.” 


La Srta. Sánchez entiende perfectamente que todos los estudiantes sé han matricu- 
lado en álgebra lineal o en análisis o en ambas asignaturas, y el Sr. Marín estaría 
completamente desolado si ambos enunciados pudieran cumplirse al mismo tiempo. 


En matemáticas no podemos admitir esta ambigijedad. Debemos decidirnos por 
un significado u otro, pues de lo contrario reinaría la confusión. Los matemáticos han 
decidido utilizar la palabra “o” con el primer significado, de forma que la frase “P o 
()” significará “P o Q o ambos simultáneamente”. Si queremos indicar “Po Q pero 
no ambos” entonces debemos incluir explícitamente la frase “pero no ambos”. 

Con este significado, la ecuación que define A U B no contiene ninguna am- 
bigiedad; establece que A U B está formado por los elementos x que pertenecen ya 
aA, ya a B, ya a ambos simultáneamente. 
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La intersección de conjuntos, el conjunto vacío y el significado de “si. ..entonces” 


Dados dos conjuntos A y B, otra forma de construir un nuevo conjunto consiste en 
tomar la parte común de Á y B. Este conjunto se llama intersección de A y B y se 
representa por A M B. Formalmente, se define 


ANB=1r|xEeAyzxeB). 


Ahora bien, ¿qué ocurre cuando los conjuntos no tienen elementos en común? 
¿Qué significa entonces el símbolo A M B? Para hacer frente a esta situación, ne- 
cesitamos introducir un conjunto especial que llamaremos conjunto vacto, el cual 
representaremos por S. El conjunto vacío, tal y como indica su nombre, es el con- 
junto “que no tiene elementos”. 


Utilizando esta notación, expresaremos el pcia de que Á y B no tengan elemen- 
tos en común escribiendo . 
ANB=9Y. 


También diremos en esta situación que los conjuntos A y B son disjuntos. 


Algunos estudiantes pueden sorprenderse con la noción de “conjunto vacío”. Po- 
drán decir: “¿cómo puede existir un conjunto que no contiene nada?”. El problema 
es similar al que surgió cuando se necesitó introducir el número 0. Es simplemente 
una cuestión formal que simplifica mucho el trabajo en matemáticas. 


El conjunto vacío es solamente una convención y las matemáticas seguirían fun- 
cionando igual de bien sin la introducción de este concepto. Pero es un convenio 
adecuado, ya que nos proporciona una muy buena herramienta para trabajar y pre- 
viene situaciones difíciles a la hora de demostrar determinados resultados. Sin esta 
convención, por ejemplo, se debería probar que dos conjuntos A y B tienen elemen- 
tos en común antes de considerar la intersección de ambos A N B. Análogamente, la 
notación 

C=(x|x € A y z verifica una cierta propiedad) 


no podría ser utilizada a menos que demostrásemos que realmente existen elementos 
en A verificando dicha propiedad. Es mucho más conveniente concluir directamente 
que AN B y C podrían ser el conjunto vacío en ambos casos. 


Al ser el conjunto vacío 4 una mera convención, debemos establecer las rela- 
ciones de dicho conjunto con las operaciones que hemos introducido. Como Z es el 
conjunto que no tiene elementos, resulta evidente que no es posible escribir r € Y 
pará cualquier objeto x. Análogamente, las definiciones de unión e intersección nos 
llevan'a que, dado un conjunto arbitrario A, se tiene 


AUG=A y  ANg=9, 


En cuanto a-la inclusión de conjuntos, su relación con el conjunto vacío Y es 
algo más delicada. Dado un conjunto A, ¿estamos de acuerdo en que G C A? De 
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nuevo, debemos ser cuidadosos acerca de cómo las matemáticas utilizan el lenguaje 
ordinario. La expresión Y C A es una manera abreviada de escribir: “Cada elemento 
que pertenece al conjunto vacío también pertenece al conjunto A”. Y de un modo 
más formal: “Para cada objeto z, si x pertenece al conjunto vacío, entonces x también 
pertenece al conjunto 4”. 


... ¿Es esta afirmación verdadera o no? Unos podrían decir “sí” y otros decir “no” 
Nunca seremos capaces de elegir una respuesta utilizando argumentos lógicos, Solá 
mente por convenio se puede llegar a una conclusión. Ésta es una afirmación del tipo 

“si P'entonces Q” y, en el hablar diario, el significado de la frase “si... entonces” es 
ambiguo. Siempre entendemos cuando escuchamos esta frase que si P es verdad, en- 
tonces Q también lo es. A veces es eso únicamiente lo que entendemos! siñ embargo, 
en otras ocasiones, entendemos algo más: que si P es falso, entonces Q también debe 
ser falso. Normalmente, y en función del contexto, uno decide qué interpretación es 
la correcta. 


: La situación es análoga a la ambigiiedad ya mencionada en el uso de la palabra 
“o” 0 «UPON pAmOS que escuchamos estas dos frases: 


“Si un estudiante matriculado para este curso no ha cogido la asignatu- 
 rade álgebra lineal, entonces ha elegido la asignatura de análisis”. 


q asi la nota final es mayor o igual que cinco, entonces aprobarás el exa- 


” 


men”, 


En la primera de ellas, se entiende que si un estudiante no se ha matriculado en álge- 
bra lineal, entonces ha escogido análisis, y si se ha matriculado en álgebra, entonces 
puede o no haberse matriculado también en análisis (quizás estime que puede cursar 
ambas asignaturas simultáneamente). Sin embargo, la segunda frase admite una única 
interpretación: si la nota es mayor o igual que cinco, entonces aprobará el examen, y 
si la nota es menor que cinco entonces suspenderá (no cabe la posibilidad de aprobar 
con una nota tan baja). 


De nuevo, en matemáticas no se puede tolerar esta ambigiiedad, así que debemos 
elegir un significado para la construcción “si ...entonces”. Los matemáticos han 
acordado siempre otorgar el significado de la primera frase a la construcción “si... 

* entonces”, así, una. afirmación del tipo. “si P, entonces ()”, significa que si P es 
verdadero, entonces () también lo es, pero si P es falso, entonces Q puede ser tanto 
verdadero como falso: 


Como un ejemplo, consideremos la siguiente afirmación acérca de los números 
Six > 0, entonces 13 4 0. 


Es una AOEmación del tipo “si P entonces ()”, donde P es la hipótesis “zx > 0” 
mientras que Q es la conclusión “x3 4 0”. Se trata de una afirmación verdadera, 
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pues en el caso de que la hipótesis sea cierta y el número x verifique x= > 0, entonces 
la conclusión x* 32 O también es cierta. 
Otra afirmación relativa a los números reales es la siguiente: 
Six? <0, entonces x = 23; 
en cada caso en el que la hipótesis sea cierta, la conclusión también lo será. Por 
supuesto, lo que ocurre es que no hay ningún caso en el que la hipótesis pueda veri- 
ficarse. Una afirmación de esta clase se dice que es una verdad vacía. 


Volviendo ahora al tema del conjunto vacío y su relación con la inclusión, vemos 
que la inclusión SC Ase tiene para cualquier conjunto A. Escribir 4 C A es lo 
mismo que | decir “si z E Y, entonces x € A”, y esta afirmación es también una 
verdad. vacía. 


Contrarrecíproco y recíproco 


Nuestra discusión de la expresión “si .. entonces” nos lleva a considerar otro punto 
de la lógica elemental que, en ocasiones, causa serias dificultades. Nos referimos a 
las relaciones que existen entre una afirmación, su recíproco, y su contrarrecíproco. 


Dada una afirmación de la forma “si P, entonces Q”, su contrarrecíproco se 
define como la afirmación “si Q no es cierto, entonces P no es cierto”. Por ejemplo, 
el contrarrecíproco de la afirmación 


Six > 0, entonces 3 40 
es la afirmación 
Si 13 = 0, entonces no es cierto que x > 0. 


Obsérvese que tanto la afirmación como el contrarrecíproco de la afirmación son 
verdaderos. Análogamente, la afirmación, 


" Six? <0, entonces z = 23 
tiene como contrarrecíproco la afirmación 
Six 4 23, entonces no es cierto que 2? < 0. 
De nuevo, ambas son afirmaciones verdaderas sobre números reales. 


Estos ejemplos pueden hacernos sospechar que existe alguna relación entre una 
afirmación y su contrarrecíproco. De hecho, esto es así; existen dos maneras distintas 
de decir precisamente lo mismo. Cada una de ellas es verdadera si, y sólo si, la otra 
también lo es; ambas afirmaciones son lógicamente equivalentes. 


Este hecho no es difícil de comprobar. Introduzcamos primero alguna notación. 
Para abreviar la expresión “si P, entonces (2”, escribiremos 


P=Q 
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lo cual se lee “P:implica Q”. El contrarrecíproco puede ser rad como 


(no Q) => (no P, 


donde “no Q” significa “Q no es verdadero”. Ahora, la única manera por la cual 
la:afirmación “P => ()” puede dejar de ser verdadera es que la hipótesis P sea 
verdadera-mientras la conclusión ()-es falsa. En cualquier otro caso, la afirmación 
es verdadera, Análogamente, la única forma por la cual la afirmación (no Q) > (no 
P) puede ser falsa es cuando la hipótesis “no (2” es verdadera y la conclusión “no 
P” es falsa. Esto es lo mismo qué decir que Q es falso y P es verdadero. Y esta es, 
precisamente, la situación en la cual la afirmación P => Q deja de ser verdadera. 
De esta forma, vemos que ambas afirmaciones son bien ambas verdaderas, o bien 
ambas falsas, es decir, son lógicamente equivalentes. Así, aceptaremos una prueba de 
la afirmación “no () > no P” como una demostración de la afirmación “P => Q”. 

: Existe otra afirmación que se puede formar a partir de la afirmación P => Q. Se 
trata de la afirmación 

Q=—=>P 

que se denomina recíproco de P => Q. Debemos ser cuidadosos para distinguir entre 
el recíproco de una afirmación y su contrarrecíproco. Mientras .una afirmación y su 
contrarrecíproco son lógicamente equivalentes, la verdad de una afirmación no nos 


dice nada en absoluto acerca de la verdad o falsedad de su recíproco. Por ejemplo, la 
afirmación verdadera 


Six > 0, entonces 1 4 0 
tiene como recíproco la afirmación 
Six? 40, entonces x > 0 
la cual es falsa. Análogamente, la afirmación verdadera 
Si 1? < 0, entonces x = 23 
tiene como recíproco la afirmación 
Six = 23, entonces 1? <Q 
que es falsa. ' 
Si realmente ocurre que tanto la afirmación P => Q como su recíproco Q=>P 
son verdaderos, entonces escribiremos 
P=>Q 


lo cual se lee “P es verdadero si, y sólo si, Q es verdadero”. 
Negación ' 


Si uno quiere formar el contrarrecíproco de la afirmación. P => (QQ, debe:conocer 
cómo construir la afirmación “no P”, es decir, la negación de P. En la mayor parte de 
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los casos el proceso de negar una afirmación no entraña dificultad, pero en ocasiones 
este proceso puede inducir a confusión cuando en las afirmaciones están involucradas 
expresiones como eS cada” o “al menos uno”. Estas expresiones se denominan 
cuantificadores lógicos... 

Para ilustrar esta. situación: :Supongamos que oX es un conjunto, Á es un subcon- 
junto de X y P es una afirmación acerca de los elementos de X. Consideremos la 
sgae afirmación: : : 


A Para cada x E A, la afirmación P es verdadera. 


¿Cómo se forma la negación de esta afirmación? Traslademos el problema al len- 
guaje de conjuntos. Supongamos que B representa el conjunto de todos los puntos z 
de X para los cuales P es verdadera. Entonces la afirmación (+) indica simplemente 
que Á es un subconjunto de B. ¿Cuál es su negación? Obviamente es la afirmación 
de que A no es un subconjunto de B, esto es, la afirmación de que existe al menos un 
elemento de A que no pertenece a B. Escribiendo esta última expresión en lenguaje 
ordinario se tiene 


Existe.al menos un x-€ A para el cual la afirmación P no es cierta. 


Por tanto, a la hora de formar la negación de (+), hay que reemplazar el cuantificador 
“para cada” por.el cuantificador “existe al menos uno”, y así construimos la negación 
de la afirmación P. 


De un modo análogo, la negación de la afirmación 
Existe al menos un x € A para el cual la afirmación Q es verdadera, 
es la afirmación 
Para todo x € A la afirmación Q no es verdadera. 


La diferencia de dos conjuntos 


Volvamos ahora a nuestra discusión acerca de los conjuntos. Existe otra operación 
con conjuntos que, en ocasiones, resulta muy útil. Se trata de la diferencia de dos 
conjuntos, que denotaremos por A — B, y que se define como el conjunto formado 
por aquellos elementos de A que no pertenecen a B. Formalmente, 


A-B=(fx|1€ Ayz¿B). 


En ocasiones, también se denomina complemento de B relativo a A, o el comple- 
mento de B en A. 


Las tres operaciones de conjuntos que hemos definido quedan representadas es- 
quemáticamente en la Figura 1.1. e 
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AUB ANB A-B 
Figura 1.1 


Reglas de la teoría de conjuntos 


Dados varios conjuntos, podemos formar nuevos conjuntos aplicando las operacio- 
nes válidas de la teoría de conjuntos. Como en álgebra, se utilizan paréntesis para 
indicar en qué orden se están realizando las operaciones. Por ejemplo,.A U (BNC) 
representa la unión de los conjuntos A y BC, mientras que (AUB)NC representa 
la intersección de los conjuntos A U B y C. En cada uno de los casos, el conjunto 
resultante es muy diferente tal y como muestra la Figura 1.2. 


Cc 


AU(BNC) (AUB)INC 


Figura 1.2 


En ocasiones, combinaciones distintas de operaciones nos llevan al mismo con- 
junto; cuando eso ocurre, se tiene una regla de la teoría de conjuntos. Por ejemplo, es 
cierto que para tres conjuntos cualesquiera A, B y C la ecuación: 

-  AN(BUC)=(ANBJU(ANC) 
se satisface. La ecuación está ilustrada en la Figura 1.3; la-región sombreada repre- 


senta el conjunto en cuestión tal y como se puede comprobar de forma intuitiva. Esta 
ecuación puede pensarse como una “ley distributiva” para las operaciones N y U. 


Otros ejemplos de reglas de la teoría de conjuntos incluyen la segunda “ley distri- 
butiva” 2. j 
AU(BNCO)=(AUCIN(AULC) 
y las leyes de DeMorgan PS 
A-(BUC) = (A-B)n(4-C), 
A- (BNO) =(A- B)U(A =O)oitticia itric 
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Cc 


Figura 1.3 


Dejamos como ejercicio la comprobación de estas reglas. Se pueden establecer otras 
reglas de la teoría de conjuntos, pero éstas que hemos mostrado son las más impor- 
tantes. Las leyes de DeMorgan son más fáciles de recordar si se aprenden según la 
siguiente regla: 


El complemento de la unión es la intersección de los complementos. 
El complemento de la intersección es la unión de los complementos. 


Colecciones de conjuntos 


Los objetos pertenecientes a un conjunto deben pertenecer a una clase determinada. 
Así, podemos considerar el conjunto de todos los enteros pares, el conjunto de to- 
das las personas con los ojos azules de España, el conjunto de todos los juegos de 
barajas del mundo... Algunos de estos conjuntos tienen un interés matemático muy 
limitado, lo admitimos, pero el tercer ejemplo ilustra una situación que todavía no 
habíamos mencionado: que los objetos pertenecientes a un conjunto bien pueden ser 
ellos mismos conjuntos a su vez, ya que un juego de barajas es un conjunto de un 
cierto número de cartas. Así, el conjunto de todos los juegos de barajas del mundo es 
también un conjunto cuyos elementos son conjuntos. 


Podemos considerar entonces una nueva forma de construir nuevos conjuntos a 
partir de otros ya dados. Dado un conjunto A, consideramos conjuntos cuyos ele- 
mentos sean subconjuntos de A. En particular, podemos considerar el conjunto de 
todos los subconjuntos de A. Este conjunto se representa mediante el símbolo P(A) 
y se denomina conjunto potencia de A (la razón se explicará más adelante). 


Cuando tengamos un conjunto cuyos elementos sean a su vez conjuntos, nos re- 
feriremos a él como una colección de conjuntos y lo representaremos por una letra 
escrita en modo caligráfico, tal como A o B. De esta forma, mantendremos una cier- 
ta coherencia cuando realicemos demostraciones donde aparezcan simultáneamente 
objetos, conjuntos de objetos y colecciones de conjuntos de objetos. Por ejemplo, 
podríamos usar A para representar la familia de todos los juegos de barajas del mun- 
do, dejando la letra mayúscula normal A para denotar un juego de cartas y la letra 
minúscula a para representar una carta en concreto. 
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í Debemos ser cautos en este tipo de cuestiones. Así, haremos una distinción entre 
el objeto a, el cual es un elemento del conjunto A, y el conjunto unipuntual (a), que 
tespaly subebrijunto de A. Para ilustrar esta diferencia de conceptos, si Á es el conjunto 
s[4;b;€) ¡eritónces las afirmaciones 

9 mia 


Bai ió as A, [a) CA, y [aj € P(A) 
Bm : 
sistán Sonrectamente expresadas, mientras que las afirmaciones (a) € Aya C Ason 
incorrectas. 
pobaliocira os 
Uitiónés arbitrarias e intersecciones 
Mies : 
Ya hemos definido lo que entendemos por unión e intersección de dos conjuntos. 
No existe ninguna limitación para restringirnos a dos conjuntos, ya que podemos 
considerar la unión y la intersección de una cantidad arbitraria de conjuntos. 

Dada una familia A de conjuntos, se define la unión de los elementos de A me- 
¿íante la ecuación 


50 


U A= [x| x € A para algún Ac A). 
AGA 


2% La intersección de los elementos de A se define como 


N A= [2] zx € A para todo A € A). 
ACA 
do 
AS , ¡No existe ningún problema con estas definiciones cuando alguno de los elementos de 
“la familia A es el conjunto vacío. Pero es un poco delicado decidir qué significan estas 
definiciones si permitimos que A sea la familia vacía. Aplicando literalmente las defini- 
*dióhes, vemos que ningún elemento z verifica la propiedad de la definición para la unión 
“Más Tos elementos de A. Así, es razonable concluir que 


samp e U 4=5 


SM an ACA 


qué 


"804 ás la familia vacía. Por otro lado, cada z satisface (trivialmente) la propiedad de 
2014 definición pará lá intersección de los elementos de A. La pregunta es: ¿cada x en 
oh: qué conjunto? Si tenemos un conjunto grande X que se ha precisado al principio del 
élesargumento como nuestro “conjunto universal” y se consideran sólo subconjuntos de X, 
lá es razonable definir 

¿esoo N 4=x 


mia ACA 


cuando A es vacío. Sin embargo, no todos los matemáticos siguen este convenio. Para 
evitar dificultades, no definiremos la intersección cuando A es vacío. 
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Productos cartesianos 


Existe todavía otra forma de construir nuevos conjuntos a partir de unos dados; lleva 
implícita la noción de un “par ordenado” de objetos. Cuando estudiamos geometría 
analítica, de lo primero que nos convencemos es de que tenemos que elegir un eje 
T y un eje y en el plano. Así, cada punto del plano se corresponde de manera única 
con un par ordenado (zx, y) de números reales (de hecho, cuando se estudia geometría 
de manera más profunda, el plano se define como el conjunto de pares ordenados de - 
números reales). 


La noción de par ordenado se puede generalizar al caso de los conjuntos. Dados 
dos conjuntos A y B, definimos su producto cartesiano A x B como el conjunto 
de todos los pares ordenados (a, b) para los cuales a es un elemento de A y b es un 
elemento de B. Formalmente, 


AxB=((a,b)|ae Aybe B]. 


Esta definición supone que el concepto de “par ordenado” ya es conocido. Puede con- 
siderarse aquí de un modo intuitivo, como la noción de “conjunto”, o puede expresarse 
como una definición en términos de operaciones de conjuntos ya introducidas. Esta última 


sería la ecuación 
(a,b) = ((a], (a, b)) 


que define el par ordenado (a, b) como una colección de conjuntos. Si a X b, esta de- 
finición nos dice que (a,b) es una colección de dos conjuntos, uno de los cuales es un 
conjunto unipuntual y el otro un conjunto con dos elementos. La primera coordenada 
del par ordenado se define como el único elemento que pertenece a ambos conjuntos, y 
la segunda coordenada como el elemento que pertenece sólo a uno de los dos conjun- 
tos. Si a = b, entonces (a, b) es una colección conteniendo sólo un conjunto (a), ya 
que (a, a) = (a) en este caso. Su primera y segunda coordenadas son ambas iguales y 
coinciden con el elemento de este único conjunto. 


En honor a la verdad, hay que decir que la mayoría de los matemáticos piensan en un 
par ordenado como un concepto primitivo más bien que como una colección de conjuntos. 


Hagamos un comentario acerca de la notación. Es un hecho desafortunado que la 
notación (a, b) esté firmemente establecida en las matemáticas actuales, pero tiene 
dos significados. El primero, es el de un par ordenado de objetos, tal y como acaba- 
mos de discutir. El segundo significado proviene del análisis y nos es familiar a todos: 
si a y b son números reales, el símbolo (a, b) se utiliza para designar el intervalo de 
todos los números reales x verificando a < x < b. En la mayoría de los casos, esta 
situación no nos causará problemas, ya que se deducirá fácilmente del contexto cuál 
es el significado preciso. En cualquier situación proclive a confusión o ambigiledad, 
adoptaremos una notación distinta DS el par ordenado (a, b), representándolo me- 
diante el símbolo 

axb. 
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Ejercicios 


1. Compruebe las leyes distributivas para U y N y las leyes de DeMorgan. 

2. Determine cuáles de las siguientes afirmaciones son verdaderas para todos los 
conjuntos A, B, C y D. Si una doble implicación falla, determine si alguna de 
las dos posibles implicaciones se cumple. Si una igualdad falla, determine si el 

“énunciado se vuelve verdadero al cambiar el símbolo “igual” por una de las dos 
inclusiones C o >. 
(a) ACByACCeSAC(BUC). 
(b) ACBOACCRAC(BUC). 
(c) ACByACCSAC(BNO). 
(d) ACBOACCSAC(BNO). 
0 (e) A-(A-B)= 
e (10 A-(B-A) =A-B. 
we (gr AN(B-C)=(ANB)-(ANC). 
(1) AU(B-C)=(4UB)-(AUC). 
(1) ANB)JU(A—B)=A. 
() ACCyBCD>(AxB)c(C xD). 
+55 > (k) El recíproco de (j).: 
“2% () EFrecíproco de (j), suponiendo que A y 'B son no vacíos. 
(m) (Ax BJU(Cx D)=(4UC)x (BUD). 
(mM (Ax B)N(CxD)=(ANC)x(BND). 
(0) Ax(B-C)=(AxB)-(AxC). 
(p) (4A-B)x(C-D)=(4AxC-BxC)-AxD. 
(9 (Ax B)-(CxD)=(A-C)x(B-D). 

3. (a) Escriba el contrarrecíproco y el recíproco del siguiente enunciado: “Si 
zx < 0, entonces 2? — x > 0”, y determine cuál (si la hay) de las tres 
afirmaciones es cierta. 

(b) Haga lo mismo para el enunciado “Si x > 0, entonces 2? — x > o”. 
Do "Sean “A y B conjuntos de números reales. Escriba la negación de cada uno de 
id 198' siguientes enunciados: 
(a) “Para todo a € A, se verifica que ale B. 
6) Para al menos un a € A,se verifica que a? EB. 
O) Para todo « a E A, se verifica que a? £ B. 
(d) Para al menos un a £ A, se verifica que a? e B. 


5, Sea A una familia no vacía de conjuntos. Determine la veracidad de cada una 
de las siguientes afirmaciones o de sus recíprocos: 
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(a) 7 € Uarca A > z E A para al menos un Á € A. 
(b) r € Vaca Á > 2 E A paratodo A € A. 
(c) TEMAEAA=>E A para al ménos ún A EA: 
(d) TEMAcA A =>x EA paratodo Á € A. 
6. Escriba el contrarrecíproco de cada una de las afirmaciones del Ejercicio 5. 


7. Dados los canjuntos A, B y C, exprese cada uno de los gui conjuntos en 
términos de A, B y C, utilizando los símbolos U, N y- 


D=(fx|re Ay(reBozeCc)), 
E=4x|(reAyreB)ozeC), 
F=(fx|reAy(re€B=>xE€C)). 


8. Si un conjunto A tiene dos elementos, demuestre que 'P(A) tiene cuatro ele- 
mentos. ¿Cuántos elementos tiene P(A) si A tiene un único elemento? ¿Tres 
elementos? ¿Ningún elemento? ¿Por qué P(4) se denomina el conjunto poten- 
cia de 4? 

9. Formule y demuestre las leyes de DeMorgan para uniones e intersecciones ar- 
bitrarias de conjuntos. 

10. Sea R el conjunto de los números reales. Determine si cada uno de los siguientes 


subconjuntos de R x R es igual al producto cartesiano de dos subconjuntos de 
R. 


(a) [(z, y) | z es un entero). 

(bo) [(2,y10<y<1)]. 

(o) (2,9) ly >). 

(d) [(z, y) | z no es un entero e y es un entero). 
(o) ((2,4) 12? +y? <1). 


82 Funciones 


El concepto de función ya ha sido visto muchas veces, por lo que apenas es necesario 
recordar lo importante que es para todas las matemáticas. En esta sección damos la 
definición matemática precisa y exploramos algunos de los conceptos asociados. 

Normalmente, una función se concibe como una regla que asigna a cada elemento 
de un conjunto A un elemento de un conjunto B. En cálculo, una función está dada 
a menudo por una fórmula sencilla'como f EJ = 31? +2,0 quezá por una fórmula 
más complicada como 
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Incluso, a menudo no se mencionan explícitamente los conjuntos A y B, conviniendo 
et suponer que Á es el conjunto de todos los números reales para los cuales la regla 
tiene sentido y que B es el conjunto de todos los números reales. 

vw ¡Gin embargo, conforme se profundiza en matemáticas se necesita ser más preciso 
sobre lo'que es una función. Los matemáticos conciben las funciones de la forma que 
acabamos de describir, pero la definición que usan es más exacta. En primer lugar, 
damos la siguiente definición: 

Al j 

Definición. Una regla de asignación es un subconjunto r del producto cartesiano 
C.x D de dos conjuntos, con la propiedad de que cada elemento de C' aparece como 
la primera coordenada de a lo sumo un par ordenado de r. 


j Así, un subconjunto r de € x D es una regla de asignación si 
[(c, d) € r y (c,d') € 7] > [d=d']. 


Concebimos r como una forma de asignar al elemento c de C, el elemento d de D 
para el cual (c, d) € r. 
«+ Dada una regla de asignación r, el dominio de r se define como el subconjunto de 
Gr. formado por todas las primeras coordenadas de los elementos de r, y el conjunto 
imagen de r se define como el subconjunto de D formado por todas las segundas 
ebordenadas de los elementos de r. Formalmente, 
Moi 
5d) dominio r = (c | existe d € D tal que (c,d) € r], 

imagen r = (d | existe c € C tal que (c, d) € rh 


Obsérvese que dada una regla de asignación r, su dominio y su imagen están com- 
pletamente determinados. 


Ahora podemos decir lo que es una función. 


Definición. Una función f es una regla de asignación r, junto con un conjunto B 
que contiene al conjunto imagen de r. El dominio A de la regla r también se llama 
el dominio de la función f, el conjunto imagen de r también se llama el conjunto 
imagen de f, y el conjunto B se Hama el rango de f.! 


Si f es una función con dominio A y rango B, expresamos este hecho escribiendo 


f:A=B- 


TLos analistas tienden a utilizar la palabra “rango” para describir lo que hemos denominado el 
“conjunto imagen” de f. Evitan dar un nombre al conjunto B. 
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que se lee “f es una función de A a B”, o “f es una aplicación de A a B”, o sim- 
plemente “f aplica A en B”. Algunas veces se visualiza f como una transformación 
geométrica que físicamente lleva los puntos de A en puntos de B. 

Sif: A > B y sia es un elemento de A, representamos por f(a) el único 
elemento de B que la regla que determina f asigna a a; se llama el valor de f en a, o 
a veces la imagen de a por f. Formalmente, si 7 es la regla de la función f, entonces 
F(a) representa el único elemento de B tal que (a, f(a)) € r. 

Utilizando esta notación, se pueden volver a definir las funciones casi como se hi- 
zo antes, sin ninguna pérdida de rigor. Por ejemplo, se puede escribir (representando 
por R a los números reales) 


“Sea f la función cuya regla es [(x, 23 + 1) | z € R) y cuyo rango es 
R”, 


o se puede eraDRaguUAlnienle 
“Sea f : R= va tábción tal que f(x) =x9 +1”. 


Ambas frases E camente la misma función. Pero la frase “sea f : R — 
R la función tal que f(x) = q?-+ 1” no es en absoluto apropiada para definir una 
función porque no especifica ni el dominio ni el rango de f. 


Definición. Sif: A— B ysi Ay es un subconjunto de A, definimos la restricción 
de f a Ap como la función que aplica Ay en B cuya regla es 


[(a, f(a)) | a € Ao). 


Se denota por f | Ag, que se lee “f restringida a Ap,” 


EJEMPLO 1. Sean R el conjunto de los números reales y Ry los reales no negativos. 
Considérense las funciones 


f:R—=R definida por f(x)=?, 
a: Ry —R definida por g(=)= x?, 
h:R—>Ry definida por h(x)=a?, 


k:R, —R, definida por k(x) = z?. 


La función g es distinta de la función f porque sus reglas son subconjuntos distintos de 
R x R; es la restricción de f al conjunto R,. La función h también es distinta de f, 

aunque sus reglas sean el mismo conjunto, porque el rango especificado por h es distinto 
del rango especificado por f. La función k es distinta de todas éstas. Estas funciones están 
representadas en la Figura 2.1. 
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Figura 2.1 


Restringir el dominio de una función y cambiar su rango son dos maneras de for- 
mar una nueva función a partir de una antigua. Otra manera es formar la composición 
de dos funciones: 


Definición. — Dadas las funciones f : 4 — B y g : B-=> C,, definimos la com- 
posición g o f de f y g como la función go f : A — C definida por la ecuación 
(go fa) = g(f(a)). 
*  Formalmente, g of : A— C es la función cuya regla es 

| [(a,c) | para algún b € B, f(a) =b y g(b) =cJ. 


A menudo imaginamos la composición g o f implicando un movimiento físico del 
punto a al punto f(a), y luego al punto g(f(a)), tal y como se ilustra en la Figura 
2.2, 


Obsérvese que g o f se define sólo cuando el rango de f es igual al dominio de g. 


' f 
E g(f(a))=g(b)=c 
| ; US A 
B 


Figura 22 
EJEMPLO 2. La composición de la función f : R — R dada por f (2) = 32? +2 y la 
función y : R —R dada por g(x) = 5x es la función gof:R — R dada por 
(go He) = g(f(2)) = g(3u* + 2) = 5(3x? + 2). 


En este caso también se puede formar la composición f o g Que es una función bastante 
distinta, f o g : R — R, y viene dada por 


(Fo9X(a) = fíg(z)) = 1(52) = 3(50)? +2. 
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Definición. Se dice que una función f : A — B es inyectiva (o uno-a-uno) si para 
cada par de puntos distintos de A, sus imágenes por f son distintas. Se dice que es 
sobreyectiva (o que f aplica A sobre B) si cada elemento de B es la imagen por la 
función f de algún elemento de:A.Si f es a la vez inyectiva y sobreyectiva, se dice 
que es biyectiva (o se llama una dd eli uno-a-Uno). 


Más formalmente, f es inyectiva si 
[f(a) = f(a”)] > [a = a" 
y f es sobreyectiva si 


[be B] > [b= f(a) para al menos un a E A]. 


La inyectividad de f sólo depende de la regla de f; la sobreyectividad depende 
también del rango de f. Se puede comprobar que la composición de dos funciones 
inyectivas es inyectiva, y la composición de dos funciones sobreyectivas es sobreyec- 
tiva; se sigue éntonces que la composición de dos funciones biyectivas es biyectiva. 


Si f es biyectiva, existe una función de B a A llamada la inversa de f. Se repre- 
senta por f71 y se define haciendo que f—*(b) sea ese único elemento a de A para 
el cual f(a) = b. Dado b e B, el hecho de que f sea sobreyectiva implica que existe 
tal elemento a € A; el hecho de que f sea inyectiva implica que ese elemento a es 
único. Es fácil ver que si f es biyestiva, f7? también es biyectiva. 


EJEMPLO 3. Considérense de nuevo las funciones f, g, h y k de la Figura 2.1. La fun- 
ción f : R — R dada por f(1) = x* no es ni inyectiva ni sobreyectiva. Su restricción 
y a los reáles no negativos es inyectiva pero no sobreyectiva. La función h : R — R+, 
obtenida a partir de f cambiando el rango es sobreyectiva pero no inyectiva. La función 
k : Ry —>R, obtenida a partir de f restringiendo el dominio y cambiando el rango es 
tanto inyectiva como sobreyectiva, de modo que tiene inversa. Su inversa es, por supuesto, 
lo que normalmente llamamos la función raíz cuadrada. 


Un criterio útil para demostrar que una función dada f es biyectiva es el siguiente, 
cuya demostración se deja para los ejercicios. 


Lema 2.1. Sea f : A — B. Si existen funciones g : B = Ayh:B > A tales 
que gíf(a)) = a para todo a de A y f(h(b)) = b para todo b de B, entonces f es 
biyectiva y g =h= f7!. 


Definición. Sea f : A —> B.Si Ag es un subconjunto de A, representamos por 
F(Ap) el conjunto de todas las imágenes de puntos de Ap por la función f. Este 
conjunto se llama imagen de Ay por f. Formalmente, 


F(Ao) = ([b|b = f(a) para al menos un a € Ap). 


$2 Funciones 21 


Por otra parte, si Bg es un subconjunto de B, denotamos por f (Bog) el conjunto de 
todos los elementos de A cuyas imágenes por f están en Bo; se llama preimagen de 
Bo por f (o la “anti-imagen”, o la “imagen inversa” de Bo). Formalmente, 


SF (Bo) = la] f(a) € Bo). 


Por supuesto, puede que no exista ningún punto a de Á cuya imagen esté en Bo, y en 
ese caso, f—1(Bp) es vacío. 


Obsérvese que si f : A — B es biyectiva y By C B, tenemos dos significados 
para la notación f—*(Bp). Se puede tomar para representar la preimagen de By por la 
función f o para denotar la imagen de By por la función $71: B > A.Sin embargo, 
estos dos significados dan exactamente el mismo subconjunto de A, así que, de hecho, 
no hay ambigiiedad alguna. 


Es necesario cierta precaución si se quiere usar correctamente la notación de f 
y f7*. Por ejemplo, la operación f”*, cuando se aplica a subconjuntos de B, se 
comporta muy bien; conserva las inclusiones, las uniones, las intersecciones y las 
diferencias de conjuntos. Usaremos este hecho frecuentemente. Pero la operación f, 
cuando se aplica a subconjuntos de A, sólo conserva las inclusiones y las uniones. 
Véanse los Ejercicios 2 y 3. 

Obsérvese que no es cierto, en general, que f71(f(40)) = Ao y F(f—UBy)) = 
Bo (véase el ejemplo siguiente): Las reglas relevantes, que dejamos para que se com- 
prueben, son las siguientes: si f : A—> By si Ay C Ay Bp:C B, entonces 


Ao CÍ7UF(A0) y F($7(Bo)) C Bo. 


La primera inclusión es una igualdad si f es inyectiva, y la segunda inclusión es una 
igualdad si f es sobreyectiva. 


EJEMPLO 4. Considérese la función f : R —R dada por f (2) = 32? + 2 (Figura 2.3). 
Representamos por [a, b] el intervalo cerrado a < x < bh. Entonces 


$7*(F(10,1))) = $712, 5)) = [-1,1] y 
If ((0,5))) = Fl 1) == [2, 5). 


Ejercicios 


1. Sea f : A— B.Sean Ag CAy By CB. 


(a) Demuestre que Ag € f—1(f(4p)) y que se da la igualdad si f es inyectiva. 


(b) Demuestre que f(f7*(Bp)) C Bo y que se da la igualdad si f es sobre- 
yectiva, 
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Figura 2.3 


2. Seaf : A—> By sean A; C Ay B;¡ CB para i = 0,1. Demuestre que 
F71 conserva las inclusiones, las uniones, las intersecciones y las diferencias de 
conjuntos: 

(a) Bo Cc Bi => $7 (Bo) Cf (Bi). 

(0) FUBJUB1) =$ (Bo) Uf UB). 

(co) fHUBoN Ba) = Bo) N f-Bi). 

(d) FP UBo— Bi) = f"UBo) - $ UBi). 

Demuestre que f conserva solamente las inclusiones y las uniones: 

(e) Ao C Ar > f(4o) C F(Ar). 

(0 FA0U As) = F(40) U F(As). 

(2) F(40 N Ar) C F(4o) N F(41). Demuestre que se da la igualdad si f es 
inyectiva. 

(hn) F(Ao — 41) > $(40) — (41). Demuestre que se da la igualdad si f es 
inyectiva. 

3. Demuestre que (b), (c), (f) y (g) del Ejercicio 2 se verifican para uniones e 
intersecciones arbitrarias. 

4, Sean f: A>Byg:B=C. 

(a) Si Co C C, demuestre que (g o $) Co) = F7Ug7H(Co)). 
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(b) Si f y y son inyectivas, demuestre que go f es inyectiva. 

(c) Si g o f es inyectiva, ¿qué se puede decir sobre la inyectividad de f y de 
g? : 

(d) Si f y g son sobreyectivas, demuestre que g o f es sobreyectiva. 

(e) Si go f es sobreyectiva, ¿qué se puede decir sobre la sobreyectividad de f 
y de g? 

(£) Resuma las respuestas (b)-(e) en forma de teorema. 


5, En general, representamos la función identidad de un conjunto C por ¿c. Es 
decir, definimos ¿g : C' —> C como la función dada por la regla ¿c(x) = x para 
todo z € C. Dada f : A — B, decimos que una función g: B => Aesuna 
inversa por la izquierda de f sigo f = a, y decimos queh: B > Aes una 
inversa por la derecha de f si foh=ip. ! 

(a) Demuestre que si f tiene una inversa por la izquierda, f es inyectiva, y si 
f tiene una inversa por la derecha, f es sobreyectiva. 

(b) Dé un ejemplo de una función que tenga inversa por la izquierda pero no 
inversa por la derecha. 

(c) Dé un ejemplo de una función que tenga inversa por la derecha pero no 
inversa por la izquierda. 

(d) ¿Puede tener una función más de una inversa por la izquierda? ¿Y más de 
una inversa por la derecha? 

(e) Demuestre que si f tiene tanto una inversa por la izquierda g como una 
inversa por la derecha h, entonces f es biyectiva y g.=h = f7!, 


6. Sea f : R — R la función f(x) = x? — x. Restringiendó adecuadamente el 
dominio y el rango de f, obtenga a partir de f una función biyectiva y. Dibuje 
las gráficas de y y y”? (hay diferentes elecciones posibles para g). 


83 Relaciones 


Un concepto que es, en cierto sentido, más general que el de función es el concepto 
de relación. En esta sección, definimos lo que los matemáticos entienden por una 
relación y consideramos dos tipos de relaciones que se-presentan con gran frecuencia 
en matemáticas: relaciones de equivalencia y relaciones de orden. Las relaciones de 
orden se usarán en todo el libro, mientras que las relaciones de equivalencia no se 
utilizarán hasta la sección $22. A 


Definición. Una relación en un conjunto A es un subconjunto C' del producto 
cartesiano Á x A. 


Si C es una relación en A, usamos la notación zC y para expresar lo mismo que 
(z, y) € C. Se leerá “z está en la relación C con y”. 
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Una regla de asignación r de una función f : A — A es también un subconjunto 
de A x A. Pero es un subconjunto de una clase muy especial: a saber, de una clase 
tal que cada elemento de A aparece como la primera coordenada de un elemento de 
r exactamente una vez. Cualquier subconjunto de A x A es una relación en A. 


EJEMPLO 1. Sea Pel conjunto de todas las personas del mundo y definimos D € PxP 
mediante la ecuación 


D = ((x, y) | z es un descendiente de y). 


Entonces D es una relación en el conjunto P. Las afirmaciones “zx está en la relación 
D con y” y “zx es un descendiente de y” significan exactamente lo mismo, esto es, que 
(x, y) € D. Otras dos relaciones en P son las siguientes: 


S = [(z, y) | z tiene un antepasado que también es antepasado de.y), 
H = [(x, y) | los padres de x son los padres de y). 


Podemos llamar a S la “relación de sangre” (juego de palabras intencionado) y podemos 
llamar a H la “relación de hermano”. Estas tres relaciones tienen propiedades bastante di- 
ferentes. Por ejemplo, la relación de sangre es simétrica (si x tiene relación de sangre con 
y, entonces y tiene relación de sangre con 7), mientras que la relación de descendencia 
no lo es. Consideraremos de nuevo estas relaciones dentro de poco. 


Relaciones de equivalencia y particiones 


Una relación de equivalencia en un conjunto Ac es una relación c que a las 
siguientes tres propiedades: A 


(1) (Reflexividad) 1Cz para todo x € A. po 


(2) (Simetría) si Cy, entonces yCz. 
(3) (Transitividad) si Cy e yCz, entonces 202. 


EJEMPLO 2. Entre las relaciones definidas en el Ejemplo 1, la relación de descendencia 
D no es reflexiva ni simétrica, mientras que la relación de sangre S no es*transitiva (yo 
no tengo relación de sangre con mi mujer, aunque mis hijos sí la tienen). La relación de 
hermano es, sin embargo, una relación de equivalencia, como se puede comprobar. 


No hay. ninguna razón por la que se deba utilizar una letra mayúscula —ni de 
hecho una letra de cualquier tipo— para representar una relación, aunque sea un 
conjunto. Otro símbolo lo hará exactamente igual de bien. Un símbolo que se utiliza 
frecuentemente para representar una relación de equivalencia es el símbolo “tilde” 
A. Enunciadas con Esta notación, las propiedades de una relación de o se' 
convierten en : 


(D) 2 rparatodoz € A... 


(2) Si zx « y, entonces y - í.. 
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(3) Siz = ye y - 2, entonces z -u 2. 
Existen otros muchos símbolos que se han ideado para representar relaciones de 


equivalencia particulares; nos encontraremos con algunos de ellos en las páginas de 
este libro. : ; 


Dada una relación de equivalencia < én un conjunto A y un elemento x de A, 
definimos un cierto subconjunto E de A, llamado elase de equivalencia determinada 
por z, mediante la ecuación 


E=lyly-x). 


Obsérvese que la clase de equivalencia E determinada por x contiene a 2, puesto que 
z «- x. Las clases de equivalencia tienen la siguiente propiedad: 


Lema 3.1. Dos clases de equivalencia E y E' son ya disjuntas ya iguales. 


Demostración. Sea E la clas de equivalencia determinada por x y E' la clase de 
equivalencia determinada por z”. Supongamos que EN E' no es vacío; sea y un punto 
de E N E' (véase la Figura 3.1). Demostremos que E = E, 


E E" 


Figura 3.1 


Por definición, tenemos y = ze y «- 2”. La simetría nos permite concluir que 
I w ye y == 2; por la transitividad se deduce que x «— 2”. Si ahora w es cualquier 
punto de E, se tiene w = x' por definición; aplicando de nuevo la transitividad se 
tiene que w «= x*. Concluimos que E C E. 


La simetría de la situación nos permite deducir también que E' C E, y por tanto, 
E=P. Ñ ] 


Dada una relación de equivalencia en un conjunto A, representamos por € la 
familia de todas las clases de equivalencia determinadas por esta relación. El lema 
anterior demuestra que elementos distintos de € son disjuntos. Además, la unión de 
los elementos de € es igual a todo A ya que cada elemento de A pertenece a una 
clase de equivalencia. La familia £ es un ejemplo particular de lo que se llama una 
partición de A: > 


Definición. . Una partición de un conjunto A es una familia de A dis- 
juntos no vacíos de A cuya unión es todo-A. - 
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Estudiar relaciones de equivalencia en un conjunto A y estudiar particiones de A 
es realmente lo mismo. Dada una partición D de A, hay exactamente una relación de 
equivalencia en A a partir de la cual se deriva. 


La demostración no es difícil. Para probar que la partición D proviene de alguna 
relación de equivalencia, definimos una relación C en A haciendo rCy si x e y perte- 
necen al mismo elemento de D. La simetría de C es obvia; la reflexividad se deduce 
del hecho de que la unión de los elementos de D es igual a todo A; la transitividad se 
sigue del hecho de que elementos distintos de D son disjuntos. Es sencillo comprobar 
que la colección de las clases de equivalencia determinadas por C es precisamente la 
familia D. 


Para demostrar que existe una única relación, suponemos que C1 y C2 son dos 
relaciones de equivalencia en A que dan lugar a la misma familia de clases de equi- 
valencia D. Dado x € A, demostramos que yC1z si y sólo si yC2x, de lo que se 
deduce que Cy = C2. Sea E, la clase de equivalencia determinada por x respecto 
a la relación C; sea Ez la clase de equivalencia determinada por x respecto a la 
relación Co. Entonces E es un elemento de D, y por tanto debe ser igual al único 

“elemento D de D que contiene a z. Análogamente, Es debe ser igual a D. Ahora por 
definición, E, está formado por todos los y tales que yC¡x y Ez está formado por 
todos los y tales que yC2x. Como Es = D = Ez, el resultado queda demostrado. 


EJEMPLO 3. Definimos dos puntos del plano como equivalentes si están a la misma 
distancia del origen. La reflexividad, simetría y transitividad se cumplen trivialmente. 
La colección E de las clases de equivalericia está formada por todas las circunferencias 

centradas en el orígen, junto con el conjunto cuyo único elemento es el origen. 7 


EJEMPLO 4. Definimos dos puntos del plano como equivalentes si tienen la misma 
coordenada y. La familia de las clases de equivalencia es la colección de todas las rectas 
del plano paralelas al eje x. 


EJEMPLO 5. Sea £ la familia de todas las rectas del plano paralelas a la recta y = —z. 
Entonces £ es una partición del plano, ya que cada punto está, exactamente, en una de 
esas rectas. La partición £ proviene de la relación de equivalencia en el plano definida 
por: dos puntos (zo, yo) y (71, y1) son equivalentes si Zo + Yo = 1 +Y1- 


EJEMPLO 6. Sea £/ la familia de todas las rectas del plano. Entonces £? no es una par- 
“ tición del plano, ya que elementos distintos de £' no van a ser necesariamente disjuntos; 
dos rectas se pueden cortar sin ser iguales. : 


Relaciones de orden 


Una relación C en un conjunto A se denomina relación de orden (orden simple, u 
orden lineal) si tiene las siguientes propiedades: 


(1) (Comparabilidad) para cualesquiera z e y de A tales que x X y, TCyoyCzr. 
(2) (No reflexividad) ningún zx de A verifica la relación 1Cz. 
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:(3) (Transitividad) si Cy e yCz, entonces 2Cz. 

Obsérvese que la propiedad (1) no excluye por sí misma la posibilidad de que para 
algunos pares de elementos x e y de A, se verifiquen ambas relaciones Cy e yCz 
(puesto que “o” significa “lo uno o lo otro, o ambos”). Pero las propiedades (2) y (3) 
combinadas sí excluyen esta posibilidad, porque si se dieran ambas Cy e yCz, la 
transitividad implicaría que zCx, contradiciendo la no reflexividad. 


EJEMPLO 7. Consideremos la relación en la recta real consistente en todos los pares 
(x, y) de números reales tales que x < y. Es una relación de orden, llamada la “relación 

de orden usual”, en la recta real. Una relación de orden menos conocida en la recta real 

.es.la siguiente: definimos Cy si a? < y?,o si 2? = y? y a < y. Se puede comprobar 
que ésta es una relación de orden. 


EJEMPLO 8. Consideramos de nuevo las relaciones entre las personas dadas en el Ejem- 
plo 1. La relación de sangre S no satisface ninguna de las propiedades de una relación 
de orden y la relación de hermano H sólo verifica (3). La relación de descendencia D 
funciona algo mejor, ya que satisface (2) y (3); sin embargo, la comparabilidad aún falla. 
Las relaciones que verifican (2) y (3) aparecen con la suficiente frecuencia en matemáti- 
cas como para que se les dé un nombre especial. Se llaman relaciones de orden parcial 
estricto; las consideraremos más adelante (véase $11). 


Así como la tilde, —, es el símbolo genérico para una relación de equivalencia, el 
símbolo “menor que”, <, se utiliza generalmente para representar una relación de or- 
den. Establecida esta notación, las propiedades de una relación de orden se convierten 
en É 


(1) Six A y, Entonces <yoy<r. 
(2) Si x < y, entónces x X y. 
(3) Siz<yey< z, entonces 2 < z. 


Utilizaremos la notación x < y para representar el enunciado “bien x < y, bien 
zx = y”, y usaremos y > zx para decir “x < y”. Escribiremos rx < y < z cuando 
queramos decir “xr < ye y< 2”. 


Definición. Si X es un conjunto y < es una relación de orden en X, y sia <b, 
utilizamos la notación (a, b) para representar el conjunto 


lzfja<z<b) 
y se denomina intervalo abierto de X. Si este conjunto es vacío, a se denomina 


inmediato predecesor de b, y b inmediato sucesor de a. 


Definición. Supongamos que A y B son dos conjuntos con relaciones de orden < 4 
y <p, respectivamente. Decimos que A y B tienen el mismo fipo de orden si existe 
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una correspondencia biyectiva entre ellos que preserva el orden, esto es, si existe una 
función biyectiva f : A —.B tal que 


as <a a => f(a1) <p f(a2). 


EJEMPLO 9. El intervalo (—1, 1) de los números reales tiene el mismo tipo de orden 
que el propio conjunto.R de los números reales, ya que la función 1: (-1, 1) —R dada 
por 

0-73 


es una correspondencia biyectiva que conserva el orden, como se puede comprobar. Está di- 
bujada en la Figura 3.2, : 


Figura 3.2 


EJEMPLO 10. El subconjunto A = (0) U (1, 2) de R tiene el mismo tipo de orden que 
el subconjunto 
[0,1) =(2]0<x<i1) 


de R. La función f : A — [0, 1) definida por 

f(0) = 

f(2)=x-—1 parax € (1,2) 
es la correspondencia que preserva el orden que se necesita. 


Una forma interesante de definir una velsción de orden, que nos será útil poste- 
riormente en algunos ejemplos, es la siguiente: 
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Definición. Supongamos que A y B son dos conjuntos con relaciones de orden 
<A y <p, respectivamente. Definimos una relación de orden < en A x B mediante 


a1 Xx bi < az Xx ba 


siar <a 02,0siaz = 07 y b1 <p ba. Se denomina relación de orden del diccionario 
sobre A x B. E 


Comprobar que ésta es una relación de orden conlleva estudiar varios casos por 
separado; esto se deja. como ejercicio. 


La razón por la que se ha elegido esta terminología es bastante evidente. La regla 
que define < es la misma regla utilizada para ordenar las palabras en el diccionario. 
Dadas dos palabras, se comparan sus. primeras letras y se ordenan las palabras de 
acuerdo al orden en el cual esas primeras letras aparecen en el alfabeto. Si las prime- 
ras letras son iguales, se comparan las segundas letras, y se ordenan en consecuencia. 
Y así sucesivamente. Ñ 


EJEMPLO 11. Consideramos el orden del diccionario sobre el plano R x R. En este 
, ordeñ, el punto p es menor que cualquier otro punto que se sitúe sobre él en la recta 

vertical que pasa por p, y también es menor que todo punto situado a la derecha de dicha 
“recta vertical. A 


EJEMPLO 12. Consideremos el conjunto [0, 1) de números reales y el conjunto Z., de 
los enteros positivos, ambos con sus Órdenes usuales; damos a Zy x [0, 1) el orden del 
diccionario. Este conjunto tiene el mismo tipo de orden que el conjunto de los reales no 
negativos. La función 
fnxt)=n+t-1 

es la correspondencia biyectiva que preserva el orden que se necesita. Por otro lado, el 
conjunto.[D, 1) x Z., con el orden del diccionario tiene realmente un tipo de orden distinto; 
por ejemplo, todo elemento de este conjunto ordenado tiene un inmediato sucesor. Estos 
conjuntos aparecen representados en la Figura 3.3. 


Una: de las propiedades de los números reales que quizá ya se haya visto es la 
“propiedad del supremo”. Se puede definir esta propiedad para un conjunto ordenado 
arbitrario. En primer lugar, necesitamos algunas definiciones preliminares. 


' Supongamos que A es un conjunto ordenado por la relación <. Sea Ag un sub- 
conjunto de A. Decimos que ún elemento bes el máximo de-Ap sib € Ag y sir <b 
pata todo x € Ap. Análogamente, decimos que a es el mínimo de Ay si a € Ap y si 
a < í para todo x € Ap. Es fácil ver que un conjunto tiene, a lo sumo, un máximo y 
un mínimo. 

Decimos que el subconjunto Ag de A está acotado superiormente si existe un 
elemento b de A tal que x < b:para-todo r € Ap; el elemento b se denomina cota 
superior para Ag. Si el conjunto de todas las cotas superiores de Ag tiene un mínimo, 
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Z,x [0,1) a 
, + 


Figura 3.3 


ese elemento se denomina el extremo superior o supremo de Ag. Se representa por 
sup Ap; éste puede pertenecer o no a Ap. Si pertenece, es el máximo de Ap. 


Análogamente, Ap está acotado inferiormente si existe un elemento a de A tal 
que a < zx para todo x € Ap; el elemento a se denomina cota inferior para Ao. 
Si el conjunto de todas las cotas inferiores de Ag tiene un máximo, ese elemento 
se denomina extremo inferior o ínfimo de Ay. Se representa por ínf Ag; éste puede 
pertenecer o no a Ag. Si pertenece, es el mínimo de Ap. 


Ahora podemos definir la propiedad del supremo. 


Definición. Un conjunto ordenado A se dice que tiene la propiedad del supremo 
si todo subconjunto no vacío Ag de A que esté acotado superiormente tiene supre- 
mo. Análogamente, se dice que el conjunto A tiene la propiedad del ínfimo si todo 
subconjunto no vacío Ag de A que esté acotado inferiormente tiene ínfimo. 


Dejamos para los ejercicios el demostrar que A tiene la propiedad del supremo si, 
y sólo si, tiene la propiedad del ínfimo. 


EJEMPLO 13. Consideremos el conjunto A = (—1, 1) de números reales con el orden 
usual. Suponiendo el hecho de que los números reales tienen la propiedad del supremo, 
se deduce que el conjunto A tiene la propiedad del supremo. Para ello, dado cualquier 
subconjunto de A que tenga una cota superior en Á, se tiene que su supremo (en los 
números reales) debe estar en A. Por ejemplo, el subconjunto [—1/2n | n € Z,) de A, 
aunque no tiene un máximo, tiene un supremo en A, el número 0. 

Por otro'lado;el conjunto B:= (—1,0) U (0, 1) notiene la propiedad del supremo. El 
subconjunto [—1/2n|n €:Z4) de B está acotado superiormente por cualquier elemento 
de (0, 1), pero no tiene un supremo.en B. 
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Ejercicios 


Relaciones de equivalencia 

1. Decimos que dos puntos (xo,Y0) y (21,41) del plano son equivalentes si 
Yo — zx = Y — a?. Compruebe que es una relación de equivalencia y describa 
las clases de equivalencia. 

2. Sea C una relación sobre un conjunto A. Si Ay C A, definimos la restricción 
de C a Ay como la relación CN (Ag x Ap). Demuestre que la restricción de una 
relación de equivalencia es una relación de equivalencia. 

3. Aquí hay una “demostración” de que.toda relación C' que es a la vez simétrica y 
transitiva es también reflexiva: “Como C es simétrica, aCb implica bCa. Como 
C es transitiva, aCb y bCa implican aCa, como se quería demostrar”. Encuentre 
el fallo en este argumento. 

4. Sea f : A — B una función sobreyectiva. Definimos una relación en A median- 
te ag — a1 si 

F(a0) = f(ar). 
(a) Demuestre que es una relación de equivalencia. 
(b) Sea A* el conjunto de las clases de equivalencia. Demuestre que existe una 
correspondencia biyectiva entre A* y B, 


5. Sean S y S” los siguientes subconjuntos del plano: 
S=((,y)ly=x+1y0<x<2), S'=((x,y) | y — x es un entero). 


(a) Demuestre que S” es una relación de equivalencia sobre la recta real y que 
S” > S. Describa las clases de equivalencia de S”. 


(b) Demuestre que dada cualquier colección de relaciones de equivalencia so- 
bre un conjunto A, su intersección es una relación de equivalencia sobre 
A. 

(c) Describa la relación de equivalencia T' sobre la recta real que es la in- 
tersección de todas las relaciones de equivalencia sobre la recta real que 
contienen a S. Describa las clases de equivalencia de T. 


Relaciones de orden 


6. Definimos una relación en el plano por 


(zo, Yo) < (21, y1) 


si ya yo — 2 < y1 — 21, ya yo — 23 = y — a? y zo < 2. Demuestre que ésta 
es una relación de orden sobre el plano, y descríbala geométricamente. 


7. Demuestre que la restricción de una relación de orden es una relación de orden. 
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$. Compruebe que la relación definida en el Ejemplo 7 es una relación de orden. 
9. Compruebe que el orden del diccionario es una relación de orden. 


10. (a) Demuestre que la aplicación f : (—1,1) — R del Ejemplo 9 conserva el 
orden. 
(b) Demuestre que la ecuación g(y) = 2y/[1 + (1 + 4y?)*/?] define una fun- 
ción g : R — (—1,1) que es, a la vez, una inversa por la izquierda y por 
la derecha de f. 


11. Demuestre que un elemento en un conjunto ordenado tiene, a lo sumo, un inme- 
diato sucesor y un inmediato predecesor. Demuestre que un subconjunto de un 
conjunto ordenado tiene, a lo sumo, un mínimo y, a lo sumo, un máximo. 


12, Sea Z., el conjunto de los enteros positivos. Considere las siguientes relaciones 
de orden en Zy x Z4: 


(1) El orden del diccionario. 
(ii) (zo, Yo) < (21,41) si ya Zo — Yo < T1 — Y1, YA Zo — Yo = T1 — Y € 
Yo < Y1- 
(iii) (70, yo) < (71,41) si ya Zo + Yo < 21 +Y1, Ya Zo + Yo 
Yo < yi- 
Con estas relaciones de orden, ¿qué elementos tienen inmediato predecesor? 


¿Tiene el conjunto un mínimo? Demuestre que los tres tipos de órdenes son 
distintos. 


Tti+Yye 


13. Demuestre lo siguiente: 
Teorema. Si un conjunto ordenado A tiene la propiedad del supremo, entonces 
tiene la propiedad del ínfimo. 


14. Si C es una relación en un conjunto A, se define una nueva pelación Den A 
mediante (b, a) € D si (a,b) € C. 
(a) Demuestre que C es simétrica si, y sólo si, C' = D. 


(b) Demuestre que si C es una relación de orden, D también es una relación 
de orden. 


(c) Demuestre el recíproco del teorema del Ejercicio 13. 
15. Asumamos que la recta real tiene la propiedad del supremo, 
(a) Demuestre que los conjuntos 
[0,1] =[fx]0<x<1J], 
[0,1) =(x]J0<zx<1, 
tienen la propiedad del supremo. 


(b) ¿Tiene el conjunto [D, 1] x [O, 1] con el orden del diccionario la propiedad 
del supremo? ¿Qué ocurre con [0, 1] x [0, 1)? ¿Y con [0, 1) x [D, 1]? 
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34 - Los enteros y los números reales 


Hasta ahora hemos estado discutiendo lo que podrían llamarse los fundamentos lógi- 
cos para nuestro estudio de la topología —los conceptos elementales de la teoría de 
conjuntos — . Ahora hacemos un cambio radical a lo que podríamos llamar fundamen- 
tos matemáticos de nuestro estudio —los enteros y el sistema de números reales—. 
Ya los hemos utilizado de una manera informal, en los ejemplos y ejercicios de las 
secciones anteriores. Ahora deseamos tratarlos más formalmente. 


::,Una forma de establecer estos fundamentos es construir el sistema de números 
reales, utilizando únicamente los axiomas de la teoría de conjuntos —construirlos 
con las manos desnudas, por decirlo de alguna forma—. Esta manera de aproximar 
el tema conlleva un buen reparto de tiempo y esfuerzo, y es de mayor interés lógico 
que matemático. 


Una segunda forma sería simplemente asumir un conjunto de axiomas para los 
números reales y trabajar desde esos axiomas. En la presente sección esbozaremos 
esta aproximación a los números reales. Concretamente, daremos un conjunto de 
axiomas para dichos números e indicaremos cómo las propiedades más conocidas de 
los números reales y enteros se deducen de ellos. Pero dejaremos la mayoría de las 
demostraciones como ejercicios. Si el lector ya ha estudiado todo esto con anteriori- 
dad, nuestra descripción refrescará su memoria. En caso contrario, puede interesarle 
trabajar con detalle todos los ejercicios, para así conocer los fundamentos matemáti- 
Cos. 


En primer lugar necesitamos una definición de la teoría de conjuntos. 


ade 


Definición. “Una operación binaria en un conjunto A es una función f que aplica 
AXA en A. 
Mina 
*+ Cuando se trabaja con una operación binaria f en un conjunto A, usualmente uti- 
liédmos una notación diferente a la notación funcional estándar introducida en $2. En 
lugárde representar el valor de la función f en el punto (a, a”) por f(a, a”), escribi- 
Um8s el símbolo que representa dicha función entre las dos coordenadas del punto 
en cuestión, escribiendo así el valor de la función en (a, a”) como afa'. Más aún 
bo en el caso de las relaciones), es más común utilizar otros símbolos distintos a 
is letras para representar una operación. Los utilizados con mayor frecuencia son la 
Suina +, los símbolos para el producto, - y o, y el asterisco x; sin embargo, existen 
otros muchos. 


Hipótesis 


Supongainos que existen un conjunto R, llamado el conjunto de los números reales, 
desoperaciones binarias + y - sobre R, Hamadas operaciones suma y multiplica- 


34 Teoría de conjuntos y lógica Capítulo 1 


ción respectivamente, y una relación de orden < sobre R, tales que se cumplen las 
siguientes propiedades: 
Propiedades algebraicas 
(0 (249) +2=x+(y+2), 
(1-y)-2=x-(y-2) para todo x, y, z enlR. 
(2) 1+y=y+2, 
T-Yy=Y-: paratodo x,yenR. 
(3) Existe un único elemento de R llamado cero, representado por 0, de forma que 
zx +0 = z para todo x € IR. 
Existe un único elemento de RR llamado uno, distinto de O y representado por 
1, tal que x - 1 = z para todo x ER. 


(4) Para cada x € R existe un único y € R tal que x + y =0. 
Para cada x € R distinto de 0 existe un único y € R tal que x - y = 1. 
(5) 2-(y+2)= (2: y) + (2 > 2) para todo x,y,z ER. 
Una propiedad mixta algebraica y de orden 
(6) Six > y, entonces +2 >y+2. 
Six > y y z > 0, entonces z - 2 > y: 2. 
Otras propiedades 
(7) Larelación de orden < verifica la propiedad del supremo. 


(8) Si x < y, existe un elemento z tal quer <zy2<y. 

De las propiedades (1)-(5) se deducen las conocidas “leyes del álgebra”. Dado x, 
se representa por —x el número y tal que x + y = 0; se denomina opuesto de x. Se 
define la operación sustracción mediante la relación 2 — x = 2 + (2). Análoga- 
mente, dado x % 0, se representa por 1/x el número y tal que x - y = 1; se denomina 
inverso de x. Así, definimos el cociente 2/3 mediante la fórmula 2/x = 2 : (1/2). 
Las leyes usuales de los signos y las reglas para la suma y la multiplicación de frac- 
ciones se deducen como teoremas. Estas leyes del álgebra aparecen enumeradas en el 
Ejercicio 1 al final de la sección. Frecuentemente, representaremos z - y simplemente 
por xy. 

Cuando se une la propiedad (6) a las propiedades (1)-(5), se pueden demostrar las 
conocidas “leyes de las desigualdades”, como por ejemplo: 


Siz>yyz<0, entonces T-y < y: 2. 


-1<0 y 0<1. 


Las leyes de las desigualdades aparecen recogidas en el Ejercicio 2. 


Decimos que un número es positivo si x > 0, y negativo si x < 0. Represen- 
taremos los reales positivos por Ry y los reales no negativos (por razones que se 
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explicarán posteriormente) por RR. Las propiedades (1)-(6) son conocidas en el álge- 
bra moderna. Cualquier conjunto con dos operaciones binarias verificando (DS) se 
denomina cuerpo; si el cuerpo tiene una relación de orden que satisface (6), se deno- 
mina cuerpo ordenado. 


Por otro lado, las propiedades (7) y (8) son propiedades conocidas en topología. 
Éstas implican sólo a la relación de orden; cualquier conjunto con una relación de 
orden verificando (7) y (8) se denomina continuo lineal. 


Ahora bien, cuando a los axiomas correspondientes a un cuerpo ordenado [pro- 
piedades (1)-(6)] se unen los axiomas relativos a un continuo lineal [propiedades (7) 
y (8)], la lista resultante contiene algunas redundancias. En particular, la propiedad 
(8) se puede obtener como una consecuencia de las demás; dados x < y se demuestra 
que z = (x + y)/(1 + 1) verifica los requisitos de (8). Por lo tanto, en el tratamien- 
to estándar de los números reales, se toman como axiomas las propiedades (D-(7), 
convirtiéndose la propiedad (8) en un teorema. Nosotros hemos incluido (8) en nues- 
tra lista simplemente para enfatizar el hecho de que ésta y el principio del supremo 
son las dos propiedades fundamentales de la relación de orden para R.. De estas dos 
se pueden deducir muchas de las propiedades topológicas de R, como se verá en el 
Capítulo 3. 


- Ahora bien, no hay nada en esta lista, tal y como aparece, que nos diga qué es 
un entero. Vamos a definir ahora los enteros, utilizando únicamente las propiedades 


(1-46). 


Definición. — Se dice que un subconjunto A de los números reales es inductivo si 
contiene el número 1, y si para todo x de A, el número x + 1 también está en A. Sea 
la familia de todos los subconjuntos inductivos de R. Entonces, el conjunto Z y de 
los enteros positivos se define de la forma 


Z,= (4. 


ACA 


Obsérvese que el conjunto R, de los números reales positivos es inductivo, pues 
contiene el 1, y la afirmación x > O implica x +1 > 0. Por lo tanto, Zy C Ry, y de 
esta forma los elementos de Z., son efectivamente positivos, tal y como la elección 
de la terminología sugiere. De hecho, se comprueba fácilmente que 1 es el elemento 
más pequeño de Z., ya que el conjunto de todos los números reales x para los cuales 
x > les inductivo. 


+ Las propiedades básicas de Z,, las cuales se deducen inmediatamente de la defi- 
nición, son las siguientes: : 


(1) Z, es inductivo. 


(2) (Principio de inducción). Si Á es un conjunto ndacÑo de enteros PORNOS: 
entonces Á =Z4. : 
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Vamos a definir el conjunto Z, de los enteros como el conjunto formado por los 
enteros positivos Z,, el número 0, y los negativos de los elementos de Z,.. Se de- 
muestra que la suma, la diferencia y el producto de dos enteros son enteros, pero el 
cociente no tiene por qué ser necesariamente un entero. El conjunto Q de todos los 
cocientes de los enteros se denomina el conjunto de los números racionales, 


Se puede demostrar también que; dado el entero n, no existe ningún entero a tal 
quen<a<n+1. 


Si n es un entero positivo, utilizaremos el símbolo S, para representar el conjunto 
de todos los enteros positivos menores que n; lo llamaremos una sección de los en- 
teros positivos. El conjunto S, es vacío y S,'+1 representa el conjunto de los enteros 
positivos entre 1 y n inclusive. También emplearemos la notación 


(1,12) = Sn+1 


para el conjunto anterior. 


Vamos a demostrar ahora dos propiedades de los enteros positivos que pueden ser 
no demasiado conocidas, pero que son bastante útiles. Se pueden considerar como 
versiones alternativas del principio de inducción. 


Teorema 4.1 (Principio del buen orden). Todo subconjunto no vacío de Z. tiene 
un mínimo. 


Demostración. En primer lugar vamos a demostrar que, para cada n € Zy, se 
verifica la siguiente afirmación: Todo subconjunto no vacío de ([1,...,n)] tiene un 
mínimo. 

Sea A el conjunto de todos los enteros positivos n para los cuales se cumple dicha 
afirmación. Entonces A contiene al 1, ya que si n = 1, el único subconjunto no vacío 
de (1,...,n) es el propio conjunto (1). Por tanto, suponiendo que Á contiene a n, 
vamos a demostrar que también contiene a n + 1. Sea C un subconjunto no vacío del 
conjunto (1,...,n +1). Si C está formado únicamente por n + 1, entonces dicho 
elemento es el menor elemento de C. En caso contrario, consideremos el conjunto 
CN ([1,...,n), que es no vacío. Como n E A, este conjunto tiene un mínimo, 
que automáticamente será también el mínimo de C. Así A es inductivo, y podemos 
concluir que A = Z ,; por tanto, la afirmación es cierta para todo n € Z+. 


Ahora vamos a demostrar el teorema. Supongamos que D es un subconjunto no 
vacío de Z., . Elijamos un elemento n € D. Entonces, el conjunto A = DN(1,...,n) 
es no vacío, y A tendrá un mínimo k. El elemento k será también el mínimo de D. 


Teorema 4.2 (Principio de inducción fuerte). Sea A un conjunto de enteros posi- 
tivos. Supongamos que para cada entero positivo n, la afirmación Sn C A implica 
n € A. Entonces A= Z4. 
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Demostración. Si A es distinto de Z, sea n el menor entero positivo que no perte- 
nece a A. Entonces, todo entero positivo menor que n está en A, y por tanto S,, C A. 
Nuestra hipótesis implica que n € A, lo cual es una contradicción. A 


En todo lo que se ha hecho hasta ahora se han utilizado únicamente los axiomas 
para un cuerpo ordenado, propiedades (1)-(6) de los números reales. ¿En qué punto 
se necesita (7), el axioma del supremo? 


Para una cosa, se necesita el axioma del supremo para demostrar que el conjunto 
Z., de los enteros positivos no tiene ninguna cota superior en R. Ésta es la propie- 
dad arquimediana de la recta real. Para demostrarlo, suponemos que existe una cota 
superior para Z,, con lo que llegaremos a una contradicción. Si Z, tiene una cota 
superior, debe tener un supremo b. Existe un n € Z, tal que n > b— 1, pues en caso 
contrario b— 1 sería una cota superior de Z. más pequeña que b. Portanto,n+1 > b, 
contradiciendo el hecho de que b es cota superior de Z.,.. 

*El axioma del supremo se utiliza también para demostrar otras muchas cosas de 
R. Por ejemplo, se usa para probar que R tiene la propiedad del ínfimo. También se 
utiliza para demostrar la existencia de una única raíz cuadrada positiva y/7 para cada 
número real positivo. Este hecho permite comprobar la existencia de números reales 
que no son racionales; el número Y2 es un sencillo ejemplo. 

Utilizamos el símbolo 2 para representar 1 + 1, el símbolo 3 para denotar 2+ 1, y 
así sucesivamente todos los símbolos estándar que representan los enteros positivos. 
Es un hecho que este procedimiento asigna, a cada entero positivo, un único símbolo, 
pero no encierra interés y no lo demostraremos aquí. 

Las demostraciones de estas propiedades relativas a los enteros y a los números 
reales, junto con otras propiedades que necesitaremos posteriormente, enn esboza- 
das en los ejercicios que se presentan a continuación. 


Ejercicios 
1. Demuestre las siguientes “leyes del álgebra” para R, utilizando únicamente los 
axiomas (1)-(5): 


(a) Si + y = x, entonces y = 0. 
(b) 0-2=0. Pnaicación: calculé (12+0)-2.] 


(6) -0=0. 

(d) —(=x) = 2. 

(e) r(—y) = —(zy) = (2). 
bh. (0 (Dz =-—z. 


(8) r(y — 2) = xy - zz. 
(h) —(2+y) =-2— y; (2 — y) = 2 +Y. 
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(G) Sir %0yz-y= x, entonces y = 1. 
DA al 
(k) 1/1 =z. 
MD zrxrx0eyi0=>zyH0. 
(m) (1/4)0/2) = 1/(yz) si y, 2 40. 
(m) (2/y(w/z) = (2w)/(yz) siy,2 40. 
(0) (2/y) +(w/2) = (22 + wy)/(yz) si y, 2 40. 
Ap 40>1/1% 0. 
(y 1/(w/2) =2/wsiw,z A 0. 
(M (2/9)/(w/2) = (22)/(yw) si y, w, z %0. 
(s) (ax)/y =alz/y) si y F0. 
(0) (0)/y =2/(=y) = —(2/y) siy 0. 
2. Demuestre las siguientes “leyes de las desigualdades” para R, utilizando los 
axiomas (1)-(6) junto.con los resultados del Ejercicio 1: 
(A) T>yyW>2>I4+4W>Y+2. 
(b) 1 >0ey>0>zx+y>0yx-y>0. 
(0) 1>0>-x<O0. 
(d) 2>y e -x<-—y. 
(e) T>yy2<0=>x2< yz. 
(0 2%0= 2? > 0, donde 1? =x-2z. 
(8) -1<0<1l. 
(hb) xy > 0 > ze y son ambos positivos o ambos negativos. 
(1) 27>0>1/2>0. 
Qr>y>0>1/2<1/y. 
(dk) 2<y>zx<(24+y)/2<y. 
3. (a) Demuestre que si A es una colección de conjuntos inductivos, entonces la i 
intersección de los elementos de A también es un conjunto inductivo. 
(b) Demuestre las propiedades básicas (1) y (2) de Z,.. 
4. (a) Demuestre por inducción que dado n € Z,, todo subconjunto no vacío de 
£1,..., n) tiene un mayor elemento. 
(b) Explique por qué no se puede deducir de (a) que todo subconjunto no vacío 
de Z, tiene un mayor elemento. 
5. Demuestre las siguientes propiedades de Z y Z4: 
(a) a, be Zy > a+b € Zjy. Indicación: demuestre que dado a € EAN el 
conjunto X = [x|x € Ry a+ € Z;y) es inductivo.] 
(b) a, beZ, >a:beZ;. 
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(c) Demuestre que a € Zy4 > a-—1 € Z, UÍO). [Indicación: sea X = 
(x|1€R y zx-—1€ Zy ULOH; demuestre que X es inductivo.] 


(d) co deZ>c+dEeZyc-d€Z. [Indicación: demuéstrelo en primer 
lugar para d =1.] 
(e) o deZ=>cdeZ. 
6. Sea a € R. Defina inductivamente 
al=a, 


n+1 


a =0a” a 


para n € Z, (véase $7 para el estudio del proceso de la definición inductiva). 

Demuestre que sin,m € Z,y ya,beR, 
arg = ¿htm 
(any = ge 


amp” = (ab)”. 


:] 


Estas relaciones se denominan leyes de los exponentes. [Indicación: para un n 
fijo, demuestre las fórmulas por inducción sobre m.]' 


7. Sea a € R, con a X 0. Definimos a? = 1, y para cada n € Z,,a”” =1/a”. 
Demuestre que las leyes de los exponentes se verifican para a,b 4 0 y n,m € Z. 
:8.. (a) Demuestre que R tiene la propiedad del ínfimo. 
*(b) Dermuestre que ínf(1/n|n e Z,) =0. 
*** (c) Demuestre que dado a con 0 < a < 1,ínf(a”|n € Z,) =0. [Indicación: 
sea h = (1 — a)/a. Demuestre que (1 +A)” > 1+mnh.] 


9. (a) Demuestre que todo subconjunto no vacío de Z acotado superiormente 
tiene un máximo. 


Ab) Six £ Z, demuestre que existe exactamente un n € Z tal quen < zx < 
n+1. 


(c) Siz— y > 1, demuestre que existe al menos un n € Ztalquey<n< z. 
(4) Si y < x, demuestre que existe un número racional z tal que y < z< rx. 


10, Demuestre, como se indica a continuación, que todo número positivo a tiene 
exactamente una raíz cuadrada positiva: 


(a) Demuestre que siz > 0 y 0 < h< 1, entonces 


(2+h)<x2+h(22+1), 
(1h? > 2? —h(25). 
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(b) Sea z > 0. Demuestre que si x? < a, entonces (z + h)? < a para algún 
h > 0, y que si 2? > a, entonces (x — h)? > a para algún h > 0. 

(c) Dado a > O, sea B el conjunto de todos los números reales x tales que 
q? < a. Demuestre que B está acotado superiormente y que contiene, al 
menos, un número positivo. Sea b = sup B; demuestre que b?=a. 

(d) Demuestre que si b y e son positivos y b? = c?, entonces b = c. 

11. Dado m € Z, decimos que m es par si m/2 € Z, y que m es impar en caso 
contrario. 


(a) Demuestre que si 7m es impar, m = 2n + 1 para algún n € Z. [Indicación: 
elija n de forma que n < m/2<n-+1.] 

(b) Demuestre que si p y q son impares, también lo son p-g y p”, para cualquier 
n€ L;. 

(c) Demuestre que si a > ( es un número racional, entonces a = m¿/n para 
ciertos m, n € Z y, donde m y n no pueden ser a la vez pares. [Indicación: 
sea n el menor elemento del conjunto (2 | € Zy yx-a € Zy).] 

(d) Teorema: 2 es irracional. 
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Ya hemos definido lo que se entiende por producto cartesiano Ax B de dos conjuntos. 
Ahora vamos a introducir productos cartesianos más generales. 


Definición. Sea A una colección no vacía de conjuntos. Una función indexante 
para A es una función sobreyectiva f de un conjunto J, denominado conjunto de 
índices, en A. La familia A, junto con la función indexante f, se denomina familia 
indexada de conjuntos. Dado a: € J, representaremos el conjunto f(«a*) por Ay. Y 
denotaremos la familia indexada, propiamente dicha, mediante 


[Aadaes 


que se lee como “la familia de todos los A, cuando « recorre .J”. En ocasiones, 
escribiremos simplemente £ 4.,,), si no ofrece dudas cuál es el conjunto de índices. 


Obsérvese que, aunque es necesario que una función indexante sea sobreyectiva, 
no se necesita que sea inyectiva. Al y Ag pueden ser el mismo conjunto de A, incluso 
sia A A. j ; 

Una forma de usar funciones indexantes es dar una nueva notación para uniones e 
intersecciones arbitrarias de conjuntos. Supongamos que:f : J — A es una función 
indexante para A; representemos f(«:) por A¿. Entonces, definimos 


U Aa = [Lx | al menos para un a € J, x € Ag) 
Qe 
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N As = [1 | para todo a: € J, 1 € Ag). 
ac] ] 


Éstas son simplemente nuevas notaciones para conceptos que ya han sido pre- 
viamente definidos; se puede ver de inmediato (utilizando la sobreyectividad de la 
función indéxante) que la primera representa la unión de todos los elementos de A y 
la segunda representa la intersección de todos los elementos de A. 


Dos conjuntos de índices utilizados especialmente son el conjunto (1,...,n) de 
los enteros positivos desde 1 hasta n y el conjunto Z y de todos los enteros positivos. 
Para estos conjuntos de índices vamos a introducir algunas notaciones especiales. Si 
una colección de conjuntos está indexada por el conjunto (1,...,n), representare- 
mos la familia indexada mediante los símbolos (A, ... An), y denotaremos, respec- 
tivamente, la unión y la intersección de los miembros de esta familia por 


AjU:-**UAn y A1nM---MA,n. 


En el caso de que el conjunto de índices sea Z., , representaremos la familia indexada 
por (A, A2,.... ), y la unión e intersección por 


AJUAgU-:* y A¡NA2N:-**. 


Definición. Sea m un entero positivo. Dado un conjunto X, definimos una m-upla 
de elementos de X como una función 


x:(1,...m)=X. 


DEA, 


Síx es una m- upla, con frecuencia representaremos el valor de x en ¿ por x; en lugar 
de x(¿), y lo llamaremos la ¿-ésima coordenada de x. Además, denotaremos la propia 
función x mediante la expresión 


(21, .. . Tm). 


Ahora, sea tAs,.. , Am] una familia indexada con el conjunto (1,...,m). Sea 
X= Ar U---U An . Definimos el producto cartesiano de esta familia indexada, 
Y y lo representaremos por 


m 


¡ne EN ÁA1X-"-x Am, 


Sl Dos i=1 


como el conjunto de todas las m- moja (21, ...,Zm) de elementos de X, tal que 
¿€ A; para cada i. j 
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EJEMPLO 1. En este momento tenemos dos definiciones para el símbolo A x B. Una 
primera definición es, desde luego, la establecida anteriormente, según la cual Ax B 
representa el conjunto de todos los pares ordenados (a, b) tales que a € Ayb € B.La 
segunda definición, que acabamos de ver, define A x B como el conjunto de todas las 
funciones x:(1,2) — AU B tales que x(1) € A y x(2) € B. Es obvia la existencia 
de una correspondencia biyectiva entre estos dos conjuntos, bajo la cual el par ordenado 
(a, b) corresponde a la función x definida por x(1) = a y x(2) = b. Ya que frecuente- 
mente representamos esta función x en “notación de upla” mediante el símbolo (a, b), la 
notación en sí misma sugiere la correspondencia. Así para el producto cartesiano de dos 
conjuntos, la definición más general de producto cartesiano se reduce esencialmente a la 
dada en primer lugar. 


EJEMPLO 2. ¿En qué se diferencia el producto cartesiano A x B x C de los productos 
cartesianos Á x (B x C) y (A x B) x C? En muy poco. Existen correspondencias 
«biyectivas obvias entre estos conjuntos, que indicamos a continuación: 


(a,b,c) — (a, (b,c)) — ((a, b), c). 


Definición. Dado un conjunto X, definimos una w-upla de elementos de X como 
una función : 

x:Zy4 —X; 
también llamaremos a tal función una sucesión, o sucesión infinita, de elementos de 
X. Si x es una w-upla, frecuentemente representaremos el valor de x en ¿ por x;, en 
lugar de x(¿), y lo llamaremos la ¿-ésima coordenada de x. Denotaremos la propia 
función x mediante el símbolo 


(x1, Ta) --- ) o (E nJnez, - 


Sea ahora [A1, Az, . ... una familia de conjuntos, indexada con los enteros posi- 
tivos; sea X la unión de todos los conjuntos de esta familia. El producto cartesiano 
de esta familia indexada de conjuntos, representado por 


T[ 4 jo] ArxAogxo"", 


1EZ4 


se define como el conjunto de todas las w-uplas (11, 22, .. .) de elementos de X tales 
que 2; € A; para cada 2. 


No hay nada en estas definiciones que requiera que los conjuntos A; sean distintos 
entre sí. De hecho, podrían ser todos iguales al mismo conjunto X'. En ese caso, el 
producto cartesiano Ay X - - + X Am es simplemente el conjunto de todas las m-uplas 
de elementos de X, lo cual representaremos por X*”". Análogamente, el producto 
Ar x Az X --- sería, en este caso, el conjunto de todas las -uplas de elementos de 
X', denotándose entonces por X“, 


Posteriormente definiremos el producto cartesiano de una familia indexada arbi- 
traria de conjuntos. 


E 
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EJEMPLO 3. Si R es el conjunto de los números reales, entonces R”” representa el 
conjunto de todas las m-uplas de números reales; éste es denominado frecuentemente 
m-espacio euclídeo (a pesar de que Euclides nunca lo reconocería). Análogamente, R“se 
denomina a veces “espacio euclídeo infinito-dimensional”, que es el conjunto de todas 
las w-uplas (11, t2,...) de números reales, esto es, el conjunto de todas las funciones 
x:Z¿ >R. 


Ejercicios 


“1, Demuestre que existe una correspondencia biyectiva entre Ax By B x A. 


2. (a) Demuestre que sin > 1, existe una correspondencia biyectiva entre 
AX" "“xAn y (A1x--*xAn-1)x An. 


(b) Dada una familia indexada (41, A2,...), sea Bj = Agi-1 X Aoi para 
cada entero positivo ¿. Demuestre que existe una correspondencia biyectiva 
entre Ar x A2Xx--- y Bix B2x-»». 

3. Sen A = Ax A2x-*-yB=B¡xBax- -.. 
a (a) Demuestre que si B, C A; para todo ¿, entonces B C A (estrictamente 
hablando, si tenemos una función que aplica el conjunto de índices Z., en 
la unión de los conjuntos B;, debemos cambiar su rango antes de conside- 
rarla como una función que aplica Z., en la unión de los 4. Ignoraremos 
este detalle técnico cuando trabajemos con productos cartesianos). 

(b) Demuestre que se verifica el recíproco de (a) si'B es no vacío. 

(c) Demuestre que si A es no vacío, cada A; es no vacío. ¿Es cierto el recípro- 

co? (Volveremos a considerar esta cuestión en los ejercicios de $19). 


(d) ¿Cuál es la relación entre el conjunto AUB y el producto cartesiano de 
los conjuntos A; U B;? ¿Cuál es la relación entre el conjunto A N B y el 
producto cartesiano de los conjuntos A; N B,? 


4 Senm,neZ, yX 209. 

vz: (a) Sim < n, encuentre una aplicación inyectiva f : X? => X?, 

> +:(b) Encuentre una aplicación biyectiva g : Xx X”? => X"+n, 

(c) Encuentre una aplicación inyectiva h : X”? = X“. 

“0 Encuentre una aplicación biyectiva k : X?- x X% = X%. 

“le Encuentre una aplicación biyectiva 1: Xx X“ = xo, 

(f) Si A C B, encuentre una aplicación inyectiva m : (4%)” — BY“, 


¿Cuál de los siguientes subconjuntos de R” puede expresarse como el producto 
ns, Sartesiano de subconjuntos de R? 


ste (a) (x | x; es un entero para todo ¿). 
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(b) (x | 2; > ¿ para todo 2). 


(c) (x | 7; es un entero para todo ¿ > 100). 
(d) [x | 22 = 23). 


86 Conjuntos finitos 


Conjuntos finitos y conjuntos infinitos, conjuntos numerables y conjuntos no nume- 
rables, éstos son algunos de los tipos de conjuntos que han podido aparecer hasta 
ahora. No obstante, los estudiaremos en esta. sección y en la siguiente, no sólo para 
estar seguros de que se han comprendido a fondo, sino también para aclarar algunos 
puntos concretos que aparecerán posteriormente. En primer lugar, consideraremos 
los conjuntos finitos. 


Recuérdese que si n es un entero positivo, utilizamos S,, para representar el con- 
junto de enteros positivos menores que n; S,, se denomina una 'sección de los enteros 
positivos. Los conjuntos S,, son los prototipos de lo que llamamos los conjuntos fini- 
tos. 


Definición. Se dice que un conjunto es finito si existe una correspondencia biyec- 
tiva entre A y alguna sección de los enteros positivos. Esto es, A es finito si es vacío 
o si existe una a biyección 

f:A—>(1....m) 


para algún entero positivo n. En el primer caso decimos que AÁ tiene cardinal 0 y en 
el segundo caso decimos que AÁ tiene cardinal n. 


Por ejemplo, el propio conjunto (1,...,n) tiene cardinal n, ya que está en co- 
rrespondencia biyectiva consigo mismo por la función identidad. 

Ahora observemos cuidadosamente: todavía no hemos demostrado que el cardi- 
nal de un conjunto finito está únicamente determinado por el conjunto. Desde luego, 
es evidente que el conjunto vacío debe tener cardinal cero. Pero hasta donde noso- 
tros conocemos, podrían existir correspondencias biyectivas de un conjunto no vacío 
dado A con dos conjuntos distintos (1,...,n) y [1,...,m). Esta posibilidad puede 
parecer ridícula, ya que es como decir que es posible para dos personas contar las ca- 
nicas que hay en una caja y regresar con dos respuestas diferentes, ambas correctas. 
Nuestra experiencia en la vida diaria nos sugiere que esto es imposible, y de hecho 
esto es fácil de probar cuando n es un número pequeño como 1, 2 ó 3, Pero una 
demostración directa cuando n vale 5 millones sería algo imposible. 


Incluso las demostraciones empíricas serían difíciles para un valor tan elevado de 
n.Se podría, por ejemplo, construir un experimento tomando un vagón de mercancías 
lleno de canicas, y contratando 10 personas diferentes para que las contasen de forma 
independiente. Si uno piensa en los problemas físicos que esto implica, parece que 
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los contadores no llegarían a la misma respuesta. Desde luego, la conclusión que se 
podría obtener es que al menos una persona comete un error. Pero eso supondría asu- 
mir la inexactitud del resultado que uno estaba intentando demostrar empíricamente. 
Una explicación alternativa podría ser la existencia de correspondencias biyectivas 
entre el conjunto dado de canicas y dos secciones diferentes de los enteros positivos. 


En la vida real aceptamos la primera explicación. Simplemente confiamos en que 
nuestra experiencia en contar comparativamente pequeños conjuntos de objetos, de- 
muestra una verdad que se verifica también para conjuntos arbitrariamente grandes. 


Sin embargo, en las matemáticas (al contrario que en la vida real) no se pueden 
hacer estos actos de fe. Si se formula en términos de la existencia de una corres- 
pondencia biyectiva en lugar del acto físico de contar, es posible una demostración 
mátemática. Demostraremos brevemente que si n % m, no existen funciones biyec- 

que apliquen un conjunto dado A en ambos conjuntos (1,...,n) y [1,...,m)j. 


Hay un gran número de hechos “intuitivamente obvios” sobre conjuntos finitos 
que son demostrables matemáticamente; demostraremos algunos de ellos en esta sec- 
ción y dejaremós el resto como ejercicios. La siguiente es una propiedad sencilla para 
empezar: 


Lema 6.1. Sea n un entero positivo. Sean A un conjunto y ay un elemento de A. 
Entonces existe una correspondencia biyectiva f entre el conjunto A y el conjunto 


[1,....n +1) si, y solamente si, existe una correspondencia biyectiva del conjunto 
A-— (ap) con(1,...,n). 


Demostración. Hay dos implicaciones que demostrar. Supongamos, en primer lu- 
gar, que existe una correspondencia biyectiva 


DE 9: A—[a0) — [1,...,n). 
A , 
Definimos entonces una función f : A—> (1,...,n +1) de la forma: 
E f(x) =g(2) size A— (00) 
f(a9) =n+1. 


STE 


Es inmediato ver que f es biyectiva. 


Para probar el recíproco, supongamos que existe una correspondencia biyectiva 
id f:A—=(L...,n+1). 


Si f asocia ay al número n + 1, todo es especialmente sencillo; en ese caso, la res- 
tricción: f | A — [a9) nos da la correspondencia biyectiva buscada entre A — (ag) y 
de, fai a). 
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En caso contrario, sea f(ap) = m, y sea a] el punto de A tal que f(a1) =n + 1. 
Entonces a; % ay. Definimos una nueva función 


h:A—(1,...,n+1] 
mediante 


h(a0) =n+l, 
h(a1) =*m, 
h(2) =f(x)  parax € A— (00) — (a1). 


Véase la Figura 6.1. Es fácil ver que h es una biyección. 


Retomemos de nuevo el caso sencillo; la restricción h | A — (ag) es la biyección 
buscada entre A — [ag) y [1,...,n). » 


Figura 6.1 
Del lema anterior se pueden obtener una serie de consecuencias útiles: 


Teorema 6.2. Sea A un conjunto; supongamos que existe una biyección f : A —= 

[1,...,n) para algún n € Z4. Sea B un subconjunto propio de A. Entonces no | 
existe biyección alguna g : B — [1,...n), pero (si B 4 0D) sí existe una biyección | 
h: B > (1,...,m) para algún m < n. | 


Demostración. El caso en que B = 9 es trivial, ya que no puede existir una biyec- 
ción entre el conjunto vacío B y el conjunto no vacío (1,...,n). 


Demostraremos el teorema “por inducción”. Sea C el subconjunto de Z, formado 
por aquellos enteros n para los cuales el teorema es cierto. Vamos a ver que C es 
inductivo. Así concluiremos que C = Z4 y, por tanto, el teorema es cierto para todos 
los enteros positivos n. 


En primer lugar demostraremos el resultado para n = 1. En este caso A está for- 
mado por un único elemento [a] y su único subconjunto propio B es el conjunto 
vacío. 

Supongamos ahora-que el teorema es cierto para n; vamos a ver que también lo 
es paran + 1.Sea f : A => ([1,...,n + 1) una biyección y sea B un subconjunto 
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propio no vacío de A. Elegimos un elemento ay de B y un elemento a; de A — B. 
Aplicando el lema anterior, podemos deducir que existe una biyección 


9: A— [a0) — ([1,:..,n). 


Por otro lado, B — (ag) es un subconjunto propio de A — [a9), ya que a, pertenece 
a A— (ao) y no a B — [ag). Como el teorema se supone cierto para el entero n, 
podemos concluir lo siguiente: 


(1). No existe ninguna biyección h : B— (ay) > (1,...,n). 


32) Bien B — [ay) = 9, bien existe una biyección 


k: B-—(a0) —(1,...,pj paraalgúnp< mn. 


El lema anterior, junto con (1), implica que no existe ninguna biyección entre 
B y ([1,...,n+ 1). Esto completa la primera mitad del resultado al que queremos 
llegar. Para demostrar la segunda parte, obsérvese que si B — [ap) = 2, existe 
una biyección entre B y el conjunto (1), mientras que si B — Lap) % 9, podemos 
aplicar el lema anterior, junto con (2), para concluir que existe una biyección entre 
By (1,...,p + 1). En cualquiera de los casos, va a existir una biyección de B con 
(1,...,m) para algún m < n + 1, tal y como se buscaba. El principio de inducción 
demuestra ahora que el teorema es cierto para todo n € Z,. ] 


Corolario 6.3. Si A es un conjunto finito, no existe ninguna biyección de A con un 
subconjunto propio de sí mismo. 


Demostración. Supongamos que B es un subconjunto propio de A y que f : A => 
B:es una biyección. Por hipótesis, existe una biyección g : A —> (1,...,n) para 
algún n. La composición g o f”! es, por tanto, una biyección entre B y (1,...,n). 
Esto contradice el teorema anterior. a 


Eorolario 6.4. Z, no es finito. 


Demostración. La función f : Zy —= Zy — (1) definida por f(n) = n + 1 es una 
biyección entre Z, y un subconjunto propio de sí mismo. » 


Corolario 6.5. El cardinal de un conjunto finito A está unívocamente determinado 
porA. 


48 Teoría de conjuntos y lógica Capítulo 1 


Demostración. Sea m < n. Supongamos que existen biyecciones 
f:A—[l....n), 
g:A—4[l,....m). 


Entonces, la composición 


gof7 :f1,...,n) —(1,...,m) 


es una biyección de un conjunto finito [1,...,n)j con un subconjunto propio de 
sí mismo, contradiciendo el corolario que acabamos de probar. ] 


Corolario 6.6. Si B es un subconjunto de un conjunto finito A, entonces B es finito. 
Si B es un subconjunto propio de A, entonces el cardinal de B es menor que el 
cardinal de A. 


Corolario 6.7. Sea B un conjunto no vacío. Son equivalentes: 
(1) B es finito. 


(2) Existe una función sobreyectiva de una sección de los enteros positivos en B. 


(3) Existe una función inyectiva de B en una sección de los enteros positivos. ' 


Demostración. (1) > (2). Ya que B es no vacío, existe, para algún n, una función 
biyectiva f : (1,...,n) => B. 
(2)> ().Sif: [1,...,n) — Bes sobreyectiva, definimos yg : B= (1,...,nj 
mediante la ecuación 
g(b) = mínimo de f7*(£b)). 


Como f es sobreyectiva, el conjunto f7*(([b)) es no vacío; entonces, el principio del 
buen orden de Z, nos asegura que g(b) está definido unívocamente. La aplicación y 
es inyectiva, ya que si b 4 b', los conjuntos $7*((b)) y £7*(L0'J) son disjuntos y, 
por tanto, sus mínimos deben ser distintos. 


(3) => (1).Sig: B— ([1,...,n) es inyectiva, cambiando el rango de y obtene- 
mos una biyección entre B y un subconjunto de (1,..., 1). Del corolario anterior se 
deduce que B es finito. ] 


Corolario 6.8. Las uniones finitas y los productos cartesianos finitos de conjuntos 
finitos son finitos. 


Demostración. Demostraremos primero que si 4 y B son conjuntos finitos, también 
lo es A U B. El resultado es trivial si A o B es vacío. En caso contrario, existirán 
biyecciones f : (1,...,mj > Ayg: (1,...,nj — B para determinados m 
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. Definimos entonces una función h : [1,...,m-+mn) —> AU B de la forma 
)= (0) sii =1,2,...,m y h(c) =g(¿—m)sii=m+1,...,m-+m.Es fácil 
que h es sobreyectiva, de lo que se deduce que A U B es finito. 

Ahora demostraremos por inducción que la finitud de los conjuntos A1,..., An, 
lica que su unión también es finita. El resultado es trivial para n = 1. Supongamos 
es cierto para n — 1. Entonces, A1 U- - -U A, es la unión de dos conjuntos finitos 
U-*-U An—1 y An, y no hay más que aplicar el resultado demostrado en el párrafo 
erior. 

Demostremos ahora que el producto cartesiano de dos conjuntos finitos A y B 
bién es finito. Dado a € A, el conjunto [aj x B es finito, estando en correspon- 
cia biyectiva con B. Pero A x B no es más que la unión de estos conjuntos, ya 
: hay sólo un número finito de ellos, A x B es una unión finita de conjuntos finitos, 
or tanto finito. 

Para probar que el producto Aj X --- X A, es finito si cada A; lo es, se procede 
inducción. " 


ercicios 


. (a) Haga una lista de todas las aplicaciones inyectivas 
f:(1,2,3) — ([1,2,3,4). 


Demuestre que ninguna es biyectiva (esto constituye una demostración 
directa de que un conjunto A con cardinal tres no tiene cardinal cuatro). 


(b) ¿Cuántas aplicaciones inyectivas 
f:(f1,...,8) — [1,...,10) 


existen? (Aquí se puede ver por qué uno no desearía intentar demostrar 
directamente que no existe ninguna correspondencia biyectiva entre estos 
dos conjuntos). 


'. Demuestre que si B no es finito y B C A, entonces A no es finito. 


|, Sea X el conjunto de dos elementos (0, 1). Encuentre una correspondencia bi- 
yectiva entre X“ y un subconjunto propio de sí mismo. 
, Sea A un conjunto finito, no vacío, simplemente ordenado. 
(a) Demuestre que A tiene un máximo. [Indicación: proceda por inducción 
sobre el cardinal de A.] 


(b) Demuestre que A tiene el tipo de orden de una sección de los enteros 
positivos. : 
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5. Si A x B es finito, ¿se deduce que A y B también lo son? 


6. (a) Sea A= [1,...,n). Demuestre que existe una biyección entre P(A) y el 
producto cartesiano X”, donde X' es el conjunto de dos elementos X = 
10,1). 


(b) Demuestre que si Á es finito, entonces P(A) es finito. 


7. Si A y B son finitos, demuestre que el conjunto de todas las funciones f : A => 
B es finito. 


$7 Conjuntos numerables y no numerables 


Así como las secciones de los enteros positivos son los prototipos para los conjuntos 
finitos, el conjunto de todos los enteros positivos es el prototipo de lo que llamare- 
mos conjuntos infinito-numerables. En esta sección estudiaremos dichos conjuntos y 
además construiremos algunos conjuntos que no son ni finitos ni infinito-numerables. 
Este estudio nos conducirá a un debate sobre lo que se entiende por proceso de “de- 
finición inductiva”. 


Definición. Un conjunto A se dice infinito si no es finito. Se dice que es infinito- 
numerable si existe una correspondencia biyectiva 


f:A—Zjy. 


EJEMPLO 1. El conjunto Z de todos los enteros es infinito-numerable. Se puede ver 
fácilmente que la función f : Z — Z, definida por 


50-47, sin>0 


—2n+1 sin<o0 
es una biyección. 


EJEMPLO 2. El producto Z yx Z, es infinito-numerable. Si representamos los elemen- 
tos del producto Z.+ x Z./ por los puntos con coordenadas enteras del primer cuadrante, 
entonces la parte de la izquierda de la Figura 7.1 sugiere cómo “contar” los puntos, esto 
es, cómo ponerlos en correspondencia biyectiva con los enteros positivos. Un dibujo no 
es, desde luego, una demostración, pero esta figura sugiere dicha demostración. En pri- 
mer lugar definimos una biyección f : Zy-x Z¿ — A, donde A es el subconjunto de 
Z+ X Zy formado por todos los pares (x, y) para los cuales y < x, mediante la ecuación 


Fz.y) = (1+y-1,y). 


Entonces, construimos una biyección de A con los enteros positivos, definiendo g : A => 
Z.4 por la fórmula 


g(2,4) =3(0-Da+y. 
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Dejamos al lector la demostración de que f y g son biyecciones. 
Posteriormente-se dará otra demostración de que Z, x Z, es infinito-numerable. 


Figura 7.1 


Definición, Se dice que un conjunto es numerable si es ya finito, ya infinito- 
numerable. Un conjunto que no es numerable se dice no numerable. 


Existe un criterio muy útil para demostrar que un conjunto es numerable. Es el 
siguiente: 


Teorema 7.1. Sea B un conjunto no vacío. Entonces son equivalentes: 
(1) B es numerable. 


(2) Existe una función sobreyectiva f : Zy => B. 
(3) Existe una función inyectiva g : B => Z 4. 


Demostración, (1) > (2). Supongamos que B.es numerable. Si B es infinito-numerable, 
existe una biyección f : Zy — B por definición, y el resultado es directo. Si B es 
finito, existe una biyección h : (1,...,n) = B para algún n > 1 (recordemos que 

B 4 1). Podemos entonces extender h a una aplicación sobreyectiva f : Zy —= B 
definiendo 


a Maid 
109 (1 sii>n. 


(2) > (3). Sea f : Z, —> B una función sobreyectiva. Definimos g:B=ZL4 
mediante la ecuación 


g(b) = mínimo de f*((b)). 
Como f es sobreyectiva, f1((b)) es no vacío y, por tanto, g está bien definida. La 
aplicación y es inyectiva, ya que si b 4 b', los conjuntos f7*((6)) y f-1(40'Y) son 
disjuntos y, por tanto, sus mínimos son distintos. 
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(3) > (1). Sea g : B — Z4 una aplicación inyectiva; queremos probar que Bes 
numerable. Cambiando el rango de g, podemos obtener una biyección de B con un 
subconjunto de Z.,. Así, para demostrar el resultado, es suficiente probar que todo 
subconjunto de Z., es numerable. Por tanto, sea C un subconjunto de Z.+.. 


Si C es finito, es numerable por definición. Así pues, lo que necesitamos demos- 
trar es que todo subconjunto infinito C' de Z, es infinito-numerable. Esta afirmación 
es ciertamente plausible. Los elementos de C' pueden ordenarse fácilmente en una 
sucesión infinita; simplemente se tomaría el conjunto Z., con su orden usual, “bo- 
rrando” los elementos de Z., que no están en C.. 


La viabilidad de este argumento puede hacer que se pase por alto su informali- 
dad. Proporcionar una demostración formal requiere una cierta atención y cuidado. 
Establecemos este resultado como un lema aparte, que damos a continuación. L 


Lema 7.2. SiC es un subconjunto infinito de Z., , entonces C es infinito-numerable. 


Demostración. Definimos una biyección h : Z, — C, por inducción: sea k(1) el 
mínimo de C,, que existe porque todo subconjunto no vacío C de Z., tiene un mínimo. 
Entonces, suponiendo que h(1),..., A(n — 1) están definidos, construimos 


h(n) = mínimo de [C — A((1,...,n —1))]. 


El conjunto € — h(X1,...,n— 1)) es no vacío; si lo fuese, h : (1,...,n—1) >C 
sería sobreyectiva, y por tanto C finito (por el Corolario 6.7). Luego h(n) está bien 
definida. Por inducción tenemos definida h(n) para todo n € Z... 


Demostrar que h es inyectiva es sencillo. Dado m < n, obsérvese que h(m) per- 
tenece al conjunto h((1,..., n—1)), mientras que h(n), por definición, no pertenece. 
Por tanto, h(n) 4 h(m). 

Para demostrar que h es sobreyectiva, sea c un elemento de C; vamos a ver que c 
se encúentra en el conjunto imagen de h. En primer lugar, observemos que h(Z,) no 
puede estar contenido en el conjunto finito (1,...., c), ya que h(Z 4) es infinito (por 
ser h inyectiva). Por lo tanto, existe un n en Z, tal que h(n) > c. Sea m el menor 
elemento de Z, tal que h(m) > c. Entonces, para todo ¿ < m, se tiene que h(3) < c. 
Luego c no pertenece al conjunto h((1,...,m — 1)). Ya que h(m) se ha definido 
como el mínimo del conjunto C — h((1,...,m — 1)), se tiene ahora que h(m) < c. 
Uniendo ambas desigualdades, obtenemos h(m.) = c, como se quería demostrar. 

A 


Hay un punto en la demostración anterior en el que hemos estirado un poco los 
principios de la lógica. Concretamente cuando se dice que “utilizando el principio de 
inducción” se ha definido la función A para todos los enteros positivos n. Puede que 
el lector haya visto argumentos de este tipo utilizados en otras ocasiones, sin que haya 
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cuestionado su legitimidad. En este libro ya hemos usado este upo de argumentos, en 
los ejercicios de $4, cuando definíamos a” 


Pero aquí aparece un problema. Despiés de todo, el principio de inducción sólo 
establece que si A es un conjunto inductivo de enteros positivos, entonces Á = Li. 
Para utilizar el principio y demostrar un teorema “por inducción”, uno comienza la 
demostración con la afirmación “sea A el conjunto de todos los enteros “positivos n 
para los cuales el teorema es cierto”, y entonces continúa adelante para probar que A 
es inductivo, así que A debe ser todo Z.,. 


En el teorema anterior, sin embargo, no estamos demostrando realmente un teore- 
ma por inducción, sino definiendo algo por inducción. ¿Cómo deberíamos entonces 
comenzar la demostración? ¿Podemos empezarla diciendo “sea A el conjunto de to- 
dos los enteros n para los cuales la función Ah está definida”? Pero eso es estúpido, 
ya que el símbolo h no tiene ningún significado al principio de la demostración. Sólo 
adquiere un sentido en el transcurso de la prueba. Por tanto, se necesita algo más. 

Lo que se requiere es otro principio, que llamaremos principio de definición re- 
cursiva. En la demostración del teorema anterior queremos asegurar lo siguiente: 

Dado el subconjunto infinito C de Z +, existe una única función h : Z¿ > C 
verificando la fórmula: 


h(1) = mínimo de C, 


(9 , 
h(i) = mínimo de [C — h((1,...,¿—1))] para todo ¿ > 1. 

La expresión (*) se denomina fórmula de recursión para h, que define la función 
h en términos de sí misma. Una definición dada por este tipo de fórmulas se llama 
definición recursiva. 


Ahora bien, es posible encontrarse con dificultades lógicas cuando se intenta defi- 
niralgo recursivamente. No todas las fórmulas recursivas tienen sentido. Por ejemplo, 
la fórmula recursiva 


h(i) = menor elemento de [C — h((1,...,i+1))] 


és contradictoria en sí misma, y aunque A(+) es necesariamente un elemento del con- 
Jinto A((1,...,¿-+1)), esta fórmula afirma que no pertenece al conjunto. Otro ejem- 
pias es la clásica pao 


Supongamos que el barbero de Sevilla afeita a todos los hombres de Sevilla que 
no se afeitan a sí mismos. ¿Quién afeitará al barbero? 


En este enunciado el barbero aparece dos veces, una vez en la frase “el barbero de 
Sevilla”, y otra como un elemento del conjunto “hombres de Sevilla”; esta definición 
de quién afeitará al barbero es recursiva. Pero también es contradictoria. 
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Algunas fórmulas recursivas, sin embargo, tienen sentido. Concretamente, se tie- 
ne el siguiente principio: 


Principio de definición recursiva. " Sea A un conjunto. Si tenemos una fórmula que 
define h(1) como un único elemento de A, y que parai > 1 define h(i) unívocamente 
como un elemento de A en función de Jos valores de h. para los enteros positivos 
menores que i, esta fórmula determina una única función h : Z, —= A. 


Este principio es el que realmente utilizamos en la demostración de] Lema 7.2, Se 
puede simplemente aceptar y creer si se prefiere. Sin embargo, puede ser demostra- 
do rigurosamente, utilizando el principio de inducción. Lo formularemos con mayor 
precisión en la próxima sección, indicando cómo se demuestra. Los matemáticos ra- 
ra vez se refieren a este principio de forma específica. Es mucho más probable que 
escriban una demostración como la de nuestro anterior Lema 7.2, una demostración 
en la cual recurren al “principio de inducción” para definir una función, cuando lo 
que realmente están utilizando es el principio de definición recursiva. Evitaremos una 
pedantería excesiva en este libro siguiendo su ejemplo. 


Corolario 7.3. Un subconjunto de un conjunto numerable es numerable. 


Demostración. Supongamos que A C B, siendo B numerable. Existe una aplica- 
ción inyectiva f de B en Z.,; la restricción de f en A es una inyección de Á en Z4.. 
a 


Corolario 7.4. El conjunto Z., x Z, es infinito-numerable. 


Demostración. En vista del Teorema 7.1, es suficiente construir una aplicación i in- 
yectiva f : Zy x Zy —> Z+. Definimos f mediante la ecuación 


f(n,m) = 237. 


Es fácil ver que f es inyectiva. Para ello supongamos que 2"3'" = 2P31, Sin < p, 
entonces 37 = 2P-"3%, contradiciendo el hecho de que 3” es impar para todo m. 
Por lo tanto, n = p. Como consecuencia, 3" = 31, Entonces, si m < q, se sigue que 
1 = 3177, otra contradicción. Luego m = q. 


EJEMPLO 3. El conjunto Q, de los números positivos racionales es infinito-numerable. 
Para demostrarlo, definimos una aplicación sobreyectiva g : Zy x Zy — Qy mediante 
la ecuación 

gín,m) =m/n. 
Como Z+ x Z, es numerable, existe otra aplicación sobreyectiva f: Zi —>Z¿xZ;. 
Entonces, la composición go f :'Z¿ — Q es también sobreyectiva, y por tanto Q, es 
numerable. Y, desde luego, Q, es infinito ya que contiene a Z;.. 
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Dejamos como un ejercicio demostrar que el conjunto Q de todos los números racio- 
nales es infinito-numerable. 


Teorema 7.5. La unión numerable de conjuntos numerables es numerable. 


Demostración. Sea [Anne una familia indexada de conjuntos numerables, donde 
el conjunto de índices J es bien [1,..., NJ o bien Z¿ . Supongamos, sin pérdida de 
generalidad, que cada conjunto A,, es no vacío. 

Como cada A, es numerable, podemos elegir, para cada n, una función sobreyec- 
tiva fa. : Z, — An. Análogamente, es posible encontrar otra aplicación sobreyectiva 
9: Z4 —= J. Ahora definimos 


h:Z¿xZy¿ > |] An 
nel 
mediante la ecuación . 
h(k, m) = fax) (m). 
Es fácil ver que h así definida es sobreyectiva. Ya que Zy x Z, está en correspon- 
dencia biyectiva con Z.,, la numerabilidad de la unión se deduce del Teorema 7.1. 
] 


Teorema 7.6. El producto finito de conjuntos numerables es numerable. 


Demostración. En primer lugar demostraremos que el producto de dos conjuntos 
fumerables A y B es numerable. El resultado es trivial si A o B es vacío. En caso 
contrario, elegimos aplicaciones sobreyectivas f : Z, => Ay g: Zy; —> B.Enton- 
ces, la función h : Zy x Zy — A x B definida mediante la ecuación h(n,m) = 
(f(n),g(m)) es sobreyectiva, y por tanto Ax B es numerable. 

En general, procedemos por inducción. Suponiendo que Aj X --- Xx Án_1 es 
numerable si cada A; es numerable, demostraremos esta afirmación para el producto 
A] x +»* x An. En primer lugar, obsérvese que existe una correspondencia biyectiva 

9: Ayx-+"-x An — (A X +: Xx An-1) X An Ñ 
definida por la ecuación 
9(%1,... ,¿Tp)= ((21,..., Zn-1), Tn). 


Como el conjunto Az X -+- x An, es numerable por hipótesis de inducción, y Án 
es numerable por hipótesis, el producto de esos dos conjuntos es numerable, como 
se ha demostrado previamente. Concluimos, pues, que A; x --- X A, es también 
numerable. " 


: Es muy tentador asegurar que los productos numerables de conjuntos numerables 
deberían ser también numerables, pero esto no es cierto: 
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Teorema 7.7. Sea X el conjunto de dos elementos (0, 1). Entonces, el conjunto X“ 
es no numerable. 


Demostración. "Vamos a demostrar que cualquier función 
g:LZy =X" 
no es sobreyectiva. Para ello, representemos g(n) de la siguiente forma: 


g(n) = (Lat, En2)+-- + Enm> +++) 


donde cada x;; es 0 ó 1. Entonces definimos un elemento y= (Ya, --->Yn, +» -) de 


X“ mediante 
da da Si Sinn =1 
m = 


1 si Inn =0. 


(Si escribimos los números z.¿ en una matriz rectangular, los elementos particulares 
Lan Aparecen como las entradas diagonales de esta matriz; elegimos y para que su 
n-ésima coordenada difiera del elemento de la diagonal Z nn.) 


Ahora bien, y es un elemento de X”, e y no pertenece a la imagen de y; dado n, 
el punto g(n) y el punto y se diferencian en, al menos, una coordenada, digamos la 
n-ésima. Por lo tanto, g no es sobreyectiva. A 


El producto cartesiano (0, 1)“ es un ejemplo de un conjunto no numerable. Otro 
ejemplo sería el conjunto P(Z.¿), como se puede deducir del siguiente teorema: 


Teorema 7.8. Sea A un conjunto. No existe ninguna aplicación inyectiva f : P(A) = 
A, y no existe ninguna aplicación sobreyectiva g : A —= P(A). 


Demostración. En general, si B es un conjunto no vacío, la existencia de una apli- 
cación inyectiva f : B — C implica la existencia de una aplicación sobreyectiva 
g : C > B; basta definir g(c) = f7*(c) para cada c en el conjunto imagen de F.y 
definir g arbitrariamente en el resto del conjunto C. ] 

Por lo tanto, es suficiente demostrar que dada una aplicación g : A — P(A), esta 
aplicación g no es sobreyectiva. Para cada a € A, la imagen gía) de a es un subcon- 
junto de A, el cual puede o no contener al propio punto a. Sea B el subconjunto de 
A formado por todos esos puntos a tales que g(a) no contiene a a, 


B=4fa|a e A- gla)). 


Ahora bien, B podría ser vacío, o quizá todo el conjunto A, pero esto no importa. Se 
puede asegurar que B es un subconjunto de A que no está contenido en la imagen 


87 Conjuntos numerables y no numerables 87 


de y. Para ver esto, supongamos que B = g(ag) para algún ay € A. Hacemos la 
siguiente pregunta: ¿pertenece ay a B, o no? Por definición de B, 


4 €B= a) € A— gl(a0) = a) e A-B, 


En cualquier caso, obtenemos una contradicción. n 


Se ha demostrado ya la existencia de conjuntos no numerables. Pero todavía no 
hemos mencionado el conjunto no numerable. más conocido de todos —el conjunto 
de los números reales—. Probablemente se conozca la demostración de que R no es 
numerable. Si se asume que todo número real se puede representar de forma única 
por un decimal infinito (con la condición de que esta representación no puede acabar 
en una cadena infinita de nueves), entonces la no numerabilidad de los reales se puede 
demostrar mediante una variación del método de la diagonal utilizado en la demos- 
tración del Teorema 7.7. Pero esta prueba no es del todo satisfactoria. Una razón es 
que la representación decimal infinita de un número real no es en absoluto una con- 
secuencia elemental de los axiomas, sino que requiere mucho trabajo demostrarla. 
Otra razón es que, de hecho, la no numerabilidad de R no depende de la expansión 
decimal infinita de R, o incluso de cualquiera de las propiedades algebraicas de es- 
tos números. Demostraremos que R es no numerable utilizando exclusivamente sus 
propiedades de orden, en un capítulo posterior. 


Ejercicios 


1. Demuestre que Q es infinito-numerable. 
2. Demuestre que las aplicaciones f y g de los Ejemplos 1 y 2 son biyecciones. 


3. Sea X el conjunto de dos elementos (0, 1). Demuestre que existe una corres- 
pondencia biyectiva entre el conjunto P(Z,) y el producto cartesiano X“. 


4. (a) Un número real se dice que es algebraico (sobre los racionales) si satisface 
alguna ecuación polinómiéa de grado positivo 


+ -+ajr+a9=0 


e 
con coeficientes racionales a;. Suponiendo que cada ecuación polinómica 
tiene sólo una cantidad finita de raíces, demuestre que el conjunto de los 
números algebraicos es numerable. 

(b) Un número real se dice frascendente si no es algebraico. Suponiendo que 
los reales son no numerables, demuestre que los números trascendentes 
son no numerables. (Es un hecho algo sorprendente que sólo dos núme- 
ros trascendentes nos sean familiares: e y 7. Incluso probar que esos dos 
números son trascendentes no es algo en absoluto trivial.) 
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5. Determine si cada uno de los siguientes conjuntos es o no numerable. Justifique 
la respuesta. : 

(a) El conjunto A de todas las funciones f : (0,1) — Z+. 

(b) El conjunto B., de todas las funciones f : (1,...,n) > Z4. 

(c) El conjunto C = Unez, Bn. 

(d) El conjunto D de todas las funciones f : Zy — Z4. 

(e) El conjunto E de todas las funciones f : Z+ — (0,1). 

(£) El conjunto F de todas las funciones f : Zy — (0, 1) que son “finalmente 
cero”. [Se dice que f es finalmente cero si existe un entero positivo N tal 
que f(n) = O.para todo n > N.] 

(g) El conjunto G' de todas las funciones f : Z4 — Z. que son finalmente 
uno. 


(h) El conjunto H de todas las funciones f : Zy —> Z+ que son finalmente 
constante. 


(1) El conjunto 7 de todos los subconjuntos de dos elementos de Z.,.. 
(j) El conjunto J de todos los subconjuntos finitos de Z,.. 


6. Decimos que dos conjuntos A y B tienen el mismo cardinal si existe una bi- 
yección entre Á y B. : 


(a) Demuestre que si B C A y existe una función inyectiva 
f:A—B, 


entonces A y B tienen el mismo cardinal. [Indicación: defina A1=A4, 
Bi = By, paran > 1, A, = S(An-1) y Bn = S(Bn-1) (de nuevo 
definición recursiva). Obsérvese que A1 DB, > A2 > B2A3>D-:**. 
Defina una biyección h : A — B mediante la regla 


hz) flo) siz € An — Br para algún n 
xT)= 
z en caso contrario.) 
(b) Teorema (Schroeder-Bernstein). Si existen aplicaciones inyectivas f:A- 
Byg:C > 4, entonces A y.C tienen el mismo cardinal. 
7. Demuestre que los conjuntos D y E del Ejercicio 5 tienen el mismo cardinal. 


8. Sea X el conjunto de dos elementos (0, 1]; sea B el conjunto de los subconjun- 
tos numerables de X”. Demuestre que X“ y B tienen el mismo cardinal. 


9. (a) Ala fórmula 
h(1)=1, 
(0) h(2) =2, 
h(n) = [h(n + 1)? — [R(n— 1) paran > 2 
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no se le puede aplicar el principio de definición recursiva. Demuestre que, 
no obstante, existe una función h : Z, — R que satisface dicha fórmu- 
la. [Indicación: reformule (*) de modo que el principio sea aplicable, e 
imponga que h sea positiva.] 


(b) Demuestre que la fórmula (x) del apartado (a) no determina h unívo- 
camente. [Indicación: si h es una función positiva que verifica (*), sea * 
F(6) = h(i) parai 4 3, y sea f(3) =—h(3).] 
(c) Demuestre que no existe ninguna función h : Zy —> R verificando la 
fórmula 


h(1)=1, 
h(2) =2, 
h(n) = [h(n + 19% + [R(n— 1)? paran > 2. 
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Antes de considerar la forma general del principio de definición recursiva, lo demos- 
traremos primero para un caso específico, el del Lema 7.2. Esto debería ayudarnos a 
entender la idea subyacente de la demostración mucho más claramente cuando vea- 
mos el caso general, 


Así, dado el subconjunto infinito C' de Z,, consideremos la siguiente fórmula 
recursiva para una función h : Zy =>C: 


h(1) = mínimo de C, 


y h(n) = mínimo de [C— A((1,...,¿—1P)] parai > 1. 


Demostraremos que existe una única función h : Z, —> C verificando esta fórmula 
de recursión. 


El primer paso consiste en demostrar que existen funciones definidas sobre sec- 
ciones [1,...,n) de Z, que satisfacen (x). 


Lema 8.1. Dado n € Z,, existe una función 
F:[1,....nj>C 
que satisface (+) para todo ¿ de su dominio. 


Demostración. Lo significativo de este lema es que es un resultado que depende de 
n y, por tanto, es posible demostrarlo por inducción. Sea A el conjunto de todos los 
n para los cuales el lema se verifica. Demostremos que A es inductivo. Entonces se 
deducirá que 4 =Z4. 
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El lema es cierto para n = 1, ya que la función f : (1) —> C definida por la 
ecuación 
f(1) = mínimo de € 
verifica (+). 
Supongamos que el resultado es cierto para n — 1, y vamos a demostrarlo para n. 
Por hipótesis, existe una función f” : (1,...,n—1) => C que satisface (+) para todo 
i de su dominio. Definimos f : (1,...,n) — C mediante las ecuaciones 


FO=f(0) paraic(l...,n—-1), 
f(n) = mínimo de [C — f'((1,...,n—1))). 
Como C es infinito, f' no es sobreyectiva, por lo tanto el conjunto C—f'((1,...,n= 


1)) es no vacío, y f (n) está bien definida. Obsérvese que esta definición es admisible, 
ya que no define a f en términos de sí misma, sino de la función dada f'. 


Es fácil ver que f verifica (+) para todo ¿ de su dominio. La función f satisface (+) 
si ¿ < n — 1 porque coincide con f”. Y f verifica (x) si ¿= n ya que, por definición, 


f(n) = mínimo de [C — f'(1,...,n—1))] y 


FL... n-1)= $41... ,n—1)). 
u 


Lema 8.2. Supongamos que f : [1,..., nj] > C yg: (1,...,m)] => C verifican 
(*) para todo i de sus respectivos dominios. Entonces f(i) = g(i) para todo ¡ de 
ambos dominios. 


Demostración. Supongamos que no es así. Sea ¿ el menor entero para el cual f (1) 4 
g(i). Este entero ¿ no puede ser 1, ya que 


-f(1) = mínimo de C = g(1) 
por (+). Ahora, para todo ¿ < i, se tiene que f (5) = g(5). Como f y y verifican (+), 
f(i) = mínimo de [C — f(X1,...,¿— 1))], 
g(i) = mínimo de [C — g((1,...,i+— 1))]. 
Ya que f((1,...,¿— 1)) = g((1,...,1— 1)), se tiene que f() = g(3), lo je 


contradice la elección de ¿. 


Teorema 8.3. Existe una única función h : Z, — C verificando (+) para todo 1 € 
Z4. 
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Demostración. Por el Lema 8.1 existe, para cada n, una función que aplica el con- 
junto (1,...,n) en C y que verifica (+) para todo ¿ de su dominio. Dado n, el Lema 
8.2 demuestra que esta función es única; dos funciones de este tipo teniendo el mismo 
dominio deben ser iguales. Sea f,, : [1,...,n)] — C esta única función. 

Ahora viene el paso crucial. Elegimos una función h : Zy —= C definiendo 
su regla como la unión U de las reglas de las funciones f,. La regla de f,, es un 
subconjunto de (1,...,n) xC, por lo que U es un subconjunto de Z, x C. Tenemos 
que demostrar que U es la regla de una función h : Zy — C. 

Esto es, debemos probar que cada elemento ¿ de Z., aparece como la primera 
coordenada de, exactamente, un elemento de U, Esto es sencillo. El entero + pertenece 
al dominio de f,, si, y solamente si, n > 1. Por lo tanto, el conjunto de elementos de 
U que tienen a ¿ como primera coordenada es precisamente el conjunto de todos los 
pares de la forma (¿, f(¿)), para n > ¿. Ahora bien, el Lema 8.2 nos asegura que 
fa(i) = fm(i) si n, m > i. Luego todos estos elementos de U son iguales, esto es, 
existe un único elemento de U que tiene a ¿ como su primera coordenada. 

Demostrar que A verifica (+) es también sencillo; es una consecuencia de los si- 
guientes hechos: 


h(i) =fn(i) parai<n, 
fn verifica (x) para todo ¿ de su dominio. 


La demostración de la unicidad es una copia de la demostración del Lema 8.2. 
Bm 


Ahora formularemos el principio general de definición recursiva. No hay nuevas 
ideas implicadas en su demostración, así que quedará como un ejercicio. 


Teorema 8.4 (Principio de definición recursiva). Sean A un conjunto y ag un ele- 
mento de A. Supongamos que p es una función que asigna, a cada función f que 
aplica una sección no vacía de los enteros positivos en A, un elemento de A. Enton- 
ces existe una Única función 

h:Z¿ => A 


tal que 
h(1) = 00, 


de híi)=p(h1(1,...,¿-1)) parai> 1. 


La fórmula (+) se denomina fórmula recursiva para h. Ésta especifica h(1), y 
expresa el valor de h en ¿ > 1 en función de los valores de h en los enteros positivos 
menores que +. 
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EJEMPLO 1. Demostremos que el Teorema 8.3 es un caso particular de este teorema. 
Dado el subconjunto infinito C' de Zy, sea ay el mínimo de C, y definamos p mediante 
la ecuación 


p(f) = mínimo de [C — (conjunto imagen de f)]. 


Como C es infinito y f es una función que lleva un conjunto finito a C, el conjunto 
imagen de f.no es todo C, por lo que p está bien definida. Por el Teorema 8.4 existe una 
función h : Z, — C tal que h(1) = ap, y parai > 1, 


h(3) = p(h|(1,...,¿-1)) 
= mínimo de [C — (conjunto imagen de h | (1,...,i— 1))] 
= mínimo de [C — A((1,...,¿— 1))] 


como se quería demostrar. 


EJEMPLO 2. Dado a € R, “definimos” a”, en los ejercicios de $4, mediante la fórmula 
de recursión 


ar = ar! . 

Queremos utilizar el Teorema 8.4 para definir rigurosamente una función h : Zy —R 
de forma que h(n) = a”. Para aplicar este teorema, representamos por ay el elemento a 
de R, y definimos p mediante la ecuación p(f) = f(m) - a, donde f :(1,...,m)j —R. 


Entonces existe una única función h : Z, — R tal que 


h(1) = ao, 
h(i) = p(h|([1,...,1—-1)) parai>l. 


Esto quiere decir que h(1) = a, y h(¿) = h(i— 1) - a para ¿ > 1. Si representamos h(i) 
mediante a*, tenemos 


como se quería demostrar. 


Ejercicios 


1. Sea (b1,b2,...) una sucesión infinita de números reales. La suma )>z, bj se 
define por inducción de la siguiente forma: 


a 
S dr = b1 paran =1, 
k=1 . 


n n1 
S de = O dr) +b,, paran > 1. 


k=1 k=1 


$8 


6. 
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Sea A el conjunto de los números reales y elija p de forma que se aplique el Teo- 
rema 8.4 para definir esta suma rigurosamente. En ocasiones representaremos la 


. suma ) ¿y bj mediante b1 + b2+-><+ bp. 


. Sea (b1, b2,.... ) una sucesión infinita de números reales. Definimos el producto 


TT;_1 0x mediante las ecuaciones 


1 
II» => 
k=1 


n n—-1 
Td = (TI 0) : on paran > 1. 


k=1 k=1 


Utilice el Teorema 8.4 para definir este producto rigurosamente. En ocasiones 
representaremos el producto Mé, bz, mediante bib - - -b,,. 


» Obtenga las definiciones de a,, y n! para n € Z, como casos particulares del 


Ejercicio 2. 


. Los números de Fibonacci de la teoría de números se definen recursivamente 


mediante la fórmula 


A = A2 = 1, 
An = An-1 + An-2 paran > 2. 


Defínalos rigurosamente utilizando el Teorema 8.4. 


. Demuestre que existe una única función h : Z¿ —R,, verificando la fórmula 


h(D) =3, 
h(i) =[h(i-1)+1]42 parai> 1. 


(a) Demuestre que no existe ninguna función A : Z, => R) verificando la 
fórmula 
h(1) =3, 


h(i) =[h(¿—1)-1Y2 paras > 1. 
Explique por qué este ejemplo no viola el principio de definición recursiva. 
(b) Considere la fórmula de recursión 


h(1) =3, 


há) = ¡ [AG 1) -1342 sih(i-1)>1 


para ¿2 > 1. 
5 sih(i-1)<1 


Demuestre. que existe una única función h : Zy => R; verificando esta 
fórmula, 
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7. Demuestre el Teorema 8.4. 


8. Verifique la siguiente versión del principio de definición recursiva: 
Sea Á un conjunto. Sea p una función que asigna, a cada función f que aplica 
una sección S, de Z., en A, un elemento p(f) de A. Entonces existe una única 
función h : Zy — A tal que h(n) = p(h | S,) para cada n € Z;. 
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Ya hemos obtenido varios criterios para que un conjunto sea infinito. Sabemos, por 
ejemplo, que un conjunto A es infinito si tiene un subconjunto infinito-numerable 
o si existe una biyección entre A y un subconjunto propio de sí mismo. Pues bien, 
cualquiera de estas dos propiedades es suficiente para caracterizar conjuntos infinitos. 
Probaremos esto ahora. La demostración nos conducirá a un debate sobre un punto 
de lógica que todavía no hemos mencionado, el axioma de elección. 


Teorema 9.1. Sea A un conjunto. Son equivalentes: 
(1) Existe una función inyectiva f : Zy => A. 
(2) Existe una biyección de A con un subconjunto propio de sí mismo. 
(3) A es infinito. 


Demostración. Probaremos las implicaciones (1)>-2)=(3=(1). 


Para probar (1)=>(2), suponemos que existe una función inyectiva f : Zy => A. 
Representemos por B el conjunto imagen f(Z,), y denotemos f(n) por a, . Como 
f es inyectiva, An % Gm sin 4 m. Definimos 


9: A—= A-— (01) 
mediante las ecuaciones 


g(0n) = Any1 para an E B, 
g(1)=x parax € A— B. 


La aplicación g está indicada de forma esquemática en la Figura 9.1, y se puede 
ver fácilmente que es una biyección. 

La implicación (2)>(3) es el recíproco del Corolario 6.3, por lo tanto ya está de- 
mostrada. Para probar (3)=-(1), suponemos que Á es infinito y construimos “por 
inducción” una función inyectiva f : Zy —> A. 

En primer lugar, ya que el conjunto A es no vacío, podemos elegir un punto a, de 
A, y definimos f(1) como el punto así elegido. 
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Figura 9.1 


Entonces, suponiendo que tenemos definidos f ( 1), ..., f(n—1), queremos definir 
f(n). El conjunto A — f((1,...,n— 1)) no es vacío, pues si lo fuese, la aplicación 
f : [1,...,n) > A sería sobreyectiva y A finito. Por lo tanto, podemos elegir un 
elemento del conjunto A — f((1,...,n — 1)) y definir f(n) como este elemento. 


“Utilizando el principio de inducción”, hemos definido f para todo n € Ly. 
Es fácil ver que f es inyectiva. Para ello, supongamos que m < n. Eritonces, 
F(m) pertenece al conjunto f((1,...,n—1)), mientras que f(n), por definición, no 


pertenece. Por tanto, Fin) + f(m). m 


Intentemos reformular esta demostración por “inducción” más cuidadosamente, 
de forma que hagamos explícito el uso del principio de definición recursiva. 


Dado el conjunto infinito A, intentamos definir f : Z, — A recursivamente 
mediante la fórmula 


FU =a1, 


e F(i) = un elemento arbitrario de [A — f((1,...,¿—1P)] parai> 1. 


Sin embargo, en absoluto ésta es una fórmula recursiva aceptable, ya que no define 
Í(i) unívocamente en términos de f | (1,...,¿— 1). 


A este respecto, esta fórmula difiere notablemente de la fórmula de recursión que 
consideramos en la demostración del Lema 7.2. Allí teníamos un subconjunto infinito 
C de Z.,, y definíamos A de la forma 


h(1) = mínimo de C, 
h(i) = mínimo de [C —A((1,...,¿—1))] parai> 1. 


Esta fórmula define h(¿) unívocamente en términos de h | (1,...,i— 1). 


Otro modo de ver que (+) no es una fórmula recursiva válida es observar que, si 
lo fuese, el principio de definición recursiva implicaría que existe una única función 
Í :Z, — A verificando (+). Pero (+) nunca determinará f de forma única. En efecto, 
esta “definición” de f implica infinitas. y arbitrarias elecciones. 

Lo que estamos diciendo es que la demostración que hemos dado para el Teorema 
9.1 no es realmente una demostración. De hecho, en base a las propiedades de la 
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teoría de conjuntos que hemos debatido hasta ahora, no es posible demostrar este 
teorema. Se necesita algo más. 


Anteriormente, describimos determinados métodos posibles para conjuntos es- 
pecíficos: 


(1) Definir un conjunto listando sus elementos, o tomar un conjunto dado A y 
especificar un subconjunto B dando una propiedad que los elementos de B 
tienen que verificar. 


(2) Tomar uniones o intersecciones de los elementos de una colección dada de 
conjuntos, o tomar la diferencia de dos conjuntos. 


(3) Tomar el conjunto de todos los subconjuntos de uno dado. 
(4) Tomar productos cartesianos de conjuntos. 


Ahora bien, la regla de la función f es realmente un conjunto, un subconjunto de 
Z., x A. Por lo tanto, para demostrar la existencia de la función f , debemos construir 
el subconjunto apropiado de Z, x A, utilizando los métodos permitidos para construir 
conjuntos. Los métodos ya dados, simplemente no son adecuados para este propósito. 
Necesitamos una nueva forma de asegurar la existencia de un conjunto. Por lo tanto, 
añadimos a la lista de los métodos permitidos para formar conjuntos el siguiente: 


Axioma de elección. Dada una colección A de conjuntos disjuntos no vacíos, exis- 
te un conjunto C' formado exactamente por un elemento de cada elemento de A, esto 
es, un conjunto UC tal que C está contenido en la unión de los elementos de A, y que 
para cada A € A, el conjunto CN A contiene un único elemento. 


El conjunto C' puede verse como el que se ha obtenido eligiendo un solo elemento 
de cada uno de los conjuntos de A. 


El axioma de elección parece ciertamente una afirmación bastante inocente. Y, de 
hecho, la mayoría de los matemáticos hoy en día lo aceptan como parte de la teoría 
de conjuntos en la cual basan sus matemáticas. Pero en años anteriores se desató una 
gran controversia alrededor de esta afirmación particular de la teoría de conjuntos, ya 
que hay teoremas que se pueden demostrar con su ayuda y que algunos matemáticos 
eran reacios a aceptar. Un ejemplo es el teorema del buen orden, que discutiremos 
brevemente. De momento, utilizaremos simplemente el axioma de elección para re- 
solver la dificultad que mencionamos en la demostración anterior. En primer lugar, 
probaremos una sencilla consecuencia del axioma de elección. 


Lema 9.2 (Existencia de una función de elección). Dada una familia B de conjun- 
tos no vacíos (no necesariamente disjuntos), existe una función 


c:B= U B 
: BeB 
tal que c(B) es un elemento de B, para cada B € B. 
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La función c se denomina función de elección para la familia B. 


La diferencia entre este lema y el axioma de elección radica en que en este lema no 
se requiere que los conjuntos de la familia B sean disjuntos. Por ejemplo, se puede 
permitir que B sea la familia de todos los subconjuntos no vacíos de un conjunto 
dado. : 


Demostración. Dado un elemento B de B, definimos un conjunto B' de la siguiente 
forma: 


B'=((B,2)|x € Bj. 


Esto es, B' es la familia de todos los pares ordenados, donde la primera coordenada 
del par ordenado es el conjunto B y la segunda coordenada es un elemento de B. El 
conjunto B” es un subconjunto del producto cartesiano 


Bx|)B. 


BEB 


Como B contiene al menos un elemento x, el conjunto B' contiene al menos a (B,0), 
luego no es vacío, 


Ahora bien, aseguramos que si B; y B2 son dos conjuntos distintos en B, en- 
tonces los correspondientes conjuntos B/ y BÉ son disjuntos. Un típico elemento de 
Bi sería un par de la forma (B|, 21) y para Ba sería (Bo, 29). Dos de tales elemen- 
tos no pueden ser iguales, ya que sus primeras coordenadas son diferentes. Ahora 
construyamos la familia 

C=(B'|Be B) 


que es una colección de subconjuntos disjuntos no vacíos de 


Bx UB. 


BEB 


Por el axioma de elección, existe un conjunto c formado exactamente por un elemento 
de cada elemento de C. Afirmamos que c es la regla para la función de elección 
buscada. 


En primer lugar, c es un subconjunto de 


Bx LJu8: 


BEB 


En segundo lugar, c contiene exactamente un elemento de cada conjunto B”, por lo 
que para cada B € B, el conjunto c contiene exactamente un par ordenado (B, x) 
cuya primera coordenada es B. Así c es, en efecto, la regla para una función que va 
de la familia B al conjunto Ugez B. Finalmente, si (B, 1) € c, entonces z pertenece 
aB, y por lo tanto c(B) € B, como se quería demostrar. A 
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Una segunda demostración del Teorema 9.1. - Utilizando este lema, se puede hacer 
la demostración del Teorema 9.1 más precisa. Dado el conjunto infinito A, queremos 
construir una función inyectiva f : Z+ — A. Formemos la familia B de todos los 
subconjuntos no vacíos de A. El lema inmediatamente anterior asegura la existencia 
de una función de elección para B, esto es, una función 


c:B= |) B=A4 
BEB 


tal que c(B) € B para cada B € B. Definamos ahora un función f : Zy4 — A 
mediante la fórmula de recursión 


(1) =c(4), 
$) =(A—FUL...,¿-1))) parai>1. 


Como A es infinito, el conjunto A— f(£1,...,¿— 1)) es no vacío, por lo que la parte 
derecha de esta ecuación tiene sentido. Ya que esta fórmula define f (+) univocamente 
en términos de f | [1,...,¿— 1), se aplica el principio de definición recursiva. Con- 
cluimos que existe una única función f : Zy —-A verificando (x) para todo i € Zy.. 
La inyectividad de f se deduce como antes. nm 


(+) 


Habiendo enfatizado que para construir una demostración del Teorema 9.1, que 
sea lógicamente correcta, se debe hacer un 'uso específico de una función de elec- 
ción, volvemos ahora hacia atrás y admitimos que en la práctica, la mayoría de los 
matemáticos no hacen tal cosa. Ellos continúan sin escrúpulos dando demostraciones 
como nuestra primera versión, que implican un número infinito de elecciones arbitra- 
rias. Ellos saben que realmente utilizan el axioma de elección, y saben también que si 
fuese necesario, podrían rehacer sus demostraciones de una forma lógicamente más 
satisfactoria introduciendo una función de elección específica. Pero usualmente no se 
preocupan. 


Y tampoco lo haremos nosótros. Encontraremos unos pocos usos específicos más 
de una función de elección en este libro; introduciremos una función de elección sólo 
cuando la demostración se vuelva confusa sin ella. Pero habrá muchas demostracio- 
nes en las cuales hagamos un número infinito de elecciones arbitrarias, y en cada caso 
estaremos utilizando realmente el axioma de elección de forma implícita. 


Ahora bien, debemos confesar que, en una sección anterior de este libro, hay una 
demostración en la cual construimos una determinada función haciendo un número 
infinito de elecciones arbitrarias. Y eludimos esa demostración sin incluso mencionar 
el axioma de elección: nuestras disculpas por la decepción. Dejamos que el lector 
descubra qué demostración era. 


Hagamos un último comentario sobre el axioma de elección. Existen dos ver- 
siones de este axioma. Una podría denominarse axioma de elección finito, el cual 
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asegura que dada una colección finita A de conjuntos disjuntos no vacíos, existe un 
conjunto C' formado exactamente por un elemento de cada elemento de A. Se ne- 
cesita esta forma débil del axioma de elección todo el tiempo; nosotros la hemos 
utilizado libremente en las secciones anteriores sin hacer ningún comentario. Ningún 
matemático tiene ningún escrúpulo sobre el axioma finito de elección, es parte de la 
teoría de conjuntos de todo el mundo. Dicho de otra forma, nadie tiene escrúpulos 
sobre una demostración que implica sólo finitas elecciones arbitrarias. 

La versión más fuerte del axioma de elección, la que se aplica a una familia ar- 
bitraria A de conjuntos no vacíos, es la que se denomina propiamente “el axioma de 
elección”. Cuando un matemático escribe “esta demostración depende del axioma de 
elección”, se réfiere invariablemente a esta forma más fuerte del axioma. 


Ejercicios 


1. Defina una aplicación inyectiva f : Z¿ —> X“, donde X es el conjunto de dos 
elementos (0, 1], sin utilizar el axioma de elección. 


2. Encuentre, cuando sea posible, una función de elección para cada una de las 
siguientes familias, sin utilizar el axioma de elección: 


(a) La familia A de los subconjuntos no vacíos de Z;. 
(b) La familia B de los subconjuntos no vacíos de Z. 
(c) La familia € de los subconjuntos no vacíos de los números racionales Q. 
(d) La familia D de los subconjuntos no vacíos de X”, donde X = (0, 1). 
3. Supongamos que A es un conjunto y (fn)nez, es una familia indexada dada de 


funciones inyectivas 
fa: Xl,...,n— A. 


Demuestre que A es infinito. ¿Es posible definir una función inyectiva f : Z — 
A sin utilizar el axioma de elección? 


- 4. En $7 hay un teorema cuya demostración implica. un número infinito de elec- 
ciones arbitrarias. ¿Cuál es? Reescriba la demostración de forma que se haga 
explícito el uso del axioma de elección (varios de los ejercicios anteriores han 
utilizado también el axioma de elección). 


5. (a) Utilice el axioma de elección para demostrar que si f : A — Bes sobre- 
yectiva, entonces f tiene una inversa por la derecha h : B => A. 


(b) Demuestre que si f : A — B es inyectiva y A es no vacío, entonces f 
tiene inversa por la izquierda. ¿Se necesita el axioma de elección? 


6. La mayoría de las paradojas famosas de la teoría de conjuntos sencilla están 
asociadas de una u otra forma al concepto de “conjunto de todos los conjuntos”. 
Ninguna de las reglas que hemos dado para construir conjuntos nos permite 
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considerar tal conjunto. Y por un buen motivo —el concepto en sí mismo es 
contradictorio—. Supongamos que A representa el “conjunto de todos los con- 
juntos”. E 


(a) Demuestre que P(A) C A; deduzca una contradicción. 
(b) (Paradoja de Russell). Sea B el subconjunto de A formado por todos los 
conjuntos que no son elementos de sí mismos, 


B=([A|ACAYy AZ A). 


(Desde luego, no puede haber ningún conjunto A tal que A € A; si este 
fuera el caso, B = A). ¿Es B un elemento de sí mismo o no? 


7. Sean A y B dos conjuntos no vacíos. Si existe una aplicación inyectiva de B 
en A, pero no existe ninguna inyección de A en B, decimos que A tiene mayor 
cardinal que B. 


(a) Deduzca del Teorema 9.1 que todo conjunto no numerable tiene mayor 
cardinal que Z,. 

(b) Demuestre que si Á tiene mayor cardinal que B y B tiene mayor cardinal 
que C, entonces A tiene mayor cardinal que C. 

(c) Encuentre una sucesión Ay, A2,... de conjuntos infinitos tales que, para 
cada n € Z.,, el conjunto A, +1 tenga mayor cardinal que A». 

(d) Halle un conjunto que para todo n tenga mayor cardinal que A,,. 


*8, Demuestre que P(Z,) y R tienen el mismo cardinal. [/ndicación: puede utilizar 
el hecho de que todo número real tiene un desarrollo decimal, que es único si se 
prohiben los desarrollos que terminen en una cadena infinita de nueves.] 


Una famosa conjetura de la teoría de conjuntos, llamada la hipótesis del conti- 
nuo, asegura que no existe ningún conjunto que tenga mayor cardinal que Z, 
y menor cardinal que RR. La hipótesis del continuo generalizada afirma que, da- 
do el conjunto infinito A, no existe ningún conjunto que tenga mayor cardinal 
que Á y menor cardinal que P(A). Sorprendentemente, se ha demostrado que 
ambas afirmaciones son independientes de los axiomas usuales de la teoría de 
conjuntos. Para un informe claro y legible véase [Sm]. 


$10 Conjuntos bien ordenados 


Una de las propiedades más útiles del conjunto Z., de los enteros positivos es el hecho 
de que cada uno de sus subconjuntos no vacíos tiene un mínimo. La generalización 
de esta propiedad conduce al concepto de un conjunto bien ordenado. 


Definición. Un conjunto A con una relación de orden < se dice que está bien 
ordenadosi todo subconjunto no vacío de A tiene un mínimo. 
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EJEMPLO 1. Considérese el conjunto (1,2) x Z¿ con el orden del diccionario. Es- 
quemáticamente, se puede representar como una sucesión infinita seguida por otra suce- 
sión infinita: 

41,472,083, ..-5b1,b9,b3,... 
con el convenio de que cada elemento es menor que cualquier otro elemento que haya a su 
derecha. No es difícil ver que todo subconjunto no vacío C de este conjunto ordenado tie- 
ne un mínimo: si C contiene cualquiera de los a,,, simplemente hay que tomar el mínimo 


de la intersección de C' con la sucesión 41,42, ... , mientras que si C' no contiene ningún 
Ar, Entonces es un subconjunto de la sucesión by, ba,..., y como tal tiene un mínimo. 


EJEMPLO 2.  Considérese el conjunto Z.+ xZ , con el orden del diccionario. Esquemáti- 
camente, se puede representar como una sucesión infinita de sucesiones infinitas. Demos- 
tremos que es un conjunto bien ordenado. Sea X' un subconjunto no vacío de Ly xZy. 
Sea Á el subconjunto de Z.,. formado por todas las primeras coordenadas de elementos 
de X. A tiene un primer elemento, llamémoslo Ag. Entonces la familia 


[blas xbe XP 


es un subconjunto no vacío de Z 4, siendo by su primer elemento. Por definición del orden 
del diccionario, ay x by es el mínimo de X (véase la Figura 10.1). 


e —<]|] O O > O—/Á| e 


o. — 0 —|+ 0 —- 0. —> 


Figura 10.1 


EJEMPLO 3. El conjunto de los enteros no está bien ordenado con el orden usual; el 
subconjunto formado por los enteros negativos no tiene un mínimo. Ni el conjunto de los 
números reales del intervalo (f0O<zx< 1) está bien ordenado; el subconjunto formado 
por los x para los cuales O < x < 1 no tiene un mínimo (aunque tiene un ínfimo, desde 
luego). 


Hay varias formas de construir conjuntos bien ordenados. Dos de ellas son las 
siguientes: 
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(1) Si A es un conjunto bien ordenado, entonces cualquier subconjunto de a está 
bien ordenado con la relación de orden inducida. 


Q) Si A y B son conjuntos bien ordenados, entonces A x B está bien ordenado 
con el orden del diccionario. 


La demostración de (1) es trivial y la demostración de (2) sigue el modelo dado 
en el Ejemplo 2. 


Se deduce de esto que el conjunto Zy x (Z, x Z4) está bien ordenado con el 
orden del diccionario y se puede representar como una sucesión infinita de sucesiones 
infinitas de sucesiones infinitas. Análogamente, (Z.+)* es un conjunto bien ordenado 
con el orden del diccionario, y así sucesivamente. Pero si se intenta generalizar a un 
producto infinito de Z, consigo mismo, aparece un problema. Examinaremos: esta 
situación brevemente. 

Ahora, dado un conjunto A sin una relación de orden, es natural preguntarse si 
existe una relación de orden en A que lo convierta en un conjunto bien ordenado. Si 
A es finito, cualquier biyección 


f:A—(1...,n) 


puede utilizarse para definir una relación de orden en A, y bajo esta relación, A tiene 
el mismo tipo de orden que el conjunto ordenado (1, ...., 1). En efecto, toda relación 
de orden sobre un conjunto finito puede obtenerse de la siguiente forma: 


Teorema 10.1. Todo conjunto no vacío, finito y ordenado tiene el tipo de orden de 
una sección (1,...,n) de Z,, y por tanto está bien ordenado. 


Demostración. Ésta se propuso como un ejercicio en $6 y lo demostraremos aquí. 
En primer lugar, demostremos que todo conjunto finito y ordenado A tiene un máxi- 
mo. Si A tiene un solo elemento, esto es trivial. Supongamos que es cierto para con- 
juntos con n — 1 elementos, sea A un conjunto con n elementos y sea ap € A. 
Entonces A — (ap) tiene un máximo a, y el mayor de (ao, a;) es el máximo de A. 


En segundo lugar, demostremos que existe una biyección que preserva el orden 
entre Á y (1,...,n) para algún n. Si A tiene un solo elemento, este hecho es trivial. 
Supongamos que es cierto para conjuntos que tengan n — 1 elementos y sea b el 
máximo de A. Por hipótesis, existe una biyección que preserva el orden 


f': A- (0) — [1,...,n—1). 
Definimos una biyección que preserva el orden f : A—= (1,...,n) por 


f(x) = f(x) para z F b, 
f(b) =n. a 
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Así, un conjunto finito ordenado tiene sólo un tipo de orden posible. Para un 
conjunto infinito, las cosas son bastante diferentes. Los conjuntos bien ordenados 


L+, 
SE 8 
Ly x La, 


Z4 x (Z4 x Z,) 


son infinito numerables, pero todos tienen distintos tipos de orden, como se puede 
comprobar. 


Todos los ejemplos que hemos dado de conjuntos bien ordenados tienen órdenes 
de conjuntos numerables. Es natural preguntarse si se pueden encontrar conjuntos no 
numerables bien ordenados. 


El conjunto no numerable más obvio de estudiar es el producto infinito numerable 
X=Z;, XZyX o. = (24) 


de Z., consigo mismo. Se puede generalizar el orden del diccionario a este conjunto 
de una forma natural, definiendo 


(a1,az,...) < (b1,b2,...) 


si para algún n > 1, 
as=b;, parai<n y 0n< bp. 


Ésta es, en efecto, una relación de orden para el conjunto X, pero desgraciadamente 
no es un buen orden. Considérese el conjunto A de todos los elementos x de X de la 
forma 


Las TALLA, 


donde exactamente una coordenada de x es igual a 2 y todas las demás son iguales a 
1. Claramente, el conjunto A no tiene un mínimo. 


Por tanto, el orden del diccionario no da, al menos, un buen orden para el conjun- 
to (Z.,)”. ¿Existe alguna otra relación de orden en este conjunto que sea una buena 
ordenación? Nadie ha construido nunca un buen orden específico de (Z,)“. Sin em- 
bargo, hay un famoso teorema que dice que el citado buen orden existe: 


Teorema (Teorema del buen orden). Sí A es un conjunto, existe una relación de 
enden.sobre A que es un buen orden. 
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Este teorema fue demostrado por Zermelo en 1904 y sobrecogió al mundo de 
las matemáticas. Hubo un considerable debate sobre la corrección de la demostra- 
ción; la ausencia de cualquier tipo de procedimiento constructivo para establecer un 
buen orden en un conjunto no numerable arbitrario conducía a muchos a ser escépti- 
cos. Cuando la demostración fue analizada cuidadosamente, el único punto que se 
encontró que podía cuestionarse fue una construcción que implicaba un número in- 
finito de elecciones arbitrarias, esto es, una construcción que utilizaba el axioma de 
elección. 


Algunos matemáticos rechazaban el axioma de elección como un resultado y du- 
rante muchos años una pregunta legítima sobre cada nuevo teorema era: ¿utiliza su 
demostración el axioma de elección o no? Un teorema se consideraba un tanto en el 
aire si se tenía que utilizar el axioma de elección en su demostración. Los matemáti- 
cos actuales, en general, no tienen tales dudas. Ellos aceptan el axioma de elección 
como una hipótesis razonable sobre la teoría de conjuntos y aceptan por tanto el teo- 
rema del buen orden. 


La demostración de que el axioma de elección implica el teorema del buen orden 
es bastante larga (aunque no excesivamente complicada), y principalmente de interés 
para los especialistas en lógica; nosotros la omitiremos. Si está interesado, se ha 
esbozado una demostración en los ejercicios suplementarios al final del capítulo. En 
su lugar, simplemente aceptaremos el teorema del buen orden cuando lo necesitemos. 
Considérelo como un axioma adicional de la teoría de conjuntos, si lo prefiere. 


En efecto, necesitaremos la fuerza de esta hipótesis sólo de forma ocasional. La 
mayor parte del tiempo, todo lo que se necesitará será el siguiente resultado más 
débil: 


Corolario. Existe un conjunto bien ordenado no numerable. 


Utilizaremos ahora este resultado para construir un conjunto bien ordenado par- 
ticular que nos será muy útil. 


Definición. Sea X un conjunto bien ordenado. Dado a: € X, sea Sa el conjunto 
Sa=1fx|reXyzx<a). 

Se denomina sección de X por a. 

Lema 10.2. Existe un conjunto bien ordenado A teniendo un máximo $2, tal que la 


sección Sy de A por £ es no numerable, pero tal que cualquier otra sección de A es 
numerable, 


Demostración. Comenzamos con un conjunto no numerable bien ordenado B. Sea 
C el conjunto bien ordenado (1, 2) x B con el orden del diccionario, entonces alguna 
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sección de C' es no numerable (en efecto, la sección de C' por un elemento de la forma 
2 x bes no numerable). Sea (2 el mínimo de C para el cual la sección de C por £ es 
no numerable. Entonces A consiste en esta sección junto con el elemento (2. L 


Obsérvese que Sy, es un conjunto bien ordenado no numerable, toda sección del 
cual es numerable. Su tipo de orden está, en efecto, unívocamente determinado por 
esta condición. Lo llamaremos un conjunto bien ordenado no numerable minimal. 
Más aún, representaremos el conjunto bien ordenado A = Sp U [N) mediante el 
símbolo Ss (por razones que veremos más adelante). 


La propiedad del conjunto Sy más útil para nuestros propósitos viene expresada 
en el siguiente teorema: 


Teorema 10.3. Sí A es un subconjunto numerable de Sy, entonces Á tiene una cota 
superior en Se. 


Demostración. Sea Á un subconjunto numerable de Sy. Para cada a € A, la sección 
5, es numerable. Por lo tanto, la unión B = UseaS, es también numerable. Como 
Sg es no numerable, el conjunto B no puede ser todo Sy); sea x un punto de Sa 
que no está en 3, Entonces, x es una cota superior para A. Efectivamente, six <a 
para algún a de A, entonces x pertenece a Sa, y por lo tanto a B, contradiciendo la 
elección: ] 


Ejercicios 


1. Demuestre que todo conjunto bien ordenado tiene la propiedad del supremo. 
2, (a) Demuestre que en un conjunto bien ordenado, todo elemento excepto el 
z máximo (si lo hay) tiene un inmediato sucesor. 

(b) Encuentre un conjunto que no esté bien ordenado y en el cual todo ele- 
mento tenga un inmediato sucesor. 


3. Los dos conjuntos (1,2) x Z, y Zy Xx [1, 2) están bien ordenados con el orden 
del diccionario. ¿Tienen el mismo tipo de orden? 


4, (a) SeaZ_ el conjunto de los enteros negativos con el orden usual. Demuestre 
que un conjunto simplemente ordenado A no está bien ordenado si, y sólo 
si, contiene un subconjunto que tiene el mismo tipo de orden que Z.—. 


(b) Demuestre que si A es simplemente ordenado y todo subconjunto nume- 
rable de A está bien ordenado, entonces A está bien ordenado. 


. 5. Demuestre que el teorema del buen orden implica el axioma de elección. 


6. Sea Sy el conjunto bien ordenado no numerable minimal. 
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(a) Demuestre que Sy no tiene un máximo. 

(b) Demuestre que, para todo +: €' Sp, el subconjunto (T| a: < zx) es no 
numerable. 

(c) Sea Xy el subconjunto de Sq formado por todos los elementos z tales que 
T no tiene un inmediato predecesor. Demuestre que X¿ es no numerable. 


Sea J un conjunto bien ordenado. Un subconjunto Jy de J se dice que es in- 
ductivo si para todo a € J, 


(Sa Cc Jo) == Q € de. 


Teorema (El principio de inducción transfinita). Si J es un conjunto bien or- 
denado y Jy es un subconjunto inductivo de J, entonces Jy = J. 


(a) Sean A; y 42 conjuntos disjuntos, bien ordenados por <1 y <2, respecti- 
vamente. Defina una relación de orden en A; U A2 mediante a < b si bien 
a,bEe Aj ya <i bd, bien a,b € Aya <a b,o biena € Ar yb E Az. 
Demuestre que es un buen orden. 

(b) Generalice (a) a una familia arbitraria de conjuntos disjuntos bien ordena- 
dos, indexada por un conjunto bien ordenado. 


Considere el subconjunto A de (Z.,)“ formado por todas las sucesiones infinitas 
de enteros positivos x= (11, 72,...) que terminan en una cadena infinita de 
unos. Dote a Á del siguiente orden: x<y Si In < Yn Y Ti = Yi para 1 > n. 
Llamamos a éste el “orden antidiccionario” en A. 


(a) Demuestre que, para todo n, existe una sección de A que tiene el mismo 
tipo de orden que (Z.,)” con el orden del diccionario. 
(b) Demuestre que A está bien ordenado. 
Teorema. Sean J y C conjuntos bien ordenados; supongamos que no existe 


ninguna función sobreyectiva aplicando una sección de J en C. Entonces existe 
una única función h : J — C verificando la ecuación 


(x) h(x) = mínimo [C — h(S7)] 


para cada x € J, donde S., es la sección de J por x. 
Demostración. 


(a) Si h y k aplican secciones de .J, o todo J, en C y satisfacen (+) para todo 
x de sus respectivos dominios, demuestre que h(x) = k(x) para todo zx de 
ambos dominios. 

(b) Si existe una función h : Sy — C verificando (+), demuestre que existe 
una función k : SU fa] — C verificando (x). 
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(c) Si K C J y para todo a€ K existe una función ho : Sa — C verificando 
(+), demuestre que existe una función 


kx LJ Ss. —cC 
acK 


que satisface (+). 

(d) Demuestre por inducción transfinita que para todo $ € J, existe una fun- 
ción hg : Sg — C verificando (+). [Indicación: si B tiene un inmediato 
predecesor ox, entonces Sg = Sa Ufa). Sino, Sa es la unión de todos los 
Sa con a < f.] 

(e) Demuestre el teorema. 


11. Sean A y B dos conjuntos. Utilizando el teorema del buen orden, demuestre que 
tienen el mismo cardinal, o uno tiene mayor cardinal que el otro. [Indicación: 
si no existe ninguna aplicación sobreyectiva f : A — B, aplique el ejercicio 
anterior.] 


*$11 El principio del máximo! 


Ya hemos señalado que el axioma de elección conduce al importante teorema que 
nos asegura que todo conjunto puede ser bien ordenado. El axioma de elección tie- 
ne otras consecuencias que son incluso más importantes en matemáticas. Referidas 
en su conjunto como “principios del máximo”, tienen muchas versiones. Formuladas 
independientemente por un gran número de matemáticos, entre los que se incluyen 
F. Hausdorff, K. Kuratowski, S. Bochner y M. Zorn, durante los años 1914-1935, se 
demostraron frecuentemente como consecuencia del teorema del buen orden. Pos- 
teriormente, se observó que todas ellas eran, de hecho, equivalentes al teorema del 
buen orden. Consideraremos aquí varias de ellas. 


En primer lugar, damos una definición. Dado un conjunto A, una relación < sobre 
A se denomina orden parcial estricto sobre A si tiene las siguientes dos propiedades: 


(1) (No-reflexividad) la relación a < a nunca se cumple, 


(2) (Transitividad) si a < b y b < c,entonces a < c. 

Éstas son, sencillamente, la segunda y tercera propiedades de un orden simple 
(véase $3); la propiedad de comparabilidad es la única que se ha omitido. En otras 
palabras, un orden parcial estricto se comporta como un orden simple excepto que no 
necesita que para cada par de puntos distintos x e y del conjunto, bien x < y, bien 
y =Z. 


tEsta sección se utilizará en los Capítulos 5 y 14. 
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Si < es un orden parcial estricto sobre el conjunto A, fácilmente puede ocurrir 
que algún subconjunto B de A sea simplemente ordenado por esta relación; todo lo 
que se necesita es que todo par de elementos de B sean comparables por <. 

Ahora podemos establecer el siguiente principio, que fue formulado por primera 
vez por Hausdorff en 1914. 


Teorema (El principio del máximo). Sean A un conjunto y < un orden parcial 
estricto sobre A. Entonces existe un subconjunto simplemente ordenado maximal B 
de A. 


Dicho de otro modo, existe un subconjunto B de A tal que B está simplemente 
ordenado por < y tal que ningún subconjunto de A que contenga propiamente a B 
está simplemente ordenado por <=. 


EJEMPLO 1. Si A es cualquier familia de conjuntos, la relación “es un subconjunto 
propio de” es un orden parcial estricto sobre A. Supongamos que A es la familia de todas 
las regiones circulares (interiores de círculos) en el plano. Una subfamilia simplemente 
ordenada maximal de A está formada por todas las regiones circulares con centros en 
el origen. Otra subfamilia simplemente ordenada maximal sería la formada por todas las 
regiones circulares acotadas por círculos tangentes en el origen desde la derecha al eje y 
(véase la Figura 11.1). 


O 


Figura 11.1 


EJEMPLO 2. Si (20, yo) y (11, y1) son dos puntos del plano R?, definimos 


(o, Yo) < (21,41) 


si yo = Yi y Zo < 21. Éste es un orden parcial de R? bajo el cual dos puntos son 
comparables solamente si están en la misma recta horizontal. Los EenpOs simplemente 
ordenados maximales son las rectas horizontales de R?. 


Se puede dar una “demostración” intuitiva del principio del máximo que es bas- 
tante atractiva. Utiliza un procedimiento paso-a-paso, que se puede describir en térmi- 
nos físicos como sigue. 
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Supongamos que tenemos una caja y colocamos en su interior algunos elementos 
de Á de acuerdo con el siguiente plan: primero, tomamos un elemento arbitrario de 
Á y lo ponemos en la caja. Después cogemos otro elemento de 4. Si es comparable 
con el elemento de la caja, lo introducimos también en ella; en caso contrario, lo 
desechamos. En general, tendremos una colección de elementos metidos en la caja y 
una colección de elementos que han sido eliminados. Tomamos uno de los elementos 
restantes de A. Si es comparable con todos los que hay en la caja, también lo ponemos 
en ella; en caso contrario, lo desechamos. Y continuamos de forma análoga. Después 
de haber comprobado todos los elementos de A, los elementos que se tienen en la caja 
serán todos comparables unos con otros, y así formarán un conjunto simplemente 
ordenado. Todo elemento que no esté en la caja no será comparable con, al menos, 
uno de los de la caja, motivo por el cual fue desechado. Por lo tanto, el conjunto 
simplemente ordenado de la caja es maximal, ya que ningún subconjunto de A mayor 
que él puede verificar la condición de comparabilidad. 


Ahora bien, el punto débil en la anterior “demostración” se presenta cuando de- 
cimos “después de haber comprobado todos los elementos de A”. ¿Cómo se sabe 
que se han “conseguido” comprobar todos los elementos de A? Si sucediese que A 
es.numerable, no es difícil convertir esta demostración intuitiva en una verdadera 
demostración. Consideremos el caso infinito numerable; el caso finito es aún más 
sencillo. Numeramos los elementos de A biyectivamente con los enteros positivos, 
así que A = (a1,az,... ). Esta numeración da una forma de decidir en qué orden se 
comprueban los elementos de A, y cómo saber cuándo se han comprobado todos. 


Ahora definimos una función h : Zy — (0, 1), asignando el valor 0 a ¿ si “pone- 
mos a;. en la caja”, y el valor 1 si “desechamos a;”. Esto quiere decir que h(1) = 0, 
y que para ¿ > 1, se tiene h(¿) = 0 si, y sólo si, a; es comparable con todos los 
elementos del conjunto 


la;|j<iyh(j) =0). 


Por el principio de definición recursiva, esta fórmula determina una única función 
h : Z, — (0,1). Es fácil comprobar que el conjunto de los a; para los cuales 
h(5) = 0 es un subconjunto simplemente ordenado maximal de A. 


Si A es no numerable, una variante de este método funcionará, si nos permitimos 
utilizar el teorema del buen orden. En lugar de numerar los elementos de A con el 
conjunto Z.,, los numeramos (biyectivamente) con los elementos de algún conjunto 
bien ordenado J, así que A = [a | a € J). Para ello necesitamos el teorema del 
buen orden, por lo que sabemos que existe una biyección entre A y algún conjunto 
bien ordenado Y. Entonces, podemos proceder como en el párrafo anterior, cambian- 
do ¿ por a: en el argumento. Estrictamente hablando, también se, necesita generalizar 
el principio de definición recursiva a conjuntos bien ordenados, pero esto no es parti- 
cularmente difícil (véanse los ejercicios complementarios). 


“Por lo tanto, el teorema del buen órden implica el principio del máximo. 
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Aunque el principio del máximo de Hausdorff fue el primero en ser formulado y 
es, probablemente, el más sencillo de entender, existe otro principio de este tipo que 
es citado con más frecuencia hoy en día. Popularmente es conocido como “el lema 
de Zorn”, aunque Kuratowski (1922) y Bochner (1922) precedieron a Zorn (1935) 
enunciando y demostrando algunas versiones de este resultado. Para conocer los ante- 
cedentes y discusión de la intrincada historia de estas ideas, véase [C] o [Ma]. Para 
establecer este principio, necesitamos cierta terminología. 


Definición. Sean A un conjunto y < un orden parcial estricto sobre A. Si B es un 
subconjunto de A, una cota superior sobre B es un elemento c de A tal que para todo 
b de B bien b= c, o bien b < c. Un elemento maximal de A es un elemento m de A 
tal que ningún elemento a de A verifica la relación m < a. 


Lema de Zorn. Sea A un conjunto estrictamente parcialmente ordenado. Si todo 
subconjunto simplemente ordenado de A tiene una cota superior en A, entonces Á 
tiene un elemento maximal. 


El lema de Zorn es una sencilla consecuencia del principio del máximo: dado A, 
el principio del máximo implica que A tiene un subconjunto simplemente ordenado 
maximal B. La hipótesis del lema de Zorn nos dice que B tiene una cota superior c en 
A. Entonces, el elemento c es automáticamente un elemento maximal de A. Ya que 
si c < d para algún d de A, entonces el conjunto B U [d), que contiene propiamente 
a B, es simplemente ordenado, pues b < d para todo b € B. Este hecho contradice la 
maximalidad de B. 


También es cierto que el principio del máximo es una sencilla consecuencia del 
lema de Zorn (véanse los Ejercicios 3-7). 


Una observación final. Hemos definido lo que queremos decir por un orden parcial 
estricto en un conjunto, pero no hemos dicho qué es un orden parcial en sí mismo. 
Sea < un orden parcial estricto sobre un conjunto A. Supongamos que definimos 
a. < b si bien a < b, bien a = b. Entonces la relación < se denomina orden parcial 
sobre A. Por ejemplo, la relación de inclusión C en una familia de conjuntos es un 
orden parcial, mientras que la inclusión propia es un orden parcial estricto. 


Muchos autores prefieren trabajar con órdenes parciales más que con órdenes par- 
ciales estrictos; el principio del máximo y el lema de Zorn se expresan con frecuencia 
en esos términos. La formulación que se utilice es simplemente una cuestión de gusto 
y conveniencia. 


Ejercicios 


1. Si a y b son números reales, definimos a < b si b— a es positivo y racional. 
Demuestre que éste es un orden parcial estricto sobre R. ¿Cuáles son los sub- 
conjuntos simplemente ordenados maximales? 


$l1 El principio del máximo $1 


2. (a) Sea < un orden parcial estricto sobre el conjunto A. Definimos una rela- 
ción en A mediante a = b si bien a < b, bien a = b. Demuestre que esta 
relación tiene las siguientes propiedades, que se denominan axiomas del 
orden parcial: 

(i) a < a para todoa € A. 
(ii) asbybs=a=>a=b. 
(ti) a =byb=c=>a=<c. 
(b) Sea P una relación sobre A que verifica las propiedades (i)-(iii). Definimos 
una relación S en A mediante aSh si aPb y a 4 b. Demuestre que S es un 
orden parcial estricto sobre A. 


3. Sean A un conjunto con un orden parcial estricto < y T E A. Supongamos 
que queremos encontrar un subconjunto simplemente ordenado maximal B de 
Á que contiene a x=. Una forma plausible de intentar definir B es igualarlo al 
conjunto de todos los elementos de A que son comparables con z: 


B =(y|y € A y bierx < y; bien y < 2). 


Pero esto no siempre funciona. ¿En cuáles de los Ejemplos 1 y 2 tendrá éxito 
este procedimiento y en cuáles no? 


E 


Dados dos puntos (xp, yo) y (21, y1) de R?, definimos 


(o, Yo) < (21, y1) 


sig < 11 e yo < y. Demuestre que las curvas y = 3 e y = 2 son subconjun- 
tos simplemente ordenados maximales de R?, y que la curva y = 2? no lo es. 
Encuentre todos los subconjuntos simplemente ordenados maximales. 


5. Demuestre que el lema de Zorn implica lo siguiente: 
Lema (Kuratowski). Sea A una familia de conjuntos. Supongamos que para 
toda subfamilia B de A que esté simplemente ordenada por la inclusión Propia, 
la unión de los elementos de B pertenece a A. Entonces A tiene un elemento 
que no está contenido propiamente en ningún otro elemento de A. 


6. Una familia A de subconjuntos de un conjunto X se dice de fipo finito si se 
cumple que un subconjunto B de X' pertenece a A si, y sólo si, todo subconjunto 
finito de B pertenece'a A. Demuestre que el lema de Kuratowski implica lo 
siguiente: 

Lema (Tukey, 1940). Sea A una familia de conjuntos. Si A es de tipo finito, 
entonces Á tiene un elemento que no está contenido propiamente en ningún otro 
elemento de A. - : 


7. Demuestre que el lema de Tukey implica el principio del máximo de Hausdorff. 
[Indicación: si < es un orden parcial estricto sobre A, sea A la familia de todos 
los subconjuntos de A que están simplemente ordenados por <. Demuestre que 
A es de tipo finito.] : 
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8. Una típica aplicación del lema de Zorn en álgebra es la demostración de que 
todo espacio vectorial tiene una base. Recordemos que si Á es un subconjunto 
cualquiera de un espacio vectorial V, decimos que un vector pertenece al subes- 
pacio generado por A si se puede expresar como una combinación lineal finita 
de elementos de A. El conjunto Á es independiente si la única combinación li- 
neal finita de elementos de A que es igual al. vector cero es la trivial que tiene 
todos los coeficientes cero. Si A es independiente y todo vector de V' pertenece 
al subespacio generado por A, entonces A es una base de V. 


(a) Si A es independiente y v € V no pertenece al subespacio generado por 
A, demuestre que Á U (v) es independiente. 

(b) Demuestre que la familia de todos los conjuntos independientes de V tiene 
un elemento maximal, 

(c) Demuestre que V tiene una base. 


*Ejercicios complementarios: el buen orden 


En los siguientes ejercicios se debe demostrar la equivalencia entre el axioma de 
elección, el teorema del buen orden y el principio del máximo. De estos ejercicios, 
sólo el Ejercicio 7 utiliza el axioma de elección. 


1. Teorema (Principio general de definición recursiva). Sean J un conjunto bien 
ordenado y C un conjunto. Sea F el conjunto de todas las funciones que aplican 
secciones de J en C. Dada una función p : Y — C, existe una única función 
h: J —=C tal que h(a) = p(h | S,) para cada a: € 4. 

[Indicación: siga el modelo esbozado en el Ejercicio 10 de $10.] 

2. (a) Sean J y E conjuntos bien ordenados y h : J — E. Demuestre que las 

siguientes afirmaciones son equivalentes: 
(1) h preserva el orden y su imagen es E o una sección de E. 
(ii) R(a:) = mínimo [E — h(Sa)] para todo a. 
[Indicación: demuestre que cada una de estas condiciones implica que 
h(S,,) es una sección de E; concluya que debe ser la sección por h(a).] 
(b) Si E es un conjunto bien ordenado, demuestre que ninguna sección de E 

tiene el tipo de orden de E, ni dos secciones diferentes de E tienen el 
mismo tipo de orden. [Indicación: dado /, existe a lo sumo una aplicación 
que preserva el orden de J en E cuya imagen es E o una sección de E] 

3. Sean J y E conjuntos bien ordenados y supongamos que existe una aplicación 
que preserva el orden k : J — E. Utilizando los ejercicios 1 y 2, demuestre que 
J tiene el tipo de orden de E o de una sección de E. [Indicación: elija eo € E. 
Defina kh: J — E mediante la fórmula de recursión 


h(o:) = mínimo [E —h(Sa)]  sih(Sa) % E 
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y h(a) = ey en caso contrario. Demuestre que h(a) < k(0) para todo a; 
concluya que h(S/) 4 E para todo a..] 


4, Utilice los Ejercicios 1-3 para demostrar lo siguiente: 


(a) Si A y B son conjuntos bien ordenados, entonces se verifica exactamen- 
te una de las siguientes tres condiciones: A y B tienen el mismo tipo de 
orden, O A tiene el tipo de orden de una sección de B, o B tiene el tipo 
de orden de una sección de A. [Indicación: obtenga un conjunto bien or- 
denado que contenga a A y a B, como en el Ejercicio 8 de $10; entonces 
aplique el ejercicio anterior.] 

(b) Supongamos que A y B son conjuntos bien ordenados no numerables, 
tales que toda sección de A y de B es numerable. acia que Ay B 
tienen el mismo tipo de orden. 


5, Sean X un conjunto y A la familia de todos los pares (A,<), donde A es un 
subconjunto de X y < es un buen orden de A. Definimos 


(A,<) < (4, <") 


si (A, <) es igual a una sección de (4', <”). 

(a) Demuestre que < es un orden parcial estricto sobre A. 

(b) Sea B una subfamilia de A simplemente ordenada por <. Definimos B* 
como la unión de los conjuntos B, para todo (B,<) € B; y definimos <' 
como la unión de las relaciones <, para todo (B,<) € B. Demuestre que 
(B*, <”) es un conjunto bien ordenado. 


6. Utilice los Ejercicios 1-5 para demostrar lo siguiente: 
Teorema. El principio del máximo es equivalente al teorema del buen orden. 


7. Utilice los Ejercicios 1-5 para demostrar lo siguiente: 
Teorema. El axioma de elección es equivalente al teorema del buen orden. 
Demostración. Sean X un conjunto y c una función de elección fijada para los 
subconjuntos no vacíos de X. Si T es un subconjunto de X y < es una relación 
sobre T, decimos que (T, <) es una torre en X si < es un buen orden de T y si 
para cada x € T, 
z=cX — Se(T)) 


donde Sy (T') es la sección de T por x. 


(a) Sean (Ti, <1) y (T2, <2) dos torres en X. Demuestre que estos dos con- 
juntos ordenados son el mismo o uno es igual a una sección del otro. [Zn- 
dicación: permutando los índices si es necesario, podemos suponer que 
h : T¡ — Ta preserva el orden y h(T1) es igual a Ta o a una sección de 
T2. Utilice el Ejercicio 2 para demostrar que h(%) = x para todo «x.] 

(b) Si (T, <) es una torre en X y T 4 X., demuestre que existe una torre en 
X de la cual (T, <) es una sección. 
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(c) Sea [(Tr, <x) | k € K) la familia de todas las torres de X. Sean 
T=UZR y <=Ut<s). 


keK keK 
Demuestre que (T, <) es una torre en X. Concluya que T = X. 


8. Utilizando los Ejercicios 1-4, construya un conjunto bien ordenado no nume- 
rable, como sigue. Sea A la familia de todos los pares (A, <), donde Á es un 
subconjunto de Z, y < es un buen orden de A (se permite que A sea vacío). 
Definimos (A,<) = (4',<”) si (4,<) y (4', <”) tienen el mismo tipo de or- 
den. Es trivial demostrar que ésta es una relación de equivalencia. Si [(4, <)] 
es la clase de equivalencia de (A, <), representamos por E la familia de todas 
estas clases de equivalencia. Definimos 


[(a, <)] < [(4, <)] 


si (A, <) tiene el tipo de orden de una sección de (A”, <). 


(a) Demuestre que la relación << está bien definida y es un orden simple sobre 
E. Obsérvese que la clase de equivalencia [(3, 4)] es el mínimo de E. 

(b) Demuestre que si a; = [(A,<)] es un elemento de E, entonces (A, <) 
tiene el mismo tipo de orden que la sección Sy(E) de E por a. 
[Indicación: defina una aplicación f : A —> E mediante f(x) = [(Sz(4), 
restricción de <)] para cada x € A.] 

(c) Concluya que E está bien ordenado por la relación <. 

(d) Demuestre que E es no numerable. [Indicación: si h : E — Z. es una 
biyección, entonces h da lugar a un buen orden de Z.,..] 


Este mismo argumento, cambiando Z., por un conjunto bien ordenado arbitrario 
Xi, demuestra (sin utilizar el axioma de elección) la existencia de un conjunto 
bien ordenado E cuyo cardinal es mayor que el de X. 


Este ejercicio demuestra que es posible construir un conjunto bien ordenado 
no numerable,y por tanto el conjunto bien ordenado no numerable minimal, 
mediante una construcción explícita que no utiliza el axioma de elección. Sin 
embargo, este resultado es menos interesante de lo que podría parecer. La pro- 
piedad fundamental de Sy, la que utilizamos continuamente, es el hecho de que 
todo subconjunto numerable de Sy tiene una cota superior en Sy. Ese hecho de- 
pende, a su vez, del hecho de que una unión numerable de conjuntos numerables 
es numerable. Y la demostración de ese resultado (si se examina cuidadosamen- 
te) implica un número infinito de elecciones arbitrarias —esto es, depende del 
axioma de elección. 


Dicho de otro modo, sin el axioma de elección podemos construir el conjunto 
bien ordenado no numerable minimal, pero no podemos utilizarlo para nada. 


Capítulo 2 


Espacios topológicos y funciones 
continuas 


El concepto de espacio topológico se extiende más allá del estudio de la recta real y 
del espacio euclídeo, y del estudio de las funciones continuas sobre estos espacios. 
En este capítulo definimos lo que es un espacio topológico y estudiaremos algunos 
caminos para construir una topología sobre un conjunto, para convertirlo en un espa- 
cio topológico. También consideraremos algunos de los conceptos elementales que 
tienen que ver con espacios topológicos. Conjuntos abiertos y cerrados, puntos límite 
y funciones continuas se introducen como generalizaciones naturales de las corres- 
pondientes ideas para la recta real y el espacio euclídeo. 


$12 Espacios topológicos 


La definición de espacio topológico, que ahora mismo está estandarizada, tardó mu- 
cho tiempo en ser formulada. Varios matemáticos —Fréchet, Hausdorff y otros— 
propusieron distintas definiciones a lo largo de muchos años en las primeras décadas 
del siglo veinte, pero fue bastante más tarde cuando los matemáticos establecieron la 
definición que parecía más apropiada. Querían, por supuesto, una definición que fuera 
lo más general posible, de manera que incluyera como casos especiales todos los dis- 
tintos ejemplos que eran útiles en matemáticas —espacio euclídeo, espacio euclídeo 
de dimensión infinita y espacios de funciones, entre ellos— pero también querían 
fue la definición fuese lo suficientemente estricta para que los teoremas habituales 
sobre estos espacios familiares se adaptaran a espacios topológicos en general. Éste 
es siempre el problema cuando uno está intentando formular un nuevo concepto ma- 
demático, decidir lo general que podría ser su definición. La definición finalmente 
adoptada puede parecer un poco abstracta, pero a medida en que se trabaje con las 
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distintas formas de construir espacios topológicos, se tendrá una mejor impresión de 
lo que el concepto significa. 


Definición. Una topología sobre un conjunto X es una colección T de subconjun- 
tos de X con las siguientes propiedades: 


(1) 9 y X están en T. 
(2) La unión de los elementos de cualquier subcolección de T está en 7. 


(3) La intersección de los elementos de cualquier subcolección finita de T está en 
7. 


Un conjunto Xx “para el que se ha definido una topología T se llama espacio to- 
pológico. 


Hablando con propiedad, un espacio topológico es un par ordenado (X, T), for- 
mado por un conjunto X y una topología T sobre X, pero a menudo omitiremos 
hacer mención específica de T si no existe confusión. 


Si X es un espacio topológico con una topología T, diremos que un subconjunto 
U de X es un conjunto abierto de X si U pertenece a la colección T. Usando esta 
terminología, se puede decir que un espacio topológico es un conjunto X' junto a 
una colección de subconjuntos de X, llamados conjuntos abiertos, tales que Y y X 
son ambos abiertos, y tal que las uniones arbitrarias y las intersecciones finitas de 
conjuntos abiertos son abiertos. 


EJEMPLO 1. Sea X un conjunto de tres elementos, X = (a, b, c). Hay muchas topo- 
logías posibles sobre X, algunas de las cuales se indican esquemáticamente en la Figura 
12.1. El diagrama de la esquina superior derecha representa la topología en la que los 
conjuntos abiertos son X, 9, [a,b], [b) y [b,c). La topología de la esquina superior iz- 
quierda contiene sólo a X y 4, mientras que la topología de la esquina inferior derecha 
contiene cada uno de los subconjuntos de X. Se pueden obtener otras topologías sobre X 
permutando a, b y c. 

A partir de este ejemplo, se puede ver que incluso un conjunto de tres elementos tiene 
muchas topologías distintas. Pero rio toda colección de subconjuntos de X' es una topo- 
logía sobre X. Ninguna de las colecciones indicadas en la Figura 12.2 es una topología, 
por ejemplo. 


EJEMPLO 2. Si X es un conjunto cualquiera, la colección de todos los subconjuntos de 
X es una topología sobre X y se denomina topología discreta. La colección compuesta 
únicamente por X y Y es también una topología sobre X y la llamaremos topología 
indiscreta, o topología trivial. 


EJEMPLO 3... Sea X un conjunto y sea Js la colección de todos los subconjuntos U de 
X tales que X — U es finito o es todo X. Entonces T, es una topología sobre X, llamada 
topología de los complementos finitos. Tanto X como S están dentro de Tf, puesto que 
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Figura 12.2 


X — X es finito y X — Y es todo X. Si (U,,] es una familia indexada de elementos no 
vacíos de Y, para mostrar que [Y U,, pertenece a T¿, tenemos 


X - YY, = (Xx -Ua). 


El último conjunto es finito, puesto que cada conjunto X — U,, es finito. Si U,,...,Un 
son elementos no vacíos de T¿, para mostrar que () U; está en Tf, tenemos 


x- (JU = Ue -0,. 


i=1 i=1 
Este último conjunto es una unión finita de conjuntos finitos y es, por tanto, finito. 
EJEMPLO 4. Sea X un conjunto y sea J. la colección de todos los subconjuntos U de 


X tales que X — U es numerable o todo X'. Entonces J, es una topología sobre X', como 
se puede comprobar. 


Definición. Supongamos que T y T' son dos topologías sobre un conjunto dado X. 
Si T' > 7, diremos que T' es más fina que T; si T' contiene propiamente a J, diremos 
que T' es estrictamente más fina que T. También diremos que T es más gruesa que 


T, 


o estrictamente más gruesa, en ambas situaciones. Diremos que T es comparable 


con si DTÓTOIT. 4 
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Esta terminología surge al pensar en un espacio topológico como si fuera un ca- 
mión lleno de gravilla —siendo las pequeñas piedras y todas las uniones de coleccio- 
nes de las mismas los conjuntos abiertos—. Si ahora rompemos las piedras para dar 
lugar a otras aún más pequeñas, la colección de conjuntos abiertos se ha ampliado, y 
la topología, como la grava, se dice que se ha hecho más fina mediante esta operación. 


Dos topologías sobre X, por supuesto, no son necesariamente comparables. En la 
Figura 12.1 anterior, la topología de la esquina superior derecha es estrictamente más 
fina que cada una de las tres topologías de la primera columna y, a su vez, estricta- 
mente más gruesa que cada una de las otras topologías de la tercera columna. Pero 
no es comparable con cualquiera de las topologías de la segunda columna. 


Algunas veces se utiliza otra terminología para este concepto. Si 3” > T, algunos 
matemáticos dirían que J” es más grande que T, y T es más pequeña que ”. Esta es 
una terminología ciertamente aceptable, si bien no son tan aroneAS como las palabras 
“más fina” y “más gruesa”. 


Muchos matemáticos utilizan las palabras “más débil” y “más fuerte” en este con- 
texto. Desgraciadamente, algunos de ellos (particularmente analistas) tienen tenden- 
cia a decir que J” es más fuerte que T si T” > T, mientras que otros (particularmente 
topólogos) tienden a decir que 7” es más débil que T en la misma situación. Si en- 
cuentra los términos “topología fuerte” o “topología débil” en algún libro, tendrá que 
decidir, a partir del contexto, a qe óS se refiere. No utilizaremos estos térmi- 
nos en este libro. 


$13 Base de una topología 


Para cada uno de los ejemplos de la sección anterior, podemos especificar la topología 
mediante la descripción de la colección completa T de conjuntos abiertos. General- 
mente, esto es bastante complicado. En la mayoría de los casos, se especifica una 
colección más pequeña de subconjuntos de X' que es capaz de definir dicha topo- 
logía. 


Definición. Si X es un conjunto, una base para una topología sobre X' es una | 
colección B de subconjuntos de X' (llamados elementos básicos) tales que: 


(1) Para cada x € X, hay al menos un elemento básico B que contiene a x. 


(2) Si x pertenece a la intersección de dos elementos básicos By y B2, entonces 
existe un elemento básico Bz que contiene a x y tal que Bz C B¡ N Bz. 
Si B satisface estas dos condiciones, se define la topología TY generada por B como 
sigue: un subconjunto U de X se dice que es abierto en X (esto.es, un elemento de 
P); si para cada z € U, existe un elemento básico B € B talquez € ByB CU. 
Nótese que cada elemento básico es así mismo un elemento de J. : 


$13 Base de una topología 89 


Comprobaremos brevemente que la colección J es, efectivamente, una topología 
sobre X. Pero' primero consideraremos algunos ejemplos. 


EJEMPLO 1. — Sea B la colección de todas las regiones circulares (interiores de círculos) 
enel plano. Entonces B satisface ambas condiciones para una base. La segunda condición 
se ilustra en la Figura 13.1. En la topología generada por B, un subconjunto U del plano 
es abierto si cada x en U está dentro de alguna región circular contenida en U. 


Figura 13.1 Figura 13.2 


EJEMPLO 2.  Sea-B' la colección de todas las regiones rectangulares (interiores de 
.rectángulos) en el plano, donde los rectángulos tienen lados paralelos a los ejes de coor- 
denadas. Entonces B” satisface ambas condiciones para una base. La segunda condición 
se ilustra en la Figura 13.2; en este caso, la condición es trivial, porque la intersección de 
cualesquiera dos elementos básicos es un elemento básico (o es vacía). Como veremos 
después, la base B” genera la misma topología sobre el plano que la base B dada en el 

. . ejemplo anterior. 


EJEMPLO 3. Si X es cualquier conjunto, la colección de todos los subconjuntos uni- 
'' puntuales de X' és una base para la topología discreta sobre X. 


Comprobemos ahora que la colección T generada por la base B es, de hecho, una 
topología sobre X. Si U es el conjunto vacío, satisface la condición de ser abierto tri- 
vialmente. De la misma forma, X está en T, puesto que para cada x € X existe algún 
elemento básico B que contiene a x y que está contenido a su vez en X. Tomemos 
una familia indexada (Un Jae de elementos de J y probemos que 


U=(JU. 
ae 
pertenece a T. Dado zx E U, existe un índice o tal que x € U,. Puesto que U,, es 
Abierto, existe un elemento básico B tal que z € B C Ua. Entonces x € B yBCU, 
por lo que U es abierto, por definición. 
+. Tomemos ahora dos elementos U, y Uz de T y probemos que U1 N Uz pertenece 
2 T. Dado x € Ur NU, elegimos un elemento básico B, que contenga a z tal 
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que B, C Us; elijamos también un elemento básico Ba que contenga a x tal que 
Bo» CU. La segunda condición para una base nos permite elegir un elemento básico 
Ba que contiene a z tal que Bz C B¡ M Ba (véase la Figura 13.3). Por tanto, € B3 
y B3 € U¡ NU», por lo que U1 N Uz pertenece a J, por definición. 


Figura 133 


Finalmente, mostramos por inducción que cualquier intersección finita U¿N--+-N 
U,, de elementos de J está en T. Este hecho es trivial para n = 1; supongamos que 
es cierto para n — 1 y probémoslo para n. Tenemos 


(01 0---NU,) = (U1N--+*NU,_1) NU». 


Por hipótesis, UN: - -MU-1 pertenece a T; utilizando el resultado que acabamos 
de probar, la intersección de Uy N- - - MU,-1 y Un también pertenece a T. Así hemos 
comprobado que la colección de conjuntos abiertos generados por una base B es, en 
efecto, una topología. 


Otro modo para describir la topología generada por una base es la dada por el 
siguiente lema: 


Lema 13.1. Sean X un conjunto y B una base para una topología T sobre X. Enton- 
ces J es igual a la colección de todas las uniones de elementos de B. 


Demostración. Dada una colección de elementos de B, también son elementos de 
J. Puesto que J es una topología, la unión de ellos pertenece a Y. Recíprocamente, 
dado U € J, elijamos para cada z € U un elemento B,, de B tal que x € By CU. 
Entonces U =]), (y B., por lo que U es igual a la unión de elementos de B. 

; Mm 


Este lema establece que cada conjunto abierto U' en X' se puede expresar como 
una unión de elementos básicos. Esta expresión para U no es, sin embargo, única. 


$13 ; Base de una topología 91 


Así, el uso del término “base” en topología difiere enormemente de su uso en álgebra 
lineal, donde la ecuación que expresa un vector dado como combinación lineal de los 
vectores de la base es única. 


Hemos descrito de dos formas distintas cómo. llegar, a partir de una base, a la 
topología que genera. Algunas veces necesitamos ir en la dirección contraria, desde 
una topología hasta una base que la genera. Aquí damos un método para obtener una 
base para una topología dada; lo usaremos frecuentemente. 


Lema 13.2. Sea X un espacio topológico. Supongamos que € es una colección de 
conjuntos abiertos de X' tal que, para cada conjunto abierto U de X y cada x en U, 
existe un elemento C de € tal que z € CC U. Entonces C es una base para la 
topología de X. 


Demostración. Debemos probar que C es una base. La primera condición para una 
base es fácil: dado x € X, puesto que X es un conjunto abierto, existe, por hipótesis, 
un elemento C de € tal que x € C C X. Para comprobar la segunda condición, sea 
x un elemento de Cy N C2, donde €, y C2 son elementos de €. Puesto que € y Ca 
son abiertos, también lo es C1 M C2. Luego existe, por hipótesis, un elemento Cg en 
E tal que ré€ CCC NC». 

Sea T la colección de conjuntos abiertos de X; debemos probar que la topología 
T' generada por € coincide con la topología T. En primer lugar, nótese que si U per- 
tenece a T y si x € U, entonces existe, por hipótesis, un elemento C de € tal que 
r € C CU. Se sigue que U pertenece a la topología T”, por definición. Recíproca- 
mente, si W pertenece a la topología 9”, entonces W es igual a una unión de elemen- 
tos de €, por el lema anterior. Ya que cada elemento de € pertenece a T y T es una 
topología, W también pertenece a J. R 


Cuando se dan topologías a partir de las bases, es útil tener un criterio en térmi- 
nos-de las bases para determinar si una topología es más fina que otra. Un criterio 
semejante es el siguiente: 


Lema 133. Sean B y B' bases para las topologías T y T”, respectivamente, sobre X . 
Entonces son equivalentes: 


(1) 7” es más fina que T. 


(2) Para cada x € X y cada elemento básico B € B que contiene a zx, existe un 
elemento básico B' e B' tal que z € B' CB. 


Demostración. (2) > (1). Dado un elemento U de T, queremos probar que U € J”. 
Sea x.€ U. Puesto que B genera a J, existe un elemento B € B tal quezxe B CU. 
La-condición (2) nos dice que existe un elemento B' € B' tal que € B' CB. 
Entonces x € B' C U, por lo que U € T”, por definición. 
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-(1) => (2). Tenemos r € X y B € B,con z € B. Ahora bien, B pertenece 
a T por definición, y J CT” por la condición (1), luego B- € T'. Puesto que T' 
está generada por B', existe un elemento B' € B' tal quex e B' CB. A 


Algunos estudiantes encuentran esta condición difícil de recordar. “¿En qué sen- 
tido va la inclusión?”, preguntan. Puede ser más fácil de recordar si se tiene presente 
la analogía entre un espacio.topológico y un-camión lleno de gravilla. Piense en las 
pequeñas piedras como los elementos básicos de la topología; después de que se re- 
duzcan hasta polvo, las partículas de polvo son los elementos básicos de la nueva 
topología. La nueva topología es más fina que la anterior, y cada partícula de polvo 
estaba contenida en una piedra, como expone el criterio. 


EJEMPLO 4. Ahora se puede ver que la colección B de todas las regiones circulares 
en el plano va a generar la misma topología que la colección 'B” de todas las regiones 


rectangulares; la Figura 13.4 ilustra la demostración. Trataremos este ejemplo de una 
manera más formal cuando estudiemos espacios tnétricos. 


Sl (rs, 


Figura 134 


Definimos, a continuación, tres topologías sobre la recta real R, todas ellas inte- 
resantes. 


Definición. - Si B es la colección de todos los intervalos abiertos en la recta real, 
(a,b) =fxja<z<b), 


la topología generada por B se denomina topología usual sobre la recta real. Siempre 
que estudiemos R supondremos que viene con esta topología, a menos que digamos 
lo contrario. Si B' es la colección de todos los intervalos semiabiertos del tipo 


(a,b) =f[x]a<x<bj 


donde a < b, la topología generada por B' se llama topología del límite inferior 
sobre R. Cuando R esté dotada de la topología del límite inferior, lo denotaremos 
por R+. Finalmente, sea X el conjunto de todos los números de la forma 1/n, para 
n € Zy, y sea B” la colección de todos los intervalos abiertos (a, b), junto con todos 
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los conjuntos de la forma (a,b) — K. La topología generada por B” se llamará la 
K-topología sobre R. Cuando R esté dotada de esta topología, lo denotaremos como 
Rx. 


Es fácil ver que esas tres colecciones son bases; en cada caso, la intersección de 
dos elementos básicos es bien otro elemento básico, bien vacía. La relación entre 
estas topologías es la siguiente: 


Lema 13.4. Las topologías de R¿ y Rx son estrictamente más finas que la topología 
usual sobre R, pero no son comparables entre sí. 


Demostración. «Sean T, T” y T” las topologías de R,R¿ y Rk, respectivamente. 
Dado un elemento (a, b) básico para T y un punto z de (a, b), el elemento [z, b) 
básico para J” contiene a z y está en (a, b). Por otro lado, dado un nuevo elemento 
[z,d) básico para T”, no existe intervalo abierto alguno (a,b) que contenga a x y 
esté dentro de [x, d). Así T” es estrictamente más fina que 7. 


Un argumento similar es aplicable a R x. Dado un elemento básico (a, b) para T y 
un punto z de (a, b), este mismo intervalo es un elemento básico para J' que contiene 
az. Recíprocamente, dado el elemento B = (-1,1) — XK básico para 7” y el punto 
0 de B, no existe intervalo abierto alguno que contenga a O y esté dentro de B. 


Queda para el lector probar que las topologías R¿ y Rx no son comparables. 
] 


En este punto puede surgir una pregunta. Puesto que la topología generada por 
una base B puede ser descrita como la colección de uniones arbitrarias de elementos 
de B, ¿qué ocurre si comenzamos con una colección dada de conjuntos y tomamos 
intersecciones finitas de ellos además de uniones arbitrarias? Esta cuestión nos lleva 
ala noción de subbase para una topología. 


Definición. Una subbase S para una topología sobre X es una colección de sub- 
conjuntos de X' cuya unión es igual a X. La topología generada por la subbase S se 
define como la colección T de todas las uniones de intersecciones finitas de elementos 
de $. 


Debemos comprobar, por supuesto, que T es una topología. Para este propósito 
será suficiente mostrar que la colección B de todas las intersecciones finitas de ele- 
mentos de $ es una base, y consiguientemente, la colección T de todas las uniones de 
elementos de B será una topología, por el Lema 13.1. Dado x € X, pertenece a un 
elemento de $, y de aquí a un elemento de B; esta es la primera condición para una 
base. Para comprobar la segunda condición, sean 


B =S0:--OSm y  —B2=8N---nS, 
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dos elementos de 'B. Su intersección 


BiNB2=(SN---nSm)N(SN---NS;,) 


es también una intersección finita de elementos de $, por lo que pertenece a B. 


Ejercicios 


1. 


2. 


3. 


4, 


5. 


Sean X un espacio topológico y A un subconjunto de X. Supongamos que para 
cada x € A existe un conjunto abierto U que contiene a x tal que U C 4. 
Pruebe que 4 es abierto en X. 


Considere las nueve topologías sobre el conjunto X = (a, b, c) indicadas en el 
Ejemplo 1 de $12. Compárelas, es decir, para cada par de topologías, determine 
si son comparables, y si lo son, cuál es la más fina. 


Pruebe que la colección T¿ dada en el Ejemplo 4 de $12 es una topología sobre 
el conjunto X. ¿Es la colección 


To = (U | X — U es infinita o vacía o todo X) 


una topología sobre X'? 


(a) Si (TA) es una familia de topologías sobre X, pruebe que (7, es una 
topología sobre X. ¿Es |) 7, una topología sobre X'? 

(b) Sea (T,) una familia de topologías sobre X. Pruebe que existe una única 
topología sobre X más pequeña entre todas las que contienen a todas las 
colecciones T,,, y una única topología más grude entre todas las que están 
contenidas en toda To. + 


(c) Si X = fa, b,c), seán 


T,=(0,X (a), (a,b) y  T2=10,X,(a),(b,c)). 


Encuentre la topología más pequeña que contenga a 7; y T2, y la topología 
más grande contenida en 31 y T2. 


Demuestre que si Á es una base para una topología sobre X', entonces la topo- 
logía generada por A es igual a la intersección de todas las topologías sobre X 
que contienen a 4. Pruebe lo mismo si A es una subbase. 


6. Pruebe que las topologías de Ry y Rx no son comparables. 
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7. Considere las siguientes topologías sobre R: 


Y = la topología usual, 

Ta = la topología de Rx, 

T3 = la topología de los complementos finitos, 

T4 = la topología del límite superior, con todos los conjuntos (a, b] como base, 


Ts = la topología con todos los conjuntos (—oo, a) = [x | x < a) como base. 


Determine las posibles relaciones de inclusión entre estas topologías. 


8. (a) Aplique el Lema 13.2 para ver que la colección numerable 
B= ((a,b) | a < b, a y b racionales) 


es una base que genera la topología usual sobre |R. 
(b) Demuestre que la colección 


€ = [[a, b) | a < b, a y b racionales] 


es una base que genera una topología distinta de la topología del límite 
inferior sobre R. 


314 La topología del orden 


1 X es un conjunto simplemente ordenado, existe una topología obvia para X, de- 
inida usando la relación de orden. Se llama topología del orden; en esta sección la 
malizaremos y estudiaremos algunas de sus propiedades. 


Supongamos que X' es un conjunto con una relación de orden simple <. Dados 
los elementos a y b, hay cuatro subconjuntos de X que se llaman intervalos deter- 
ninados por a y b. Son los siguientes: 


(a,b) = [zla<z<b), 
(a,b] = Lz[a<zx<b), 
la,b) = fela<z<b), 
[a,b] = [z[a<x<b). 


La notación usada aquí ya es familiar cuando X es la recta real, pero estos son 
ntervalos en un conjunto ordenado cualquiera. Un conjunto del primer tipo se de- 
omina intervalo abierto en X, un conjunto del último tipo se denomina intervalo 
errado en X, y conjuntos del segundo y tercer tipos se denominan intervalos se- 
riabiertos. El uso del término “abierto” en esta relación sugiere que los intervalos 
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abiertos en X deberían convertirse en conjuntos abiertos cuando introduzcamos una 
topología sobre X. Y así serán. 


Definición. Sea X un conjunto, con más de un elemento, con una relación de orden 
simple. Sea B la colección de todos los conjuntos de los siguientes tipos: 


(1) Todos los intervalos abiertos (a, b) en X. 


(2) Todos los intervalos de la forma [ao, b), donde ay es el mínimo (si lo hay) de 
XxX. 


(3) Todos los intervalos de la forma (a, bp], donde by es el máximo (si lo hay) de 
X. 


La colección B es una base para una topología sobre X, que se llama topología del 
orden. 


Si X no tiene elemento mínimo, no existen conjuntos de tipo (2), y si X no tiene 
elemento máximo, no existen conjuntos de tipo (3). 


Hay que comprobar que B satisface los requisitos para una base. En primer lugar, 
nótese que cada elemento x de X está dentro de, al menos, un elemento de B: el 
elemento mínimo (de haberlo) pertenece a todos los conjuntos de tipo (2), el elemento 
máximo (si lo hay) pertenece a todos los conjuntos de tipo (3), y cada uno de los otros 
elementos pertenece a un conjunto de tipo (1). En segundo lugar, la intersección de 
cualesquiera dos conjuntos de los tipos anteriores es, de nuevo, un conjunto de uno 
de estos tipos o es vacío. Varios casos deben ser comprobados, tarea que se deja para 
el lector. 


EJEMPLO 1. La topología usual sobre R, como se definió en la sección anterior, es 
efectivamente la topología del orden derivada del orden usual en R. 


EJEMPLO 2. Consideremos el conjunto R x R con el orden del diccionario; denota- 
remos a los elementos de R x R, en general, por x x y, para evitar problemas con la 
notación. El conjunto R x RR no tiene ni elemento máximo, ni mínimo, por lo que la topo- 
logía del orden sobre R x R tiene como base la colección de todos los intervalos abiertos 
de la forma (a x b, e x d) para a < c, y para a = c y b< d. Estos dos tipos de intervalos 
se indican en la Figura 14.1. La subcolección formada únicamente por intervalos del se- 
gundo tipo es también una base para la topología del orden sobre R x KR, como se puede 
comprobar. 


EJEMPLO 3. Los enteros positivos Z4 forman un conjunto ordenado con un elemento 
mínimo. La topología del orden sobre Z., es la topología discreta, en la que cada conjunto 
-“imipuntual es abierto: si n > 1, entonces el conjunto unipuntual (nj = (n — 1,n +1) 
es-un elemento básico y si n = 1,el conjunto unipuntual (1) = [1, 2) es un elemento 
básico. , 
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Figura 14.1 


EJEMPLO 4. El conjunto X = (1,2) x Z, con el orden del diccionario es otro ejemplo 
de un conjunto ordenado con un elemento mínimo. Denotando 1 x n por a,, y 2 x n por 
b,,, podemos representar X mediante 


a1,42,...;D1,bg,... 


La topología del orden sobre X' no es la topología discreta. La mayoría de conjuntos uni- 
puntuales son abiertos, pero existe una excepción —el conjunto unipuntual (b, ). Cual- 
quier conjunto abierto que contenga a b, debe contener un elemento básico alrededor de 
b, (por definición), y cualquier elemento básico conteniendo a hb, contiene puntos de la 
sucesión a;. 


Definición. Si X es un conjunto ordenado y a es un elemento de X, existen cuatro 
subconjuntos de X' que se llaman rayos determinados por a. Son los siguientes: 


(a, +00) = [2]|x > aj, 
(-0o,a) = [2] <a), 
la, +00) = (2|7> a), 
(=o00,a] = [2 |x <a). 


Los conjuntos de los dos primeros tipos se denominan rayos abiertos y los conjuntos 
de los dos últimos tipos se denominan rayos cerrados. 


El uso del término “abierto” sugiere que los rayos abiertos en X sean conjun- 
tos abiertos en la topología del orden. Y así son. Considere, por ejemplo, el rayo 
(a, +00). Si X tiene un elemento máximo bo, entonces (a, +00) es igual al elemento 
básico (a, bp]. Si X no tiene elemento máximo, entonces (a, +00) es igual a la unión 
de todos los elementos básicos de la forma (a, x), para x > a. En otro caso, (a, +00) 
es abierto, Un argumento similar es aplicable al rayo (—oo, a).. - 
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Los rayos abiertos, de hecho, forman una subbase para la topología del orden 
sobre X, como mostramos ahora. Puesto que los rayos abiertos son abiertos en la 
topología del orden, la topología que generan está contenida en la topología del or- 
den. Por otro lado, cada elemento básico para la topología del orden es igual a una 
intersección finita de rayos abiertos; el intervalo (a,b) es igual a la intersección de 
(—oo, b) y (a, +00), mientras que [ag, b) y (a, bp], si existen, son ambos rayos abier- 
tos. De aquí, la topología generada por los rayos abiertos contiene a la topología del 
orden. 


815 La topología producto sobre X x Y 


Si X e Y son espacios topológicos, existe un método natural de definir una topología 
sobre el producto cartesiano X x Y. Analizaremos esta topología a continuación, y 
también estudiaremos algunas de sus propiedades. 


Definición. Sean X e Y espacios topológicos. La topología producto sobre X x Y 
es la topología que tiene como base la colección B de todos los conjuntos de la forma 
U x V, donde U es un subconjunto abierto de X y V es un subconjunto abierto de 
Y. 


Vamos a comprobar que B es una base. La primera condición es trivial, puesto 
que X x Y es ya un elemento básico. La segunda condición es casi igual de obvia, 
ya que la intersección de cualesquiera dos elementos básicos UY, x Vi y U2 x Va es 
otro elemento básico. Tenemos 


(U, x Vi) N (U2 x Va) = (U¡ NU») x (Y N Va) 


y el último conjunto es un elemento básico porque 1/1 N Uz y V1 N Va son abiertos en 
X e Y, respectivamente (véase la Figura 15.1). 

Obsérvese que la colección B no es una topología sobre Xx Y. La unión de los 
dos rectángulos dibujados en la Figura 15.1, por ejemplo, no es un producto de dos 
conjuntos, por lo que no puede pertenecer a B; sin embargo, es abierto en X x Y. 

Cada vez que introduzcamos un nuevo concepto intentaremos relacionarlo con las 
nociones previamente vistas. En el caso actual, preguntamos: ¿qué se puede decir si 
las topologías sobre X e Y están dadas mediante bases? La respuesta es la que sigue: 


Teorema 15.1. Si B es una base para la topología de X y C es una base para la 
topología de Y , entonces la colección 


D=(1BxC|BeByCeC) 


es una base para la topología sobre X x Y . 
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Figura 15.1 


Demostración, Utilizamos el Lema 13.2. Dado un conjunto abierto W de X x Y 
y un punto z x y de W, por definición de la topología producto existe un elemento 
U x V básico tal que x x y € U x V C W. Puesto que B y € son bases para X 
e Y, respectivamente, podemos elegir un elemento B de B tal quexreBCU,y 
un elemento C de € tal que y € CC V. Por tanto, zx y € Bx C CW. Así la 
colección D cumple el criterio del Lema 13.2, por lo que D es una base para X x Y. 

ma 


EJEMPLO 1. La topología del orden es la topología usual de R. El producto de esta 
topología consigo misma se denomina topología usual de R x R = R2. Tiene como 
base la colección de todos los productos de conjuntos abiertos de R, pero el teorema que 
acabamos de probar nos dice que la colección mucho más pequeña de todos los productos 
(a,b) x (c, d) de intervalos abiertos en R también sirve como base para la topología de 
R?. Cada conjunto de este tipo se puede dibujar como el interior de un rectángulo en R?. 
Así la topología usual de R? es justo la que consideramos en el Ejemplo 2 de 813. 


Algunas veces es útil expresar la topología producto en términos de una subbase. 
Para hacer esto, primero definimos ciertas funciones llamadas proyecciones. 


Definición. Sean; : X x Y —= X definida por 
míz, y) =2 
ym ¡Xx Y > Y definida por 
mala, Y =y. 


Aas aplicaciones 7r1 y 7r2 se denominan proyecciones de X x Y sobre su primer y 
egundo factor, respectivamente. 


100 Espacios topológicos y funciones continuas Capítulo 2 


m, (6) 


tz 


4000070 


A) 


+20 


Figura 15.2 


Usamos la palabra “sobre” porque Tr, y 2 son sobreyectivas (a menos que uno de 
los espacios X o Y sea vacío, en cuyo caso X x Y sería vacío y, por tanto, no tendría 
sentido hablar de ello). 


Si U es un subconjunto abierto de X, el conjunto 1, *(U es, precisamente, el 
conjunto U x Y, que es abierto en X x Y. De modo similar, si V es abierto en Y, 
ocurre que 

mV) =XxV 


que también es abierto en X x Y. La intersección de estos dos conjuntos es el con- 
junto U x V, como se indica en la Figura 15.2. Este hecho nos lleva a enunciar el 
siguiente teorema: 


Teorema 15.2. La colección 
8 = (rm UU) | U es abierto en X) U [3 *(V) | V es abierto en Y ) 
es una subbase para la topología producto sobre X x Y . 


Demostración. Sean T la topología producto sobre X x Y y J” la topología generada 
por 8. Puesto que cada elemento de $ pertenece a J, también pertenecen las uniones 
arbitrarias de intersecciones finitas de elementos de $. Así T' C T. Por otro lado, cada 
elemento básico U x V para la topología T es una intersección finita de elementos 
de $, puesto que 

UxV=x H(0)nr*V). 


Por lo tanto, U x V pertenece a J”, y así T CT”. a 
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Definición. Sea X un espacio topológico con topología T. Si Y es un subconjunto 
de X,la colección DS 

El Ty =(YNU|JUEN 
es una topología sobre Y, denominada topología de subespacio o topología relativa. 
Con esta topología, Y se denomina subespacio de X, sus conjuntos abiertos son 
todas las intersecciones de conjuntos abiertos de X con Y . 


Es fácil ver que Ty es una topología. Contiene a G e Y, porque 
g=Yng e Y =YnX 


donde YG y X' son elementos de T. El hecho de que sea cerrado para intersecciones 
finitas y uniones arbitrarias se deduce de las ecuaciones 


(UNY)N---N(UANY) = (UN---NU)NY, 
U (Van Y) = (U v)nY. 


a€eJ aEJ 
Lema 16.1. Si B es una base para la topología de X, entonces la colección 
y By =(BNY|BeB) 
esuna base para la topología de subespacio sobre Y . 


Demostración. Dados un abierto U en X y un punto y € U N Y, podemos elegir 
un elemento B en B tal que y € B € U. Entonces y € BN Y C U NY. Se sigue 
del Lema 13.2 que By es una base para la topología de subespacio sobre Y. n 


Cuando trabajamos con un espacio X y un subespacio Y, se necesita ser cuida- 
doso al utilizar el término “conjunto abierto”. ¿Estamos hablando de un elemento de 
la topología de Y o de un elemento de la topología de X'? Daremos la siguiente de- 
finición: si Y es un subespacio de X, diremos que un conjunto U es abierto en Y (o 
abierto relativo a Y”) si pertenece a la topología de Y ; esto implica, en particular, que 
es un subconjunto de Y. Diremos que U es abierto en X si pertenece a la topología 
de X. 


Se puede dar el caso especial en el que cada conjunto abierto en Y también es 
abierto en X: 


Lema 16,2. Sea Y un subespacio de X. Si U es abierto en Y e Y es abierto en X, 
entonces U es abierto en X. 
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Demostración. Puesto que U es abierto en Y, U = Y N V para algún conjunto V 
abierto en X. Como Y y V son ambos abiertos en X, también lo es Y NV. n 


Ahora estudiaremos la relación entre la topología de subespacio y las topologías 
del orden y producto. Para las topologías producto el resultado es el que uno puede 
esperar; no así para las topologías del orden. 


Teorema 16.3. Si A es un subespacio de X y B es un subespacio de Y, entonces la 
topología producto sobre A x B: coincide con la topología que A x B hereda como 
subespacio de X x Y. 


Demostración. El conjunto U x V es el elemento básico genérico de X x Y, donde 
U es abierto en X y V es abierto en Y. Por tanto, (U x V)N(A x B) es el elemento 
básico genérico para la topología de subespacio sobre A x B. Ahora bien, 


(UxV)IN(AxB)=(UNA) x (VNB). 


Puesto que U N A y V N B es la forma general para los conjuntos abiertos para las 
topologías de subespacio sobre A y B, respectivamente, el conjunto (UNA) x(VNB) 
es el elemento básico genérico para la topología producto sobre A x B. 


La conclusión que obtenemos es que las bases para la topología de subespacio 
sobre A x B y para la topología producto sobre Á x B son idénticas. De aquí que las 
topologías sean la misma. " 


Ahora sea X un conjunto ordenado con la topología del orden, y sea Y un sub- 
conjunto de X. La relación de orden sobre X”, cuando se restringe a Y, convierte a Y 
en un conjunto ordenado. Sin embargo, la topología del orden resultante sobre Y no 
necesita ser la misma que la topología que Y hereda como subespacio de X'. Damos 
un ejemplo donde las topologías del orden y de subespacio sobre Y coinciden y dos 
ejemplos donde ocurre lo contrario. 


EJEMPLO 1. Consideremos el subconjunto Y = [0, 1] de la recta real R, en la topología 
de subespacio. La topología de subespacio tiene como base todos los conjuntos de la 
forma (a, b) M Y, donde (a, b) es un intervalo abierto de RR. Tal conjunto es de uno de los 
siguientes tipos: i 
(a,b) si a y bestán en Y 

[0, b) si solamente b está en Y 

(a, 1] si solamente a está en Y 


YóS si ni a ni b están en Y. 


Por definición, cada uno de estos conjuntos es abierto en Y. Pero los conjuntos del 
segundo y tercer tipos no son abiertos en el espacio más grande RR. 
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+ Nótese que esos conjuntos forman una base para la topología del orden sobre Y. 
Así, vemos que en el caso del conjunto Y = [0,1], su topología de subespacio (como 
subespacio de R) y su topología del orden son la misma. 


EJEMPLO 2. Sea Y el subconjunto [0, 1) U [2] de R. En la topología de subespacio 
* sobre Y, el Conjunto unipuntual (2) es abierto, porque es la intersección del conjunto 
: abierto (8, 3) con Y..Pero en la topología del orden sobre Y”, el conjunto (2) no es 
abierto. Cualquier elemento básico para la topología del orden sobre Y que contenga a 2 
es de la forma 
[x|reYya<xr<2) 
para algún a € Y; un conjunto tal, necesariamente contiene puntos de Y menores que 2. 


" EJEMPLO 3. Sea] = [0, 1]. El orden del diccionario sobre I x / es justo la restricción 
a 1 x [ de la topología del orden sobre el plano R x R. Sin embargo, la topología del 
orden del diccionario sobre Y x T no es la misma que la topología de subespacio sobre 
1 x I obtenida de la topología del orden del diccionario sobre R x R. Por ejemplo, el 
conjunto (1/2) x (1/2, 1] es abierto en Y x ] en la topología de subespacio, pero no en 
la topología del orden, como se puede comprobar (véase la Figura 16.1). 

El conjunto 7 x J en la topología del orden del diccionario se denominará cuadrado 
> ordenado, y lo denotaremos mediante /¿. 


3,La anomalía ilustrada en los Ejemplos 2 y 3 no ocurre para intervalos de rayos en 
tn conjunto ordenado X. Esto es lo que probamos a continuación. 


'- Dado un conjunto ordenado X', diremos que un subconjunto Y de X es convexo 
en X si para cada par de puntos a < bide Y, el intervalo completo (a, b) de puntos 
de X pertenece a Y. Nótese que los intervalos y rayos en X son convexos en X. 


Subespacio Orden 


Figura 16.1 


Teorema 16.4. Sean X' un conjunto ordenado en la topología del orden e Y un sub- 
conjunto de X que es convexo en X. Entonces la topología del orden sobre Y es la 
misma que la topología que Y hereda como subespacio de X . 
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Demostración. Consideremos el rayo (a, +00) en X. ¿Cuál es su intersección con 
Y? Sia € Y, entonces 


(a, +00)NY =(fr|re Y yx>aj) 


que es un rayo abierto del conjunto ordenado Y. Si a £ Y, entonces a es bien un 
límite inferior de Y, bien un límite superior de Y, puesto que Y es convexo. En el 
primer caso, el conjunto (a, +00) M Y es igual a todo Y; en el último caso, es vacío. 


Un razonamiento similar demuestra que la intersección del rayo (—oo, a) con el 
conjunto Y es bien un rayo abierto de Y, bien el propio Y, o bien vacío. Además, 
puesto que los conjuntos (a, +00) M Y y (oo, a) N Y forman una subbase para la 
topología de subespacio sobre Y, y como cada uno es abierto en la topología del 
orden, esta última topología contiene a la de subespacio. 


Para probar el recíproco, obsérvese que cualquier rayo abierto de Y es igual a la 
intersección de un rayo abierto de X con Y , por lo que es abierto en la topología de 
subespacio sobre Y . Puesto que los rayos abiertos de Y son una subbase para la topo- 
logía del orden sobre Y, esta topología está contenida en la topología de subespacio. 

a 


Para evitar ambigijedad, cuando X sea un conjunto ordenado con la topología del 
orden e Y sea un subconjunto de X, supondremos que Y está dotado de la topología 
de subespacio, a menos que específicamente digamos lo contrario. Si Y es convexo 
en X, esta topología es la misma que la topología del orden sobre Y; si no, puede no 
serlo. 


Ejercicios 


1. Pruebe que si Y es un subespacio de X y A es un subconjunto de Y, entonces 
la topología que A hereda como subespacio de Y' es la misma que la topología 
que hereda como subespacio de X. 


2. Si T y T' son topologías sobre X y T” es estrictamente más fina que J, ¿qué pue- 
de decir sobre las correspondientes topologías de subespacio sobre el subcon- 
junto Y de X? 


3. Consideremos el conjunto Y = [—1,1] como subespacio de R. ¿Cuál de los 
siguientes conjuntos son abiertos en Y ? ¿Cuáles son abiertos en R? 
A = (x|¿<le]<1), 
B=(2|3</2]<1), 
C =(21)<|0]<1, 
D=(215<l)]<1), 
E = [x]0< |x| <1y1/xÉ Z4). 
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Una aplicación f : X — Y se dice que es una aplicación abierta si, para 
cada conjunto abierto U de X, el conjunto f(U) es abierto en Y. Pruebe que 
m:XxY => X y m2: X x Y —> Y son aplicaciones abiertas. 


. Denotemos por X y X” a conjuntos de las topologías T y T”, respectivamente; 


sean Y e Y” conjuntos de las topologías U y U”, respectivamente. Asumimos 
que estos conjuntos son no vacíos. 


(a) Demuestre que si J” > T y U' > U, entonces la topología producto sobre 
X'" x Y” es más fina que la topología producto sobre X x Y. 


(b) ¿Se cumple el recíproco de (a)? Explique su respuesta. 


. Pruebe que la colección numerable 


[(a,b) x (c,d) | a < by c< d, y a,b, c, d son racionales) 


es una base para R?, 


. Sea X un conjunto ordenado. Si Y es un subconjunto propio de X' que es con- 


vexo en X', ¿se deduce que Y es un intervalo o un rayo de X? 


Si L es una recta en el plano, describa la topología que L hereda como subespa- 
cio de R¿ x R y como subespacio de R¿ x Rg. En ambos casos se trata de una 
topología conocida. 


Pruebe que la topología del orden del diccionario sobre el conjunto R x R es la 
misma que la topología producto R¿ x R, donde Ry denota a R con la topología 
discreta. Compare esta topología con la topología usual sobre R?. 


Sea ] = [0, 1]. Compare la topología producto sobre J x 1, la topología del orden 
del diccionario sobre Y x 1, y la topología que 1 x 1 hereda.como subespacio 
de R x R en la topología del orden del diccionario. 
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Ahora que ya hemos visto algunos ejemplos, podemos introducir algunos de los con- 
ceptos básicos asociados a espacios topológicos. En esta sección, tratamos las nocio- 
nes de conjunto cerrado, clausura de un conjunto, y punto límite. Éstas nos llevarán 
de modo natural a la consideración de un axioma para espacios topológicos llamado 
el axioma de Hausdorff. 


Conjuntos cerrados 


Un subconjunto A de un espacio topológico X se dice que es cerrado si el conjunto 


X- 


Aes abierto. 
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EJEMPLO 1. Blsubconjunto [a, b] de R es cerrado porque su complementario 
R- la, yl a (00, a) Ú (b, +00) 


es abierto. De modo similar, [a, +00) es cerrado, porque su complementario (—oo, a) es 
abierto. Estos hechos justifican nuestro uso de los términos “intervalo cerrado” y “rayo 
cerrado”. El subconjunto [a, b) de R, ni es abierto, ni cerrado. 


EJEMPLO 2. Enel plano R?, el conjunto 
[rxy|z>0e y>0) 
es cerrado, porque su complementario es la unión de los dos conjuntos 
(-o0,0)xR y R x (-00o, 0) 
siendo cada uno de ellos un producto de conjuntos abiertos de R y, por tanto, abierto en 
R”. 


EJEMPLO 3. En la topología de los complementos finitos sobre un conjunto X,, los 
conjuntos cerrados son el propio X y todos los subconjuntos finitos de X. 


EJEMPLO 4. Enla topología discreta sobre el conjunto X, cada conjunto es abierto; se 
sigue que cada conjunto es también cerrado. 


EJEMPLO 5. Consideremos el siguiente subconjunto de la recta real: 
Y = [0,1] U (2,3) 


en la topología de subespacio. En este espacio, el conjunto (0, 1] es abierto, puesto que es 
la intersección del conjunto abierto (2, 3) de R con Y. De modo similar, (2, 3) es abierto 
como subconjunto de Y; incluso es abierto como subconjunto de R. Puesto que [0, 1] y 
(2, 3) son complementos en Y cada uno del otro, concluimos que tanto [0, 1] como (2, 3) 


son cerrados como subconjuntos de Y. 


Estos ejemplos sugieren que una respuesta al enigma matemático: “¿en qué se 
diferencia un conjunto de una puerta?” debería ser: “una puerta debe estar abierta 
o cerrada, y no pueden ocurrir las dos cosas, mientras que un conjunto puede ser 
abierto, o cerrado, o ambos, o ni abierto ni cerrado”. 


La colección de subconjuntos cerrados de un espacio X' tiene similares propieda- 
des a aquellas satisfechas por la colección de subconjuntos abiertos de X: 


Teorema 17.1. Sea X un espacio topológico. Se cumplen las siguientes condiciones: 
(1) Y y X son cerrados. 
(2) Las intersecciones arbitrarias de conjuntos cerrados son cerradas. 


(3) Las uniones finitas de conjuntos cerrados son cerradas. 
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Demostración. (1) £ y X son cerrados porque son los complementos de los con- 
juntos abiertos X y £, respectivamente. 


(2) Dada una colección de conjuntos cerrados (Aa) ae.y, aplicamos la ley de De- 
Morgan, 
Xx - (4. = |) (X- Az). 
Ej ae 
Puesto que los conjuntos X' — A, son abiertos por definición, la parte derecha de la 
ecuación representa una unión arbitraria de conjuntos abiertos, y así, es abierto. Por 
lo tanto, [”) A, es cerrado. 


(3) De manera similar, si A¿ es cerrado para ¿ = 1,...,n, consideremos la ecua- 
ción e 


A 
t=1 i=1 


El conjunto de la parte derecha de esta ecuación es una intersección finita de conjun- 
tos abiertos y es, consiguientemente, abierto. De aquí, UU 4; es cerrado. n 


En lugar de usar conjuntos abiertos, se podría especificar perfectamente una to- 
pología sobre un espacio dando una colección de conjuntos (llamados “conjuntos 
cerrados”) satisfaciendo las tres propiedades de este teorema. Se podría, en ese ca- 
so, definir los conjuntos abiertos como los complementos de conjuntos cerrados y 
proceder exactamente igual que antes. Este procedimiento no tiene ninguna ventaja 
particular sobre el que adoptamos, y la mayoría de matemáticos prefieren usar con- 
juntos abiertos para definir topologías. Ahora bien, cuando tratemos con subespacios, 
se necesita ser cuidadoso al usar el término “conjunto cerrado”. Si Y es un subespa- 
cio de X, diremos que un conjunto A es cerrado en Y si A es un subconjunto de Y 
y si A es cerrado en la topología de subespacio de Y (esto es, si Y — A es abierto en 
Y). Tenemos el siguiente teorema: 


Teorema 17.2. Sea Y un subespacio de X . Entonces un conjunto Á es cerrado en Y 
si, y sólo si, es igual a la intersección de un conjunto cerrado de X con Y . 


Demostración. Supongamos que A = CN Y,, donde C es cerrado en X (véase la 
igura 17.1), Entonces X — C es abierto en X, por lo que (X — C) N Y es abierto 
n Y, por definición de topología de subespacio. Pero (X — C) NY = Y — A. De 
quí Y — A es abierto en Y , por lo que A es cerrado en Y. Recíprocamente, asumamos 
ue Á es cerrado en Y (véase la Figura 17.2). Entonces Y — A es abierto en Y, por 
o que por definición es igual a la intersección de un conjunto abierto U de X con Y . 
l conjunto X' — U es cerrado en X, y A= Y N(X — 0), por lo que A es igual a la 
ntersección de un conjunto cerrado de X.con Y”, como se deseaba probar. a 
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Figura 17.1 Figura 17.2 


Un conjunto Á que es cerrado en el subespacio Y' puede ser cerrado o no en el 
espacio más grande X. Como fue el caso con los conjuntos abiertos, existe un criterio 
para ver si Á es cerrado en X, demostración que queda para el lector. 


Teorema 17.3. Sea Y un subespacio de X. Si A es cerrado en Y e Y es cerrado en 
X entonces Á es cerrado en X. 


Clausura e interior de un conjunto 


Dado un subconjunto A de un espacio topológico X, el interior de A se define como 
la unión de todos los conjuntos-abiertos contenidos en A, y la clausura de A se 
define como la intersección de todos los conjuntos cerrados que contienen a A. El 
interior de A se denota por Int A y la clausura de A se denota mediante Cl A o por 4. 
Obviamente, Int A es un conjunto abierto y Á es un conjunto cerrado, más aún, 


ItACACA. 


Si A es abierto, A = Int A, mientras que, si A es cerrado, A = A. 

No haremos demasiado uso del interior de un conjunto, pero la clausura de un 
conjunto será muy importante. 

Cuando se trabaja con un espacio topológico X y un subespacio Y , es necesario 
tener cuidado al tomar clausuras de conjuntos. Si Á es un subconjunto de Y, la clau- 
sura de A en Y y la clausura de A en X serán diferentes en general. En tal situación, 
reservamos la notación Á para representar la clausura de A en X. La clausura de A 
en Y se puede expresar en términos de A, como muestra el siguiente teorema: 


Teorema 17.4. Sean Y un subespacio de X y A un subconjunto de Y. Denotemos 
por A la clausura de A en X. Entonces la clausura de A en Y es ANY. 


Demostración. Denotemos por B la clausura de A en Y. El conjunto Aes cerrado 
en X, por lo que A M Y es cerrado en Y por el Teorema 17.2. Puesto que AN Y 
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contiene a Á, y puesto que por definición B es igual a la intersección de todos los 
subconjuntos cerrados de Y que contienen a A, debe ser B C (AN Y). 

Por otra parte, sabemos que B es cerrado en Y. De aquí, por el Teorema 17.2, 
B= CNY para algún conjunto C' cerrado en X. Entonces C es un conjunto cerrado 
de X que contiene a A; como Á es la intersección de todos los conjuntos cerrados 
tales, concluimos que A C C. Entonces (ANY) c(CNY)=B. a 


La definición de la clausura de un conjunto no nos da un método adecuado para 
encontrar las clausuras de conjuntos específicos, puesto que la colección de todos 
los conjuntos cerrados en X, como la colección de todos los conjuntos abiertos, es 
frecuentemente demasiado grande para trabajar con ella. Otro camino para describir 
la clausura de un conjunto, útil porque sólo implica una base para la topología de X, 
se da en el siguiente teorema. 

Primero introduciremos alguna terminología conveniente. Diremos que un con- 
junto A interseca a un conjunto B si la intersección AN B no es vacía. 


Teorema 17.5. Sea A un subconjunto del espacio topológico X . 
(a) Entonces x € Á si, y sólo si, cada conjunto abierto U que contiene a x interseca 
aá. 


(b) Suponiendo que la topología de X' está dada por una base, entonces x € Á si, 
y sólo si, cada elemento básico B que contiene a x interseca a A. 


Demostración. Consideremos el enunciado de (a). Es un enunciado de la forma 
P + Q. Transformemos cada implicación en su opuesta, para así obtener el enun- 
ciado lógico equivalente no P <> no Q. Su desarrollo es el siguiente: 

z £ Á => existe un conjunto abierto U que contiene a x y que no interseca a A. 
De este modo, nuestro teorema es sencillo de probar. Si x no está en A, el conjunto 
U = X — Á es un conjunto abierto que contiene a x y que no interseca a Á, como 
se deseaba. Recíprocamente, si existe un conjunto abierto U' que contiene a z y que 
no interseca a Á, entonces X — U es un conjunto cerrado que contiene a A. Por 
definición de la clausura A, el conjunto X — U debe contener a Á; sin embargo, x no 
puede estar en A. 

“El enunciado (b) se sigue inmediatamente. Si cada conjunto abierto que contiene 
2 7 interseca a A, también lo hace cada elemento básico B que contenga a x, porque 
B es un conjunto abierto. Recíprocamente, si cada elemento básico que contiene a z 
interseca a A, también lo hace cada conjunto abierto U que contenga a xr, porque U 
contiene un elemento básico que contiene a x. mM 


Los matemáticos usan a menudo alguna terminología especial en cuanto a esto 
iltimo. Abrevian la frase “U es un conjunto abierto que contiene a x” con la frase 


“U es un entorno de z”. 
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Usando esta terminología, se puede escribir la primera mitad del teorema anterior del 
modo siguiente: 


Si A es un subconjunto del espacio topológico X, entonces x € Á si, y 
sólo si, cada entorno de x interseca a A. 


EJEMPLO 6. Sea X la recta real R. Si A = (0,1), entonces A = [0,1], ya que cada 
entorno del O interseca a A, mientras que cada punto fuera de [O, 1] tiene un entorno 
disjunto con A. Argumentos similares se aplican a los siguientes subconjuntos de X: 

Si B = (1/n|n € Zy), entonces B = [0)U B.Si C = [07 U (1,2), entonces 
C = (0) U [1,2]. Si Q es el conjunto de los números racionales, entonces Q = R.Si Zy 
es el conjunto de los enteros positivos, entonces Z, = Z,. Si Ry es el conjunto de los 
reales positivos, entonces la clausura de R es el conjunto Ry U (0) (esta es la razón por 
la que anteriormente introdujimos en $2 la notación R para el conjunto R, U (07). 


EJEMPLO 7. Consideremos el subespacio Y = (0, 1] de la recta real R. El conjunto 
A = (0, 3) es un subconjunto de Y”; su clausura en R es el conjunto (0, 5], y su clausura 
en Y es el conjunto [0, $] n Y = (0, 3]. 


Algunos matemáticos utilizan el término “entorno” en un sentido distinto. Dicen 
que A es un entorno de x si Á contiene un conjunto abierto que contiene a . Nosotros 
no lo consideraremos así. 


Puntos límite 


Existe otro modo de describir la clausura de un conjunto, que necesita del importante 
concepto de punto límite, que tratamos a continuación. 


Si A es un subconjunto del espacio topológico X y si x es un punto de X', diremos 
que z es punto límite (o “punto de acumulación”) de Á si cada entorno de x interseca 
a A en algún punto distinto del propio x. Dicho de otro modo, zx es un punto límite 
de A si pertenece a la clausura de A — [x). El punto zx puede o no pertenecer a Á; no 
importa para esta definición. 


EJEMPLO 8. Consideremos la recta real R. Si A = (0, 1], entonces el punto 0 es un 
punto límite de A y también el punto 1/2. De hecho, cada punto del intervalo (0, 1] vaa 
ser un punto límite de A, pero ningún otro punto de R es un punto límite de A. 

Si B = (1/n|n € Z,), entonces el O es el único punto límite de B. Cualquier otro 
punto x= de RR tiene un entorno que, o no llega a intersecar a B, o interseca a B sólo en 
el propio punto x=. Si C = (0) U (1, 2), entonces los puntos límite de C son los puntos 
del intervalo [1, 2]. Si Q es el conjunto de los números racionales, cada punto de R es un 
punto límite de Q. Si Z, es el conjunto de los enteros positivos, ningún punto de R es un 
punto límite de Z, . Si Ry es el conjunto de los reales positivos, entonces cada punto de 
[0 UR) es un punto límite de Ry. 


Si comparamos los Ejemplos 6 y 8, nos damos cuenta de la relación entre la 
clausura de un conjunto y los puntos límite de un conjunto. Esta relación es la que se 
da en el siguiente teorema: 
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Teorema 17.6. Sean A un subconjunto del espacio e X y A' el conjunto de 
todos los puntos límite de A. Entonces 


A=AUA” 


Demostración. Six está en A”, cada entorno de x interseca a A (en un punto distinto 
de x). Luego, por el Teorema 17.5, x pertenece a A. De aquí, A' C A. Puesto que, 
por definición, A C A, se sigue que AU A' CA. 

Para demostrar la otra inclusión, supondremos que x es un punto de Á y proba- 
remos que x € AU A”. Si ocurre que 7 pertenece a A, es trivial que x € AUA'; 
supongamos que zx no está en A. Como x € A, sabemos que cada entorno U de x 
interseca a A; al tener que z £ A, el conjunto U debe intersecar a Á en un punto 
distinto de z. Entonces x € A”, por lo que z € AU A”, como se deseaba. 


Corolario 17.7. Un subconjunto de un espacio topológico es cerrado si, y sólo si, 
contiene a todos sus puntos límite. 


Demostración. El conjunto A es cerrado si, y sólo si, A = A, y esto último se 
cumple si, y sólo si, 4? C A. an 


Espacios de Hausdorff 


Nuestra experiencia con conjuntos abiertos y cerrados y puntos límite en la recta 
real y el plano puede llevarnos a cometer un error cuando consideramos espacios 
topológicos más generales.-Por ejemplo, en los espacios R y R?, cada conjunto uni- 
puntual (xp) es cerrado. Este hecho es fácilmente demostrable; cada punto distinto 
de o tiene un entorno que no interseca a (20), por lo que (xp) es su propia clausura. 
Pero este hecho no es cierto para espacios topológicos arbitrarios. Consideremos la 
topología en el conjunto de tres puntos (a, b, c) indicado en la Figura 17.3. En este 
espacio, el conjunto unipuntual [b) no es cerrado, por lo que su complementario no 


doB 


Figura 17.3 


De modo similar, nuestra experiencia con las propiedades de sucesiones conver- 
rentes en R y R? nos puede llevar a un error cuando tratamos con espacios topológi- 
cos más generales. En un espacio topológico arbitrario, se dice que una sucesión 
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21,12, ... de puntos del espacio X converge al punto x de X' siempre que, para cada 
entorno U de x, exista un entero positivo N tal que x,, € U para todo n > N.En 
R y R?, una sucesión no puede converger a más de un punto, pero sí puede en un 
espacio arbitrario. En el espacio indicado en la Figura 17.3, por ejemplo, la sucesión 
definida por z,, = bh para todo n converge no sólo al punto b, sino también al punto a 
y al punto c. 


Las topologías en las que los conjuntos unipuntuales no son cerrados, o en las que 
las sucesiones pueden converger a más de un punto, son consideradas por muchos 
matemáticos como algo extraño. No son demasiado interesantes, debido a que raras 
veces se dan en otras ramas de las matemáticas. Y los teoremas que podemos probar 
sobre espacios topológicos están bastante limitados si se permiten tales ejemplos. Por 
lo tanto, a menudo se impone una condición adicional que evitará ejemplos como 
éste, llevando la clase de espacios bajo consideración más cerca de aquellos a los que 
se aplica nuestra intuición geométrica. La condición fue sugerida por el matemático 
Félix Hausdorff, por lo que los matemáticos le han dado su nombre. 


Definición. Un espacio topológico X se denomina espacio de Hausdorff si pa- 
ra cada par x1, 72 de puntos distintos de X, existen entornos U1 y U» de x1 y ta, 
respectivamente, que son disjuntos. 


Teorema 17.8. Cada conjunto con un número finito de puntos en un espacio de 
Hausdorff X' es cerrado. 


Demostración. Es suficiente probar que cada conjunto unipuntual (xp) es cerrado. 
Si x es un punto de X distinto de zp, entonces z y zy tienen entornos disjuntos U y V, 
respectivamente. Puesto que U no interseca a (xp), el punto x no puede pertenecer a 
la clausura del conjunto (xo). Como consecuencia, la clausura del conjunto (zp) es 
el propio [zp], por lo que es cerrado. u 


La condición de que los conjuntos con un número finito de puntos sean cerrados, 
es de hecho más débil que la condición de Hausdorff. Por ejemplo, la recta real R con 
la topología de los complementos finitos no es un espacio de Hausdorff, pero sí es 
un espacio en el que los conjuntos con un número finito de puntos son cerrados. La 
condición de que los conjuntos con un número finito de puntos sean cerrados tiene su 
propio nombre: se denomina axioma Ty. 

(Explicaremos la razón para esta extraña terminología en el Capítulo 4.) El axio- 


ma T; aparecerá en este libro en algunos ejercicios y sólo en un teorema, que es el 
siguiente: 


Teorema 17.9. Sean X un espacio satisfaciendo el axioma Ty y A un subconjunto 
de X. Entonces el punto z es un punto límite de A si, y sólo si, cada entorno de x 
contiene infinitos puntos de A. 
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Demostración. Si cada entorno de zx interseca a Á en infinitos puntos, está claro que 
interseca a A en algún otro punto distinto de z, por lo que x es un punto límite de A. 

Recíprocamente, supongamos que x es un punto límite de A, y supongamos que 
algún entorno U dex intersecá a A en un conjunto finito de puntos. Entonces U 


también interseca a A — (2) en tun conjunto finito de puntos; sean [21,..., 2m) los 
puntos de Y N (A — [x)). Elconjunto X — [x1,...., 2, es un corijunto abierto de 
X, puesto que el conjunto finito de puntos [x,..., xt.) es cerrado; entonces 


UN(X-— 1x1,...,2m)) 


es un entorno de x: que no interseca al conjunto A — (2). Esto contradice la hipótesis 
de que x es un punto límite de A. : rea " A 


Una razón para nuestra falta de interés en el axioma 7, es el hecho de que muchos 
de los teoremas interesantes en topología no requieren únicamente este axioma, sino 
la fuerza del axioma de Hausdorff. Es más, la mayoría de los espacios que son impor- 
tantes para los matemáticos son espacios de Hausdorff. Los dos teoremas siguientes 
dan algo más de fundamento a estos comentarios. 


Teorema 17.10. Si X es un espacio de Hausdorff, entonces una sucesión de puntos 
de X converge a lo sumo a un punto de X. 


Demostración. Supongamos que 2, es una sucesión de puntos de X que converge 
az.Siy A x, sean U y V entornos disjuntos de x e y, respectivamente. Puesto que Y 
contiene a 7, para todo n, excepto para un número finito de valores de n, el conjunto 
V no puede cumplir lo mismo. Por lo tanto, 2,, no puede converger a Y. E 


Si la sucesión xn de puntos del espacio de Hausdorff X' converge al punto x de 
X,a menudo escribiremos 2, — 2, Ya diremos que x es el límite de la sucesión Tn. 


La prueba del siguiente resultado se deja como ejercicio. 


Teorema 17.11. Cada conjunto simplemente órdenado es un espacio de Hausdortf 
en la topología del orden. El producto de dos espacios de Hausdorff es un espacio de 
Hausdorff. Un subespacio de un espacio de Hausdorff es un espacio de Hausdorff. 


Generalmente se considera que la condición de Hausdorff es una condición extra 
muy débil para imponer. a un espacio topológico. Efectivamente, en un primer curso 
de topología, algunos matemáticos van tan lejos que imponen esta condición al empe- 
zar, rechazando considerar espacios que no.sean espacios de Hausdorff. Nosotros no 
iremos tan lejos, pero admitiremos la condición de Hausdorff siempre que se necesite 
en una demostración sin reparo de que limite seriamente el rango de AQueAcIonES de 
los resultados. NE 
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La condición de Hausdorff es una entre un número de condiciones extra que se 
pueden imponer a un espacio topológico. Cada vez que se impone tal condición, se 
pueden probar teoremas más fuertes, pero se limita la clase de espacios a los que se 
aplican dichos teogemas. La mayoría de los estudios que se han hecho en topología 
desde sus comienzos se han centrado en el problema de encontrar condiciones que 
sean lo suficientemente fuertes como para permitir que se prueben teoremas intere- 
santes sobre espacios que satisfacen estas condiciones, y a la vez no tan fuertes que 
limiten notablemente el rango de aplicaciones de los resultados. 


Estudiaremos diversas condiciones de este tipo en los dos próximos capítulos. La 
condición de Hausdorff y el axioma T, pertenecen, sin embargo, a una colección de 
análogas condiciones que se denominan en conjunto axiomas de separación. Otras 
condiciones son los axiomas de numerabilidad y diferentes condiciones de compaci- 
dad y conexión. Algunos de éstos son requisitos bastante estrictos, como veremos. 


Ejercicios 


1. Sea C una colección de subconjuntos del conjunto X. Supongamos que 2 y X 
están en €, y que las uniones finitas y las intersecciones arbitrarias de elementos 
de C están en C. Pruebe que la colección 


J=(X-C|CE€C) 


es una topología sobre X. 


2. Pruebe que si Á es cerrado en Y e Y es cerrado en X', entonces A es cerrado en 
X. 


3. Pruebe que si Á es cerrado en X y B es cerrado en Y ,entonces Á x B es cerrado 
enXxY. : 
“4. Pruebe que si U es abierto en X y A'es cerrado en X, entonces U — A es abierto 
en X, y A—U es cerradoen X. 
5. Sea X un conjunto ordenado en la topología del orden. Muestre que (a,b) C 
[a, b]. ¿Bajo qué condiciones se cumple la igualdad? 
6. Denotemos por A, B y A. a subconjuntos del espacio X'. Pruebe lo siguiente: 
(a) Si A C B, entonces Á CB. 
(b) AUB=AUB. 
(c) U Az > U Aa; dé un ejemplo donde no se cumpla la igualdad. 
7. Discuta la siguiente “prueba” de que U Az C U Aa: si (Aa) esuna colección 
de conjuntos en X y si z € LJ A,, entonces cada - entorno U de zx interseca a 


U Ao. Así, U debe intersecar a-algún A/, por lo que x debe pertenecer a la 
clausura de algún Aa. Por consiguiente, x € |) Aa. 
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8. Denotemos por A, B y A, a subconjuntos del espacio X. Determine si las 
siguientes ecuaciones se cumplen; si una igualdad es falsa, determine si una de 
las inclusiones > o C se cumple. 


(a) ANB=ANB, 
(b) NA. =N 4. 


(c) A-B=A-B. 
9. Sean A C X y B C Y. Pruebe que, en el espacio X x Y, 
AxB=AxB. 


10. Pruebe que cada topología del orden es de Hausdorff. 
11. Pruebe que el producto de dos espacios de Hausdorff es de Hausdorff. 
12, Pruebe que un subespacio de un espacio de Hausdorff es de Hausdorff, 


13, Pruebe que X' es de Hausdorff si, a O 
es cerrada en X x X. 


En la topología de los complementos finitos sobre R, ¿a qué punto o puntos 
. converge la sucesión 2; = 1/n? : 


IN 
=> 


15. Pruebe que el axioma T/ 'es equivalente a la condición de que para cada par de 
puntos de X', cada uno posee un entorno que no contiene al otro. 


SS 
A 
, 


Considere las cinco topologías sobre R dadas en el Ejercicio 7 de $13. 


(a) Determine la clausura del conjunto K = (1/n|n € Z4) bajo cada una 
de estas topologías. 

(b) ¿Cuáles de estas topologías satisfacen el axioma de Hausdorff? ¿y el axio- 
ma 71? 


17. Considere la topología del límite inferior sobre R y la topología dada por la base 
€ del Ejercicio 8 de $13. Determine las clausuras de los intervalos A = (0, Y2) 


y B = (v2, 3) en estas dos topologías. 


18. Determine las clausuras de los siguiéntes subconjuntos del cuadrado ordenado: 

A=4((1/n)x0|neZ,), 
B=((1>1/m)xhneZ,), 

C=d(xx0|0<x<i1)], 
D=(ex3|0<zx<1), 
E =([3¿xy|0<y<1) 

19. SiACX, definimos la frontera de A mediante la ecuación 

FrA= An (XA) A). 
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(a) Pruebe que Int A y Fr A son disjuntos, y A = It AUFrA. 
(b) Pruebe que Fr A = 9% <> A es, al mismo tiempo, abierto y cerrado. 
(c) Pruebe que U es abierto + FrU = U —U. : 
(d) Si U es abierto, ¿es cierto que U = Int(U)? Justifique su respuesta. 
20. O la frontera y el interior dé cada uno de los siguientes subconjuntos de 

(a) A=([xxyly=0), 
(b) B=fxxy|z>0:ey 40), 
(c) C=AUB, 
(d) D= [x x y| x esracional), 
(e) E=fxxy|0<x?-y?< 1), 
(0) P=(exy|x %0ey<1/2). 

21. (Kuratowski). Considere la colección de todos los subconjuntos A del espacio 


topológico X. Las operaciones de clausura A — Á y complementario A > 
- X — A son funciones que van de esta colección en ella. misma. 


(a) Pruebe que, comenzando con un conjunto dado A, se pueden formar no 
más de 14 conjuntos distintos al aplicar estas dos operaciones sucesiva- 
mente. 


(b) Encuentre un subconjunto A de R (con su topología usual) para el que se 
obtenga el máximo de 14.. 


$18 Funciones continuas 


El concepto de función continua es básico para una gran parte de las matemáticas. 
Las funciones continuas sobre la recta real se pueden ver en las primeras páginas 
de cualquier libro de cálculo, y las funciones continuas.en el plano y el espacio si- 
guen no mucho más adelante. Clases más generales de funciones continuas surgen a 
medida que uno profundiza en las matemáticas. En esta sección, formularemos una 
definición de continuidad que incluirá todas ellas como casos especiales y estudia- 
remos varias propiedades de funciones continuas. Muchas de estas propiedades son 
generalizaciones directas de conceptos que se aprendieron sobre funciones continuas 
en cálculo y análisis. ] 


Continuidad de una función 


Sean X e Y espacios topológicos. Una función f :X > Y se dice que es continia si 
para cada subconjunto abierto V de Y, el conjunto f (V) es un subconjunto abierto 
de X. 


$18 . - Funciones continuas 117 


Recuérdese que f—1(V) es el conjunto de todos los puntos z de X para los que 
f(x) € V; es vacío si V no interseca al conjunto imagen f(X) de f. 


La continuidad de una función depende no sólo de la propia función f, sino tam- 
bién de las topologías especificadas para su dominio y recorrido. Si deseamos resaltar 
este hecho, podemos decir que f es continua relativa a las topologías específicas so- 
bre X e Y. 0 Pa ; 


Nótese que si la topología del espacio de llegada Y está dada por una base B, 
entonces para probar la continuidad de f es suficiente mostrar que la imagen inversa 
de cada elemento básico es abierta: el conjunto abierto arbitrario V de Y se puede 
escribir como una unión de elementos básicos 


V == |) Bo. 


ae 


Entonces 


fUV)=Us"*1B,,) 


ae 


por lo que f$7*(V) es abierto si cada conjunto f—*(B..) es abierto. 


Si la topología sobre Y está dada por una subbase $, para probar la continuidad de 
f será suficiente demostrar que la imagen inversa de cada elemento de la subbase es 
abierta: el elemento básico arbitrario B de Y se puede escribir como una intersección 
finita 51 MN +++ M Sy de elementos de la subbase; se deduce de la ecuación 


SUB) =$ (S)N---n US) 
que la imagen inversa de cada elemento básico es abierta. 


EJEMPLO 1. Consideremos una función como las estudiadas en análisis, una “función 
de variable real con valores reales”, 


F:RSR. 


En análisis, se define la continuidad de f mediante la “definición e-6”, algo que desa- 
nimaba a todo estudiante de matemáticas. Como se podría esperar, la definición e-$ y 
la nuestra son equivalentes. Para probar, por ejemplo, que nuestra definición implica la 
definición e-Ó, procedemos como sigue: 

Dado zp en R, y dado e > 0, el intervalo V = (f(x0) — e, f(z0) + e) es un conjunto 
abierto del espacio de llegada R. Por.tanto, f—*(V) es un conjunto abierto en el espacio de 
salida IR. Puesto que f*(V) contiene al punto zp, contiene algún elemento básico (a, b) 
alrededor de xo. Elegimos $ para que sea el más pequeño de los dos números dp — a y 
b— zo. Entonces, si |1— xp | < 6, el punto z debe estar en (a, b), porlo que f(x) € V, 
y | f(x) — f(x0) | < e, como se deseaba. 

- «Probar que la definición e-4 implica nuestra definición no es más. difícil, asf que se 
deja para el lector. Volveremos a este ejemplo cuando estudiemos espacios métricos.. .. 
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EsempPLO 2. En cálculo, se estudia la propiedad de ser continua para muchos tipos de 
funciones. Por ejemplo, se.estudian funciones de los siguientes tipos: 


f:R —R (curvas en el plano). 


f:R — RÍ (curvas en el espacio) 
f:R? —R (funciones f(x, y) de dos variables reales) 
f:RE—R , (funciones f(x, y, z) de tres variables reales) 


f:R2 —, R? (campos de vectores v(x, y) en el plano), 


Cada uno de ellos tiene una noción de continuidad definida para él mismo. Nuestra de- 
finición general de continuidad incluye todos éstos como casos especiales; este hecho 
será una consecuencia de teoremas generales que probaremos sobre funciones continuas 
en espacios producto y en espacios métricos. 


EJEMPLO 3. Denotemos por R al conjunto de los números reales con su topología 
usual, y denotemos por R¿ al mismo conjunto con la topología del límite inferior. Sea 


f:R=R¿ 


la función identidad: f(x) = x para cada número-real x. Entonces f no es una función 
continua; la imagen inversa del conjunto abierto [a, b) de Re es él mismo, que no es 
abierto en R. Por otro lado, la función identidad 


g:R¿—>R 


es continua, porque la imagen inversa de (a, b) es él mismo, que es abierto en Re. 


En análisis se estudian diversas maneras de formular la definición de continuidad, 
distintas pero equivalentes. Algunas de éstas se generalizan a espacios arbitrarios, y se 
consideran en los teoremas que siguen. La definición familiar “e-0” y la “definición de 
la sucesión convergente” no se generalizan a espacios arbitrarios; se tratarán cuando 
estudiemos espacios métricos. 


Teorema 13.1. Sean X e Y espacios topológicos; sea f : X — Y. Entonces,son 
equivalentes: - 


(1) f es continua. 

(2) Para cada subconjunto A de X, se tiene que f(A) C FA). 

(3) Para cada conjunto cerrado B de Y , el conjunto f =1(B) es cerrado en X. 

(4) Para cada x € X y cada entorno V de f(x), existe un entorno U de x tal que 
FU)Ccv. , : 


Si se cumple la condición (4) para el punto x de X diremos que f es continua en el: 
punto x. 7 - ] 
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Demostración. Vamos a probar que (1) > (2) > (3) > (1) y que (1) => (4) => 
(1). 

(1) > (2). Supongamos que'f es continua. Sea A un subconjunto de X. Vamos 
a mostrar que si x € A, entonces f(x) € F(A). Sea V un entorno de f(x). Entonces 
f7*(V) es un conjunto abierto de X que contiene a x; debe intersecar a A en algún 
punto y. Entonces V interseca a f(A) en el punto f(y), por lo que f(x) € F(A), 
como se deseaba. 

(2) => (3). Sea B un cerrado en Y y sea A = f”*(B). Deseamos probar que 
Á es cerrado en X; demostraremos que A = A. Por teoría elemental de conjuntos, 
tenemos que f(4) = f(f+(B))-C B.Porlo tanto,siz € A, 

fe) e f(4)CN4)cB=B 


por lo que x € f71(B) = A. Así, A C A, por lo que Á = A, como se deseaba. 
(3) > (1). Sea V un conjunto abierto de Y. Pongamos B = Y — V.. Entonces 


PUB) =P UY) FU) =X FU). 


Ahora B es un conjunto cerrado de Y. Entonces f—1(B) es cerrado en X por hipóte- 
sis, por lo que f7*(V) es abierto en X, como se deseaba. 

(1) > (4). Sea x € X y sea V un entorno de f(x). Entonces el conjunto U = 
f*(V) es un entorno de zx tal que F(U) c Y. 

(4) > (1). Sea V un conjunto abierto de Y; sea. z un punto de /—1(V). Entonces 
f(x) € Y por lo que, por hipótesis, existe un entorno U,, de x tal que F(Ux) CV. 
Entonces U,¿ C f”1(V). Se sigue que f71(V) se puede escribir como la unión de 
conjuntos abiertos U,, por lo que es abierto. a 


Homeomorfismos 


Sean X' e Y espacios topológicos; sea f : X'— Y una biyección. Si la función fy 
la función inversa ; 
fA:Y>oX 


son ambas continuas, entonces f se dice que es un homeomorfismo. 

La condición de que f”* sea continua significa que, para cada conjunto abierto [7 
de X, la imagen inversa de U' mediante la aplicación f71 : Y —> X es abierta en Y . 
Sin embargo, la imagen inversa de U mediante la aplicación f7! es la misma que la 
imagen de U mediante la aplicación f (véase la Figura 18.1). Por eso, otro modo de 
definir un homeomorfismo es decir que es una correspondencia biyectiva f : X > Y 
tal que F(U) es abierto si, y sólo si, U es abierto. 
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e O) 


Figura 18.1 


Este comentario prueba que un homeomorfismo f : X — Y proporciona una co- 
rrespondencia biyectiva, no sólo entre X e Y, sino entre las colecciones de conjuntos 
abiertos de X y las de Y. Como resultado, cualquier propiedad de X' que se exprese 
completamente en términos de la topología de X (esto es, en términos de los con- 
juntos abiertos de X') nos da, vía la correspondencia f, la propiedad correspondiente 
para el espacio Y . Tal propiedad de X se:denomina propiedad topológica de X. 


Puede haber estudiado en álgebra moderna la noción de un isomorfismo entre 
objetos algebraicos tales como grupos o anillos. Un isomorfismo es una correspon- 
dencia biyectiva que respeta la estructura algebraica implicada. El concepto análogo 
en topología es el de komeomorfismo, que es una correspondencia biyectiva que con- 
serva la estructura topológica implicada. 


Ahora supongamos que f: X > Y es una aplicación continua inyectiva, donde 
X e Y son espacios topológicos. Sea Z el conjunto imagen f(X ), considerado como 
un subespacio de Y; entonces, la función f' : X — Z obtenida al restringir el rango 
de f,es biyectiva. Si ocurre que f' es un homeomorfismo de X' con'Z, decimos 
que la aplicación f : X — Y es un embebimiento topológico, o simplemente un 
embebimiento, de X en Y. 


EJEMPLO 4. Lafunción f : R — R dada por f(x) = 3x + 1 es un homeomorfismo 
(véase la Figura 18.2). Si definimos g : R -—>R mediante la ecuación 


gu) =3(u—1) 


entonces se puede comprobar fácilmente que f(g(y)) = y y que gl f (2)) = q para todos 
los números reales z e y. Se sigue que f es biyectiva y que g = f7*; la continuidad de f 
y g es un resultado familiar de cálculo. 


EJEMPLO 5. La función F : (—1,1) — R definida por 
ea y z 
Fla) = q 
(z) ae 


es un homeomorfismo (véase la Figura 13.3). Ya hemos observado en el Ejemplo 9.de $3 
que FF es una correspondencia biyectiva que conserva el orden; su inversa es la función G 
definida por 


EMOS: USA, 
Gu) = 14 (1+4y?)1/2" 
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El hecho de que F" sea un homeomorfismo se puede probar de dos maneras. Una forma es 
observar que, debido a que F es biyectiva y conserva el orden, F lleva un elemento básico 
para la topolegía del orden en (—1, 1) a un elemento básico para la topología del orden 
en R y viceversa. Como resultado, F' es automáticamente un homeomorfismo de (—1, 1) 
con R (ambos con la topología del orden). Puesto que la topología del orden en (—1, 1) y 
la topología usual (de subespacio) coinciden, F es un homeomorfismo de (—1, 1) con R. 


x 
=3X + ds AS 
f(x) = 3x +1 Fx) a 


Figura 18.2 Figura 18.3 


Una segunda forma de ver que F' es un homeomorfismo es usar la continuidad de las 
funciones algebraicas y la función raíz cuadrada, para probar qué tanto F' como G son 
continuas. Estos son hechos familiares de cálculo. 


EJEMPLO 6. Una función biyectiva f : X —= Y puede ser continua sin ser un homeo- 
morfismo. Una función semejante es la aplicación identidad g : R¿ — R considerada en 
el Ejemplo 3, Otra es la siguiente: denotemos por S* al círculo unidad 


S=(fxxy|2*+y?=1) 
considerado como subespacio del plano R?, y sea 
F: (0,1) >8* 


la aplicación definida pór f(t)'= (cos 27t, sen 27t). El hecho de que f sea biyectiva 
y continua se sigue de propiedades familiares de las funciones trigonométricas. Pero la 
función f”1 no es continua. La imagen mediante f del conjunto abierto U = [0, e) del 
dominio, por ejemplo, no es abierta en S 1, puesto que el punto p = f(0) no pertenece a 
ningún conjunto abierto V de R? tal que VNS? C f(U) (véase la Figura 18.4). 


EJEMPLO 7. Consideremos la función 


9: (0, 1) > R? 


obtenida a partir de la función f del ejemplo anterior al extender el recorrido. La aplica- 
ción g es un ejemplo de una aplicación continua inyectiva que no es un embebimiento. 
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f(U) 
el ' t 
ES. E p 
01 1 
J. 
Figura 18.4 


Construcción de funciones continuas 


¿Cuál es la forma de construir funciones continuas de un espacio topológico en otro? 
Existen varios métodos usados en análisis, de los cuales algunos se generalizan a 
espacios topológicos arbitrarios y otros no. Estudiaremos primero algunas construc- 
ciones que se cumplen para espacios topológicos generales, dejando el estudio de los 
otros para más tarde. 


Teorema 18.2 (Reglas para construir funciones continuas). Sean X, Y y £ espa- 
cios topológicos. 


(a) (Función constante) si f: X > Y envía todo punto de X a un mismo punto 
yo de Y, entonces f es continua. 


(b) (inclusión) si A es un subespacio de X, la función inclusión j : A > X es 
continua. 


(c) (Composición) si f : X —> Y y g : Y — Z son continuas, entonces la 
aplicación go f : X — Z es continua. 


(d) (Restricción del dominio) si f : X — Y es continua y A es un subespacio de 
X, entonces la función restringida f | A: A — Y es continua. 


(e) (Restricción o extensión del recorrido) sea f : X — Y continua. Si Z es un 
subespacio de Y que contiene al conjunto imagen f(X), entonces la función 
9 : X => Z, obtenida al restringir el rango de f es continua. Si Z es un espacio 
con Y como subespacio, entonces la función h : X — Z, obtenida al extender 
el recorrido de f, es continua. 


(0) (Formulación local de continuidad) la aplicación f : X —+ Y es continua si X 
se puede escribir como la unión de conjuntos abiertos U,, tales que f | U,, es 
continua para cada a. 


Demostración. (a) Sea f(x) = yo para todo x en X. Sea V abierto en Y. El con- 
junto f—+(V) esiguala X 69, Meca de si V contiene a yo o no. En cualquier 
caso, es abierto. 
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(b) Si U es abierto en-X, entonces ¡"+U) = «U N Á, que es abierto en A por 
definición de la topología de subespacio. 

(c) Si U es abierto en Z, entonces g”+(U) es abierto en Y y FUgT(U)) es 
abierto en X. Pero . 

FU UU) = (go FJ HU) 
por teoría elemental de conjuntos. 

(d) La función f]4 es igual a la composición de la aplicación inclusión J:A>SX 
y la aplicación f : X —> Y , ambas continuas. 

(e) Sea f : X => Y continúa. Si f(X) Cc Z CY, probemos que la función 
9: X => Z obtenida a partir de f es continua. Sea B ábierto en Z. Entonces B = 
Z NU para algún conjunto abierto U de Y. Puesto que Z contiene completamente al 
conjunto imagen f(X), 

FU) =yg (B) 
por teoría de conjuntos elemental. Ya que f—*(U) es abierto, también lo es g”1(B). 

Para probar que h.: X — Z es continua si Z tiene a Y como subespacio, observe- 
mos que h es la composición de la aplicación f : X — Y y la inclusión ¡: Y = Z. 

(£) Por hipótesis, podemos escribir X como unión de conjuntos abiertos U/,,, tales 
que f | U,, es continua para cada a. Sea V un conjunto abierto en Y. Entonces 


UV) NV =($|U.) UV) 


puesto que ambas expresiones representan el conjunto de los puntos x que pertenecen 
a U, para los que f(%) € V. Como f | U,, es continua, este conjunto es abierto en 
Ua, y por tanto, abierto en X. Pero 


Y) =Uwmnv) 


por lo que f—1(V”) es también abierto en X. ] 


Teorema 18.3 (Lema del pegamiento). Sea X = AUB, donde A y B son cerrados 
en X. Sean f : A — Y yg : B = Y continuas. Si f(x) = g(w) para cada 
€ AN B, entonces f y g se combinan para dar una función continua h : X > Y, 
definida mediante h(x) = f (2) six € A, y h(x).= g(x) six € B. 


Demostración. Sea C un subconjunto cerrado de Y. Tenemos que 
AC) = UC) Ug7C) 


por teoría de conjuntos elemental. Puesto que f es continua, f— 1(C) es cerrado en 
Á y, por tanto, cerrado en X. De modo similar, g” 1(C) es cerrado en a y por ello 
cerrado en X. Su unión h71(C') es, de este modo, cerrada en X. A | 
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Este teorema también se cumple si A y B son conjuntos abiertos en X'; este es, 
precisamente, un caso especial de la regla de “formulación local de continuidad” dada 
en el teorema anterior. 


EJEMPLO 8.  Definamos una función h : R — R de la siguiente forma 
<0 
Os z para x < 
z/2 para x > 0. 


Cada uno de los “trozos” de esta definición es una función continua, y coinciden en la 
zona de dominio común, que es el conjunto unipuntual (0). Puesto que sus dominios 
son cerrados en R, la función A es continua. Se necesita que los “trozos” de la función 
coincidan en la zona de dominio común para que sea una función. Las ecuaciones 


HE z-2 paraxr<0 
+2 para x > 0, 


por ejemplo, no definen una función. Por otro lado, se necesitan algunas limitaciones 
sobre los conjuntos A y B para garantizar la continuidad. Las ecuaciones 


q x—-2 para <0 
z+2 para x > 0, 


por ejemplo, definen una función 1 que lleva R a R, y ambos trozos son continuos. Pera ! 
no es continua; la imagen inversa del conjunto abierto (1, 3), por sjecupio; es el conjunto 
no abierto (0, 1) (véase la Figura 18.5). 


ALA 


Teorema 18.4 (Aplicaciones en productos). Sea f : A —> X x Y dada por la ecua- 


"ción 
f(a) = (fi(a), fa(a)). 
Entonces f es continua si, y sólo si, las funciones 
fiA=X y f:A=Y 


son continuas. 
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Las aplicaciones f1 y f2 se llaman funciones coordenadas de f. 


Demostración. Seanmi: Xx Y —= X ya : X x Y —> Y las proyecciones sobre 
1 primer y segundo factor, respectivamente. Estas aplicaciones son continuas, ya que 
¡H(U)=UxY y 1 (V) = X x V, y estos conjuntos son 1 abiertos si U y V son 
biertos. Obsérvese que, para cada a € A, 


fila) =m(f(a) y fala) ="m(f(a)). 


Si la función f es continua, entonces f, y fa son composiciones de funciones conti- 
mas, y por tanto continuas. Recíprocamente, supongamos que f, y f2 son continuas. 
Vamos a probar que para cada elemento básico U x V de la topología de X.x Y, su 
imagen inversa f—*(U x V') es abierta. Un punto a estáen $7*(U x V) si, y sólo si, 
f(a) € U x V, esto es, si y sólo si f¡(a) € U y fa(a) € V.Por tanto, - 


PHUx V) =$ UU)N f UV). 


Puesto que ambos conjuntos f¡ MU y fa 1(V) son abiertos, también lo es su inter- 
sección. a 


No existe criterio útil alguno para poder estudiar la continuidad de una aplicación 
f: Ax B + X cuyo dominio es un espacio producto. Se podría conjeturar que f es 
continua si es continua “en cada variable separadamente”, pero esta conjetura no es 
cierta (véase el Ejercicio 12). 


EJEMPLO 9. En cálculo, una curva parametrizada en el plano se define como una apli- 
cación continua f : [a,b] — R?. Se expresa a menudo en la forma f(t) = (z(t), y(t)), y 
se usa frecuentemente el hecho de que f es una función continua de t si tanto z como y 
lo son. De modo similar, un campo de vectores en el plano 


v(z, y) => P(zx, y)i + Qíz, wi 
= (Plz, y), Qíz, y)) 


se dice que es continuo si tanto P como (2 son funciones continuas o, equivalentemente, 
si y es continua como aplicación de R? en R?. Ambas afirmaciones son simplemente 
casos especiales del teorema anterior. 


Un modo de construir funciones continuas que se usa bastante en análisis es tomar 
sumas, diferencias, productos o cocientes de funciones continuas con valores reales. 
Es un teorema usual que si f,g : X — R son continuas, entonces f + g, f — 9, y 
f : g son continuas, y f/g es continua si g(x) 4 O para todo x. Consideraremos este 
teorema en la sección 821. 


Otro método de construir funciones continuas que nos es familiar de análisis es 
tomar el límite de una sucesión infinita de funciones. Existe un teorema para el ca- 
so de que si una sucesión de funciones continuas con valores reales de una variable 
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Las aplicaciones f, y f2 se llaman funciones coordenadas de f. 


Demostración. Sean Ti : Xx Y — X y rra: X x Y — Y las proyecciones sobre 
el primer y segundo factor, respectivamente. Estas aplicaciones son continuas, ya que 
TU) =U x Y y 1 (V) = X x V, y estos conjuntos son abiertos si U y V son 
abiertos. Obsérvese que, para cada a € A, 


fila) =mífla) y  fala)=m(f(a)). 


Si la función f es continua, entonces f, y fa son composiciones de funciones conti- 
nuas, y por tanto continuas. Recíprocamente, supongamos que f, y fa son continuas. 
Vamos a probar que para cada elemento básico U x V de la topología de X x Y, su 
imagen inversa f HU x V) es abierta. Un punto a está en f—1(U x V) si, y sólo si, 
f(a) € U x V, esto es, si y sólo si f¡(a) € U y fa(a) € V. Por tanto, 


PHUxV) = f HU) N f7 UV). 


Puesto que ambos conjuntos f¡*(U) y f¿ *(V') son abiertos, también lo es su inter- 
sección. a 


No existe criterio útil alguno para poder estudiar la continuidad de una aplicación 
f: Ax B — X cuyo dominio es un espacio producto. Se podría conjeturar que f es 
continua si es continua “en cada variable separadamente”, pero esta conjetura no es 
cierta (véase el Ejercicio 12). 


EJEMPLO 9. En cálculo, una curva parametrizada en el plano se define como una apli- 
cación continua f : [a,b] — ¡R?. Se expresa a menudo en la forma f(t) = (w(8), y(£)), y 
se usa frecuentemente el hecho de que f es una función continua de t si tanto z como y 
lo son. De modo similar, un campo de vectores en el plano 


v(z,y) = Plz, yi+ Q(z, y) 
= (Plz, y), Q(z, y) 


se dice que es continuo si tanto P como (2 son funciones continuas o, equivalentemente, 
si y es continua como aplicación de R? en R?. Ambas afirmaciones son simplemente 
casos especiales del teorema anterior. 


Un modo de construir funciones continuas que se usa bastante en análisis es tomar 
sumas, diferencias, productos o cocientes de funciones continuas con valores reales. 
Es un teorema usual que si f,g : X — R son continuas, entonces f + g, f — 9, y 
Í - g son continuas, y f /g es continua si g(x) 2 O para todo zx. Consideraremos este 
teorema en la sección 821. 


Otro método de construir funciones continuas que nos es familiar de análisis es 
tomar el límite de una sucesión infinita de funciones. Existe un teorema para el ca- 
so de que si una sucesión de funciones continuas con valores reales de una variable 
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real converge uniformemente a una función límite, entonces la función límite es ne- 
cesariamente continua. Este teorema se llama teorema del límite uniforme. Se usa, 
por ejemplo, para demostrar la continuidad de las funciones trigonométricas, cuando 
se definen estas funciones rigurosamente usando las definiciones de series infinitas 
del seno y coseno. Este teorema se generaliza a un teorema sobre aplicaciones de un 
espacio topológico arbitrario X a un espacio métrico Y . Lo probaremos en 821. 


Ejercicios 


1. Pruebe que para las funciones f : R —> R, la definición e-ó de EoOMaYIdao 
implica la definición de conjuñto abierto. 


2. Supongamos que f : X — Y es continua. Si x es un punto límite del subcon- 
junto Á de X, ¿es necesariamente cierto que f(x) es un punto límite de f(A)? 


3. Denotemos por X y X' a un mismo conjunto con dos topologías T y TJ”, respec- 
tivamente. Sea ¿: X” — X la función identidad. * 


(a) Pruebe que ¿ es continua + TJ” es más fina que T. 
(b) Pruebe que ¿ es un homeomorfismo +>,, TJ” = 7. 


4. Dado xy € X e yo € Y, pruebe que las aplicaciones f : X => X x Y y 
9: Y => X x Y definidas por 


Ha)==xYw y  guY)=0XY 


son embebimientos. 


5. Pruebe que el subespacio (a, b) de R es homeomorfo con (0, 1), y el subespacio 
[a, b] de R es homeomorfo con [0, 1]. 


6. Encuentre una función f : R —R que sea continua únicamente en un punto. 


7. (a) Supongamos que f : R — R es “continua por la derecha”, esto es, 
lím f(x) = (a) 
: Ta : 
para todo a € R. Pruebe que f es continua cuando se considera como una 


función de R¿enR. 


6) ¿Puede conjeturar qué funciones f : R — R son continuas cuando se 
consideran como aplicaciones de R en R¿? ¿Y como aplicaciones de R¿ 
en R¿? Volveremos a esta cuestión en el Capítulo 3. 


8. Sea Y un conjunto ordenado con la topología del orden. Sean fa: -X > Y 
continuas. 


(a) Pruebe que el conjunto de | fo) < gía) es cerrado en X. 
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(b) Seah : X — Y la función 


h(e) = mín(f(z), g(2)). 


Pruebe que h es continua. [Indicación: use el lema del pegamiento.] 


9. Sean [A.,) una colección de subconjuntos de X y X = Ul, An.Seaf : X = Y 
y supongamos que f | A, es continua para cada q. 
(a) Pruebe que si la colección (Aa) es finita y cada conjunto A, es cerrado, 
entonces f es continua. k 
(b) Encuentre un ejemplo donde la colección [A¿) sea numerable y cada Aa 
sea cerrado, pero f-no sea continua. 


(c) Una familia indexada de conjuntos (4) se dice que es localmente finita 
si cada punto £ de X' tiene un entorno que interseca a Al sólo para un 
número finito de valores de «+. Pruebe que si la familia ( A, ) es localmente 
finita y cada A. es cerrado, entonces f es continua. 


10. Sean f : A= B y g : C > D funciones continuas. Definamos una aplicación 
fxg: AxC => B x D mediante la ecuación 


(fx Día xc)=$(a) x glo). 


Pruebe que f x ges continua, 


11. Sea F : X x Y — Z. Decimos que F' es continua en cada variable se- 
paradamente si para cada yo en Y, la aplicación h :.X — Z definida por 
h(x) = F(< x yo) es continua y para cada zp en X, la aplicación k : Y — Z 
definida por k(y) = F (xp x y) es continua. Pruebe que si F es continua, enton- 
ces f” es continua en cada variable separadamente. 


12, Sea F : R xR —= R definida por la ecuación 


, 2 21 e 0x0 
Fx xy) = e A xy A des 
0 sirxy=0x0. 
(a) Pruebe que F es continua en cada variable separadamente. 
(b) Calcule la función g : R > R definida por g(x) = F(r x 2). 
(c) Pruebe que F no es continua. 
13. Sean A C X,f : A — Y continua e Y de Hausdorff. Pruebe que si f puede 


extenderse a una función continua g : A — Y, entonces g-está univocamente 
determinada por f. 
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$19 La topología producto 


Volvemos ahora, para el resto del capítulo, al análisis de varios métodos para definir 
topologías sobre conjuntos. 


Previamente hemos definido una topología sobre el producto X x Y de dos espa- 
cios topolágicos. En esta sección ampliamos esta definición a productos cartesianos 
más generales. 


Para ello consideraremos los productos cartesianos 
X1Xx-"-xXn y Xx X2Xx:-* 


donde cada X; es un espacio topológico. Hay dos métodos posibles para proceder. 
Uno es tomar como base todos los conjuntos de la forma Uy x - - - x U,, en el primer 
caso, y de la forma Uy x U2z x +-- en el segundo caso, donde U, es un conjunto 
abierto de X¡ para cada ¿. Este procedimiento efectivamente define una topología 
sobre el producto cartesiano que llamaremos topolog ía por cajas. 


Otra forma de proceder es generalizar la formulación de subbase de la definición 
dada en $15. En este caso, tomamos como subbase todos los conjuntos de la forma 
Tm 1(U,), donde i es cualquier índice y U; es un conjunto abierto de X;. Esta topología 
se denomina topología producto. 

¿En qué se diferencian estas topologías? Considere el típico elemento básico B 


pará la segunda topología. Es una intersección finita de elementos de la subbase 


TU), digamos para ¿ = ¿1,...,1x. Entonces, un punto x pertenece a B si, y 
sólo si, r¿(x) pertenece a U; para ¿ = i1,...,1g; no existe restricción alguna sobre 
Tr¡(X) para otros valores de ¿. 


Se sigue que estas dos topologías coinciden para el producto cartesiano finito y di- 
fieren para el producto infinito. Lo que no está claro es por qué parece que preferimos 
la segunda topología. Esta es la cuestión que investigaremos en esta sección. 


Antes de proceder, sin embargo, introduciremos una noción más general de pro- 
ducto cartesiano. Nosotros hemos definido el producto cartesiano de una familia in- 
dexada de conjuntos sólo en los casos donde el conjunto de índices era el conjunto 
([1,...,n) oel conjunto Z.,. Ahora consideramos el caso donde el conjunto de índi- 
ces es completamente arbitrario. 


Definición. Sea J un conjunto de índices. Dado un conjunto cualquiera X, defini- 
mos una J-upla de elementos de X como una función x: J —> X.Si a es un elemento 
de .J, a menudo denotamos el valor de x en o: mediante zen lugar de x(a); lo llama- 
remos la o--ésima coordenada de x. Y a menudo denotaremos a la función x mediante 
el símbolo 
(ZaJazs» 

que es lo más cercano a una “notación upla” para un conjunto arbitrario de índices J. 
Denotamos al conjunto de todas las J-uplas de elementos de X por X?. 


$19 La topología producto 129 


Definición. Sea (A) ue.7 una familia de conjuntos indexada y sea X = Uueys An: 
El producto cartesiano de esta familia indexada, denotado por 


II 4.. 
ace 


se define como el conjunto de todas las J-uplas (ZaJaey de elementos de X tales 
que Za € Ag para cada o: € J. Esto es, es el conjunto de todas las fúnciones 


x:Jo U Ao 
ace 
tales que x(a) € Al para cada a € J. 


En ocasiones denotaremos el producto simplemente por [[ A... y a su elemento 
general por (2.,,), si el conjunto índice se sobreentiende. 


Si todos los conjuntos A. son iguales a un conjunto X', entonces el producto car- 
tesiano T[,¿ ; Ay es exactamente el conjunto. X Y de todas las J-uplas de elementos 
de X. Algunas veces utilizaremos la “notación upla” para los elementos de X7, y 
otras veces usaremos notación funcional, dependiendo de la que sea más convenien- 
te. 


Definición. Sea (X2Jaey una familia indexada de espacios topológicos. Tomemos 
como base para una topología sobre el espacio producto 


[1 x. 
ac ] 
la colección de todos los conjuntos de la forma 
[[ 7. 
ace 
donde U, es abierto en X.,, para cada a: € J. La topología generada por esta base se 


denomina topología por cajas. 


Esta colección satisface la primera condición para una base, porque [] X., es, por 
sí solo, un elemento básico y satisface la segunda condición, porque la intersección 
de cualesquiera dos elementos básicos es otro elemento básico: 


Ilvon(]] va = ]] %. 0 va). 
ae acj acj 
Ahora generalizamos la formulación de subbase de la definición. Sea 


mg: IT] X. — X;5 
ace 
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la función que asigna a cada elemento del espacio producto su coordenada P-ésima, 
Tal(Lajaes) = Tp; 
se denomina aplicación proyección asociada con el índice f. 
Definición. —Denotemos por 8g a la colección 
Sg = [mz (Ug) | Ug es abierto en Xg) 


y denotemos por $ a la unión de esas colecciones, 


s=|)85. 


Bey 


La topología generada por la subbase $ se denomina topología producto. En esta 
topología, [[,¿ ; Xu se denomina espacio producto. 


Para comparar estas topologías, consideramos la base B que $ genera. La colec- 
ción B consta de todas las intersecciones finitas de elementos de $. Si intersecamos 
elementos que pertenecen al mismo conjunto Sg no obtenemos nada nuevo, porque 


77 (Ug) mz UVa) = 7 (UgN Va); 


la intersección de dos elementos de $g, o de un número finito de tales elementos, es 
de nuevo un elemento de Sg. Sólo obtenemos algo nuevo cuando intersecamos ele- 
mentos de distintos conjuntos $ z. El típico elemento básico B puede, así, ser descrito 
como sigue: sea B1,... ., Sn un conjunto finito de índices distintos del conjunto índice 
J, y sea Ug, un conjunto abierto en Xy, parai=1,...,n. Entonces 


B= ra (Ug,) n 7 (Ug,) (desa Nm, (Ug,) 


es el elemento típico de B. 


Ahora bien, un punto x = (1) está en B si, y sólo si, su coordenada P1-ésima 
está en Ug, , su coordenada P2-Éésima está en Ug,, y así sucesivamente. No existe 
restricción alguna sobre la coordenada «--ésima de x si a: no es uno de los índices 
81... Bn. Como resultado, podemos escribir B como el producto 


B=]|[U. 
ac 


donde U,, denota el espacio entero Xa si a: 4 Bi)... , Bn. Todo esto se resume en el 
siguiente teorema: 
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Teorema 19.1 (Comparación de las topologías por cajas y producto). La topolo- 
gía por cajas sobre |].X., tiene como base a todos los conjuntos de la forma [| U.,, 
donde U, es abierto en Xa para cada a. La topología producto sobre ]] X., tiene 
como base a todos los conjuntos de la forma ] | U.,, donde U., es abierto en Xo, para 
cada a y U,, es igual a X excepto para un número finito de valores de az. 


Dos cosas están inmediatamente claras. En primer lugar, para productos finitos 
IL... Xa. las dos topologías son, precisamente, la misma. En segundo lugar, la to- 
pología por cajas es, en general, más fina que la topología producto. 

Lo que no está tan claro es por qué preferimos la topología producto a la topo- 
logía por cajas. La respuesta aparecerá a medida que continuemos nuestro estudio 
de la topología. Encontraremos que un número de teoremas importantes sobre pro- 
ductos finitos también se cumplirán para productos arbitrarios si usamos la topología 
producto, pero no si utilizamos la topología por cajas. Como consecuencia, la to- 
pología producto es importantísima en matemáticas. La topología por cajas no es 
tan importante; la usaremos principalmente para construir contraejemplos. Por tanto, 
convendremos lo siguiente: 


Siempre que consideremos el producto |] X.. lo supondremos con la 
topología producto, á menos que especificamente establezcamos lo con- 
trario. 


Algunos de los teoremas que hemos probado para el producto X x Y se cumplen tam- 
bién para el producto [[ X., sin importar la topología que usemos. Los enunciamos a 
continuación, donde la mayoría de las demostraciones se dejan como ejercicios. 


Teorema 19.2. Supongamos que la topología sobre cada espacio X., está dada por 
una base Ba. La colección de todos los conjuntos de la forma 


5. 
acj 
donde B, € By para cada a, es una base para la topología por cajas sobre | [,,  , Xa.- 


La colección de todos los conjuntos de la misma forma, donde Ba € B., para un 
conjunto finito de índices a: y B¿ = X., para todos los índices restantes, servirá como 
base para la topología producto | [ey Xa- 

EJEMPLO 1. Consideremos el espacio euclídeo n-dimensional R”. Una base de R 


consiste en todos los intervalos abiertos en IR; de aquí, una base para la topología de R” 
consiste en todos los productos de la forma 


(01, b1) x (a2, b2) XX (An, On). 


Puesto que R” es un producto finito, las topologías por cajas y producto coinciden. Siem- 
pre que estudiemos el espacio RR”, supondremos que-se da esta topología, a menos que 
digamos lo contrario. 
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Teorema 19.3. Sea A, un subespacio de X.,, para cada a: € J. Entonces 1] A. es 
un subespacio de ]] X., sien ambos productos está dada la topología por cajas, O si 
en ambos productos está dada la topología producto. 


Teorema 194. Si cada espacio Xy es un espacio de Hausdorff, entonces | | Xa €s 
un espacio de Hausdorff en las topologías por cajas y producto. 


Teorema 19.5. Sea [X,,) una familia indexada de espacios y sea An C Xa, para 
cada o. Si] | Xa está dotado de la topología por cajas O producto, entonces 


[[4=I1 4. 


Demostración. Sea x= (za) un punto de T[[ A.; probaremos que x € TI 4. 
Sea U = [] Ua un elemento básico, bien para la topología por cajas, bien para la 
topología producto que contiene a x. Ya que Ta € Az podemos elegir un punto 
Ya € Un M A. pasa cada az. Entonces y = (ya) pertenece tanto a U como a [| Aa. 
Puesto que U es arbitrario, se sigue que x pertenece a la clausura de [[ 4. . 


Recíprocamente, supongamos que x = (Ta) pertenece a la clausura de [[ Az, 
en cualquiera de las dos topologías. Probaremos que para cualquier índice dado P, 
tenemos que zg € Ag. Sea Vg un conjunto abierto arbitrario de Xg que contiene 
a xp. Puesto que 13 (Va) es abierto en [] X. en cualquiera de las dos topologías, 
contiene un punto y = (ya) de T] Au. Entonces ya pertenece a Va A Ap. Se sigue 
que rg € Ág. " 


Hasta aquí no ha aparecido razón alguna para preferir la topología producto a la 
topología por cajas. Es cuando intentamos generalizar nuestro teorema anterior sobre 
continuidad de aplicaciones en espacios producto cuando nos encontramos con la 
primera diferencia. Aquí tenemos un teorema que no se cumple si [] X,, está dotado 
con la topología por cajas: 


Teorema 19.6. Sea f : 4 > [Ley Xa dada por la ecuación 


f(a) = (falaYaes 


donde fa : A — X¿ para cada a:. Tomemos -sobre [[ X4 la topología producto. 
Entonces la función f es continua si, y sólo si, cada función f. es continua. 


Demostración. Sea Trg la proyección del producto sobre su factor B-ésimo. La fun- 
ción 1rg es continua, por lo que si Ug es abierto en Xg, el conjunto 3 (Ug) es un 
elemento de la subbase para la topología producto sobre X¿. Ahora supongamos que 
f : A —= TI X4 es continua. La función fg es igual a la composición rg o f que, al 
ser la composición de dos funciones continuas, es continua. 
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Reciprocamente, supongamos que cada función coordenada f., es continua. Para 
probar que f es continua, es suficiente demostrar que la imagen inversa mediante f 
de cada elemento de la subbase es abierto en A; hemos insistido en este hecho cuando 
definimos las funciones continuas. Un elemento característico de la subbase para la 
topología producto sobre T|X. es un conjunto de la forma 13 (Up), donde 8 es 
algún índice y Uf es abierto en Xg. Ahora, 


Ur UUg)) = $7 UUg) 


porque fg = rg o f, Puesto que fg es continua, este conjunto es abierto en A, como 
se deseaba. n 


¿Por qué no se cumple este teorema si usamos la topología por cajas? Probable- 
mente, el argumento más convincente sea ver un ejemplo. 


EJEMPLO 2. Consideremos IR”, el producto numerable de R consigo mismo infinitas 
veces. Recuérdese que S 


R”= II <. 


neZ+ 
donde X',, = R para todo n.. Definamos una función f : R —> R“ mediante la ecuación 
f(t)=- (t,t,t,. +5); 


la n-ésima función coordenada de f es la función f,,(t) = t. Cada una de las funciones 
coordenadas f,, : R — R es continua; así pues, la función f es continua si R“ está dotado 
con la topología producto. Pero f no es continua si R” está dotado con la topología por 
cajas. Consideremos, por ejemplo, el elemento básico 


11 11 
B=( AUX rBpgo 
para la topología por cajas. Afirmamos que f”*(B) no es abierto en R. Si f—1(B) fuera 


abierto en R, contendría algún intervalo (—G, 9) alrededor del punto 0. Esto significaría 
que f((—4, 8)) C B, por lo que, aplicando rr, a ambos lados de la inclusión, 


Fnl(-9, 6)) = (-6,5) € (—1/n, 1/n) 


para todo n, lo que es una contradicción. 


Ejercicios 


1. Pruebe el Teorema 19.2. 
2. Pruebe el Teorema 19.3. 
3, Pruebe el Teorema 19.4. 
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4. Pruebe que (X1-x --- Xx Xy 1) x Xn es homeomorfo a Xi X «*» Xx Xp. 


. Una de las implicaciones establecidas en JA Teorema 19.6 se cumple para la 


. 


topología por cajas. ¿Cuál es? 


Sea X1,X2,.-. UNa sucesión de puntos del espacio producto [| X.,. Pruebe que 
esta sucesión A domeres al punto x si, y sólo si, la sucesión Ta(X1), Ta(X2), - 
converge a Ta(x) para cada a. ¿Es cierto este hecho si se usa la Eologia por 
cajas en lugar de la topología producto? 


. Sea R” el subconjunto de R“ formado por todas las sucesiones que son “final- 


mente cero”, esto es, todas las sucesiones (21, x2,...) tales que x; £ 0 sólo 
para un número finito de valores de ¿. ¿Cuál es la clausura de R en R” en las 
topologías por cajas y producto? Justifique la respuesta. 


. Dadas las sucesiones (a1, az, ...) y (b1, bz, . ..) de números reales con a; > 0 


10. 


para todo ¿, definamos h : ¡RY — R“ mediante la ecuación 
h((21,22,...))= (a121 +b1, 0272 + ba,---), 


Pruebe que si R“ está dotado con la topología producto, h es un homeomorfismo 
de RY consigo mismo. ¿Qué ocurre si IR“ está dotado con la topología por cajas? 


Pruebe que el axioma de elección es equivalente a la afirmación de que para 
cualquier familia indexada [AaJaey de conjuntos no vacíos, con J £ 4, el 
producto cartesiano 

II 4 


ae 
es no vacío. 


Sean A un conjunto, (XaJacy una familia indexada de espacios y [fa Jae.J UNA 
familia indexada de funciones fa : A — Xu. 


(a) Pruebe que existe una única topología más gruesa T sobre A relativa a la 
cual las funciones f, son continuas. 
(b) Sea 
Sa = [5 '(Ug) | Ug es abierto en Xg) 
y sea $ = |) 8g. Pruebe que $ es una subbase para J. 


(c) Pruebe que una aplicación y : Y — A es continua relativa a T si, y sólo si, 
cada aplicación f,, o g es continua. 


(d) Sea f : A => ]] Xo definida mediante la ecuación 


fa) = (Sala)Yaes 


y denotemos por Z al subespacio f(4) del espacio producto [] X, «- Prue- 
be que la imagen por f de cada elemento de T es un conjunto abierto de 
Z. 
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820 La topología métrica ' 


Uno de los métodos más importantes y frecuentemente usados para dotar de una 
topología a un conjunto es definir la topología en términos de una distancia en el 
conjunto. Las topologías dadas de esta forma se sitúan en el centro del análisis mo- 
derno, por ejemplo. En esta sección, definiremos la topología métrica y daremos unos 
cuantos ejemplos. En la sección siguiente consideraremos algunas de las propiedades 
que satisfacen las topologías métricas. 


Definición. Una distancia en un conjunto X es una función 
d:XxX>R 


satisfaciendo las siguientes propiedades: 
0 d(w=, y) > 0 para todos x, y € X; la igualdad se da si, y sólo si, x = y. 
(2) dz, y) = d(y, 2) para todos x, y € X. 
(3) (Desigualdad triangular) d(x, y) + d(y, 2) > d(=, z) para todos x,y,z € X. 


Dada una distancia d en X, el número d(x, y) se llama a menudo distancia entre 
ze yen la distancia d. Dado e > 0, consideremos el conjunto 


Bale,c) = (yl d(x,y) <e) 


de todos los puntos y cuya distancia a x es menor que e, que se denomina bola 
de radio e centrada en x. Algunas veces omitiremos la distancia d de la notación 
y escribiremos esta bola simplemente como B(zx, e), cuando no exista problema de 
confusión. 


Definición. — Si d es una distancia en el conjunto X, entonces la colección de todas 
las bolas By(x, €) de radio e, para x € X y e > 0, es una base para una topología 
sobre X, denominada topología métrica inducida por d. 


:: La primera condición para una base es trivial, puesto que x € B(z, €), para cual- 
quier e > 0, Antes de comprobar la segunda condición para una base, demostramos 
que si y es un punto del elemento básico B(x, e), entonces existe un elemento básico 
B(y,6) centrado en y que está contenido en B(z, e). Definamos d como el número 
positivo e — d(x,y). Entonces: B (y, 6) C B(zx, €), poro que siz € B(y, 9), entonces 
d(y, 2) < e — d(x, y), con lo que concluimos que : 


d(x,2) < d(z,y) + dly, 2) < e. 


Véase la Figura 20.1. 
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Figura 20.1 


Para comprobar la segunda condición para una base, sean B y B2 dos elementos 
básicos y sea y € By M Ba. Acabamos de ver que podemos elegir números positivos 
$1 y da de tal modo que B(y,0,) € B1 y B(y,d2) C B2. Tomando ó como el más 
pequeño de d1 y ó2, concluimos que B(y,ó) € B1N Ba. 

Usando lo que acabamos de probar, podemos reformular la definición de topología 
métrica como sigue: 


Un conjunto U es abierto en la topología métrica inducida por d si, y 
sólo si, para cada y € U existe un 6 > 0 tal que Bu(y,0) CU. 


Claramente, esta condición implica que U es abierto. Recíprocamente, si U es abier- 
to, contiene un elemento básico B = Ba(x,e) que contiene a y, y B, a su vez, 
contiene un elemento básico By(y, 9) centrado en y. 


EJEMPLO 1. Dado un conjunto X, definimos 
d(x,y) =1 six Ay, 
d(x,y) =0 sir =y. 


Es trivial comprobar que d es una distancia. La topología que induce es la topología 
discreta; el elemento básico B(x, 1), por ejemplo, consiste únicamente en el punto z. 


EJEMPLO 2. La distancia usual sobre los números reales R está definida por la ecuación 
d(=,y) = lz — yl. 


Es fácil comprobar que d es una distancia. La topología que induce es la misma que 
la topología del orden: cada elemento (a,b) básico para la:topología del orden es = 
elemento básico para la topología métrica; efectivamente, ; 


(a,b) = B(z, e) 


donde x = (a +b)/2 y e = (b— a)/2. Y recíprocamente, cada bola B(z, e) de radio e es 
igual a un intervalo abierto: el intervalo (x — €, 1 + €). a 
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Definición. Si X es un espacio topológico, se dice que-X es metrizable si existe 
una distancia d en el conjunto X' que induce la topología de X. Un espacio métrico 

“es un espacio metrizable X' junto a una distancia específica d que da la topología de 
X. 


Muchos de los espacios importantes para las matemáticas son metrizables, pero 
algunos no lo son. La metrizabilidad es siempre un atributo altamente deseable para 
un espacio, puesto que la existencia de una distancia nos ofrece una valiosa herra- 
mienta para probar teoremas sobre dicho espacio. 

Sin embargo, es un problema de importancia fundamental en topología encon- 
trar condiciones sobre un espacio topológico que garanticen que es metrizable. Uno 
de nuestros objetivos en el Capítulo 4 será encontrar tales condiciones; se expresan 
allí en el famoso teorema llamado teorema de metrización de Urysohn. Aparecerán 
más teoremas sobre metrización en el Capítulo 6. En esta sección nos conformaremos 
simplemente con probar que R” y R” son metrizables. 

. Aunque el problema de la metrización es un problema importante en topología, el 
estudio de los espacios métricos como tales no pertenece propiamente a la topología 
tanto como al análisis. La metrizabilidad de un espacio depende solamente de la 
topología del espacio en cuestión, pero no, en general, de las propiedades que implica 
una distancia específica para X'. Por ejemplo, se puede hacer la siguiente definición 
en un espacio métrico: 


Definición. Sea X un espacio métrico con una distancia d. Un subconjunto A de 
X se dice que está acotado si existe algún número M tal que 


díaz, a2) < M 


para todo par a, az de puntos de A. Si A es un conjunto acotado y no vacío, el 
diámetro de A se define como el número 


- diámA = supfd(a:, az) | 01,47 € Aj. 
La acotación de un conjunto no es una propiedad topológica, porque depende de 
la distancia particular d que se use para X. Por ejemplo, si X' es un espacio métrico 


con distancia d, entonces existe una distancia d que da la topología de X, relativa a 
la cual cada subconjunto de X está acotado. Se define como sigue: 


Teorema 20.1. Sea X un espacio métrico con una distancia d. Se define d : X x 
X —> R mediante la ecuación 


d(=, y) a míníd(r, y), 1). y 


Entonces d es una distancia que induce la misma topología que d. 
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La distancia d se denomina distancia acotada correspondiente a d. 


Demostración. La comprobación de las primeras dos condiciones de una distancia 
es trivial. Comprobemos la desigualdad triangular: 


ES 2) < d(z, y) + d(y, 2). 


Ahora bien, si d(x, dd >-16d(y,z) > 1, entonces la parte derecha de esta desigual- 
dad es, al menos, 1; puesto que la parte izquierda es (por definición) como mucho 1, la 
desigualdad se satisface. Queda estudiar el caso en el que d(x, y) < 1 y dl(y, 2). < 1. 
En este caso, tenemos que 


díz, 2) < d(z,y) + d(y, 2) = d(z, y) + d(y, 2). 


Como d(x, z) < d(z, z) por definición, la desigualdad triangular se cumple para d. 
Ahora bien, recordemos que, en cualquier espacio métrico, la colección de las 
bolas de radio e con e < 1 forma una base para la topología métrica, puesto que 
cada elemento básico que contiene a x contiene una bola de esa forma, centrada en 
x y de radio e. Se sigue que d y d inducen la misma topología sobre X', porque las 
colecciones de bolas de radio e, con e < 1, para estas dos distancias son idénticas. 
Mm 


Estudiaremos a continuación algunos espacios que nos son familiares y probare- 
mos que son metrizables. 


Definición. Dado x = (71,...,zn) en R”, se definen la norma dé x mediante la 
ecuación 
llell =P+- +29, 
y la distancia euclídea d sobre R” por la ecuación 
2 211/2 
d(x, y) = lx — y |] = [(01 —y1)%+- +++ (En — un)". 


Definimos la distancia del supremo p por la ecuación 


p(x,y) = máx(Je1 — gal, -.-,[£n —9n))- 


La demostración de que d es una distancia requiere algo de trabajo; probablemente 
ya le sea familiar. Si no, en los ejercicios podrá encontrar una idea de la prueba. Casi 
nunca tendremos la ocasión de usar esta distancia en R”. 


Probar que p es una distancia es más fácil. Sólo la desigualdad triangular no es 
trivial. De la desigualdad triangular para R se sigue que, para cada entero positivo ¿, 


[us — 25] < lxs — yal + [ys — 241. 
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Entonces, por definición de p, 
loz < play) + 0(9,2). 
Por consiguiente, . 
plz) =máxlles— al) <p(%y) + 0(9,2), 


como se deseaba. 

Sobre la recta real R = RI, estas dos distancias coinciden con la distancia usual 
de R. En el plano R?, los elementos básicos para d se pueden dibujar como regio- 
nes circulares, mientras que los elementos básicos para p se pueden dibujar como 
regiones cuadradas. 

Ahora veremos que cada una de estas distancias induce la topología usual sobre 
R”. Necesitaremos el siguiente lema: 


Lema 20.2. Sean d y d' dos distancias sobre el conjunto X, y T y T” las topologías 
que inducen, respectivamente. Entonces T' es más fina que 7 si, y sólo si, para cada - 
zen X y cada e > 0, existe un 6 > 0 tal que 


Ba(x,0) € Balz, e). 


Demostración. Supongamos que 7” es más fina que T. Dado el elemento básico 
Bg(x, e) para T, existe, por el Lema 13.3, un elemento básico B? para la topología T” 
tal que x € B' C Bg(x, e). Dentro de B' podemos tomar una bola By (x, 0) centrada 
en z. : 

Recíprocamente, supongamos que se cumple la condición d-e. Dado un elemento 
básico B para T que contenga a x, podemos tomar dentro de B una bola By(x, e) cen- 
trada en zx. Por la condición dada, existe un d tal que By(x,6) € Bg(zx, e). Entonces 
se aplica el Lema 13.3 para probar que T” es más fina que J. a 


Teorema 20.3. Las topologías sobre ¡R” inducidas por la distancia euclídea d y la 
distancia del supremo p son la misma que la topología producto sobre R”.. 


Demostración. Seanx= (21,...,Tn)e y = (y1,..-, Yn) dos puntos de R”. Es un 
simple ejercicio de álgebra comprobar que 


p(x, y) < d(x, y) < Vnp(x, y). 
La primera desigualdad nos dice que 


Balx, e) C Bp[x, €) 
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para todos x y e, puesto que si d(x, y) < e, entonces p(x, y) < e también. De modo 
similar, la segunda desigualdad nos dice que 


Bp[x, e/ vn) € Balx, e) 
para todos x y e. Se sigue, del lema anterior, que las dos topologías asociadas a las 
distancias son la misma. 
Ahora demostraremos que la topología producto es la misma que la dada por la 
distancia p. En primer lugar, sea 


B= (as, b1) X... Xx (An, Dn) 


un elemento básico para la topología producto, y sea x = (11,..., Zn) un elemento 
de B. Para cada :, existe un e; tal que : 


(2; — €s, 2; + €s) C (as, bs), 
y sea e = mínfe1,...,€n). Entonces By(x, e) CB, como se puede comprobar. Por ¡ 


tanto, la p-topologíá es más fina que la topología producto. dd 


Recíprocamente, sea B,(x, e) un elemento básico para la p-topología. Dado dl y 
elemento y € B,(x, €), necesitamos encontrar un elemento básico B para la topo- 4 
logía producto tal que 

y € BC Bj[x, €). 


Pero esto es trivial, pues 
Box, €) = (11 — €, 014€) x ++ x (Ln — €, En + €) 
es ya un elemento básico para la topología producto. 


Ahora consideraremos el producto cartesiano infinito R”. Es natural intentar,ge; y 
neralizar las distancias d y p a este espacio. Por ejemplo, se puede intentar definir una 4 
distancia d sobre R“ por la ecuación A 


1/2 
d(x, y) - [Sia Yi) ¡ 


Pero esta ecuación no siempre tiene sentido, puesto que las series en juego:no tidiB4 
por qué ser convergentes (esta ecuación, sin embargo, define una distancia en cierto “A 
subconjunto importante de ¡RY; véanse los ejercicios). 


+01 3 


Análogamente, se puede intentar generalizar la distancia del supremo p.2 Rin der a 
finiendo 


p(x, y) = sup[|2n — Ynl). 
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De nuevo, esta fórmula no siempre tiene sentido. Si, aun así, reemplazamos la distan- 
cia usual d(x, y) = |[1—y| en R por su homóloga acotada, d(x, y) = mín[|x—y], 1), 
entonces esta definición tiene sentido; da una distancia en R“ llamada distancia uni- 
forme. La distancia uniforme se puede definir más generalmente sobre el producto 
cartesiano R? para J arbitrario, como sigue: 


Definición. Dado un conjunto de índices J, y puntos dados x = (taJaey € 
y = (YaJaey de R”, definimos una distancia $ sobre R” por la ecuación 


p(x, y) 7 supíd(Za, Ya) | ae J) 


donde d es la distancia acotada sobre R. Es fácil comprobar que ¿ es, efectivamente, 
una distancia; se denomina distancia uniforme sobre R7, y la topología que induce 
se denomina topología uniforme. 


La relación entre esta topología y las topologías producto y por cajas es la si- 
guiente: 


Teorema 20.4. La topología uniforme sobre RY es más fina que la topología produc- 
to y más gruesa que la topología por cajas; estas tres topologías son todas distintas si 
J es infinito. 


Demostración. Supongamos que nos dan un punto x = (ZaJaey, y un elemento 
básico [| U., para la topología producto, alrededor de x. Sean 1, ..., Gn los índices 
para los cuales Ua 4 R. Entonces, para cada ¿, elegimos e; > O de manera que la bola 
de radio e; centrada en x,, en la distancia d esté contenida en Ua,; esto lo podemos 
hacer porque U.,, es abierto en R. Sea e = mínJe:,... , €n ), entonces la bola de radio 
e centrada en x en la distancia ¿ está contenida en [] U¿,. En efecto, si z es un punto 
de R? tal que ¿(x, z) < e, entonces dt a, 24) < e para todo ar, por lo que z € 110. 
Se sigue que la topología uniforme es más fina que la topología producto. 

Por otro lado, sea B la bola de radio e centrada en x en la distancia 5. Entonces el 
entorno caja de x 


1 1 
U = | [tra = ¿6 Ta + 39) 


está contenido en B. Pero si y € U, entonces d(Za, Ya) < le para todo «a, por lo 
que ¿(x, y) < de. Probar que estas tres topologías son distintas si J es infinito es una 
tarea que dejaremos para los ejercicios. a 


En el caso en que J es infinito, aún no hemos determinado si RY es metrizable 
en la topología producto o por cajas. Resulta que el único de estos casos donde RY 
es metrizable es el caso donde J es numerable y R” tiene la topología producto. Lo 
veremos más adelante. 
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Teorema 20.5. Sea día, b) = mín(Ja — b| , 1) la distancia acotada usual sobre R. Si 
xe y son dos puntos de R“, definimos : . 


D(x, y) = sup (e) , 


Entonces D es una distancia que induce la topología producto sobre IR”. 


Demostración. Las propiedades de una distancia se satisfacen trivialmente exceptó 
para la desigualdad triangular, que se prueba al observar que, para todo ?, 

d(x, zi dízs, a d io Zi 

dr < Aria + uz) < Dix, y) + D(y,z) 
de manera que Ñ , 

sup (te) < D(x, y) + D(y,z). 
El hecho de que D induce la topología producto requiere un poco más de trabajo. 

En primer lugar, sea U abierto en la topología métrica y sea x € U, encontraremos 
un conjunto abierto V en la topología producto tal que x € V. CU. Elegimos una 


bola Bp(x, e) que esté en U. Después elegimos N suficientemente grande para que 
1/N < e. Finalmente, sea V el elemento básico para la topología producto 


= (11 —€21+€)x""ex(2yN Tn +EXRXRx--> 


Afirmamos que V € Bp(x, e): dado cualquier y de R”, 


día: y) _ 1 . 
EL >N. 
, <Ñ para ¿ > 
Por lo tanto, 
d(í1, Y d(uw, yn) 1 
D(sy) 5 máx [A 7 2... rr) A . 


Si y está en V, esta expresión es más pequeña que e, por lo que V € Bp(x, e), como 
se deseaba. 


elas 


Recíprocamente, consideremos un elemento básico 
0=[]0 
icZ+ 


para la topología producto, donde U,; es abierto en R para ¿ = Q7,...,0n y U¡:=R 
para el resto de írdices ¿. Dado x € U, podemos tomar un conjunto abierto Y en 
la topología métrica tal que x € V C U. Tomemos un intervalo (1; — €, 25 +) 
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en R centrado en zx; y contenido en U; para ¿ = Q47,..., Gn; elijamos cada e; < 1. 
Entonces definimos 
e=mínfe/ili=041,...,Qn). 


Afirmamos que 
x € Bpíx,e) CU. 


Sea y un punto de Bp(x, e). Entonces, para todo ¿, 


dx; Yi 

28 < pa, y) <e. 
Ahora bien, si ¿ = (+1,...., Gn, entonces e < e¿/i, por lo que d(x;,y;) < e; < 1; se 
sigue que | x=; — y; | < e;. Por tanto, y € ]] U;, como se deseaba. |] 


Ejercicios 
1. (a) EnR”, definimos 
d(x, y) = (21 — yl +: + |2n — Ynl. 


Pruebe que d' es una distancia que induce la topología usual de R”. Dé una 
idea de cómo son los elementos básicos para d' cuando n = 2. 


(b) De modo más general, dado p > 1, definimos 


n 1/p 
d'(x, y) = [E |; ar 
i=1 


para x, y € R”. Supongamos que d' es una distancia. Pruebe que induce la 
topología usual sobre RR”. 


2. Pruebe que R x R con la topología del orden del diccionario es metrizable. 
3. Sea X un espacio métrico con distancia d. 
(a) Pruebequed: X x X —= Res continua. 
(b) Denotemos por X” a un espacio topológico construido sobre el mismo 


conjunto X. Pruebe que si d : X' x X” —R es continua, entonces la 
topología de X* es más fina que la topología de X. 


Se puede resumir el resultado de este ejercicio:como sigue: si X tiene una dis- 
tancia d, entonces la topología inducida por d es la topología relativa más gruesa 
para la cual la función d es continua. 


4. Consideremos las topologías producto, uniforme y por cajas sobre RR“. 
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(a) ¿En qué topologías son continuas las siguientes funciones de R en R“? 


F(t) = (t,2t,3t, ...), 
g(t) = (t,t,t,...), 
h(t) =(t,5t,3t,...). 


(b) ¿En qué topologías convergen las siguientes sucesiones? 


w, =(1,1,1,1,...), xi; =(1,1,1,1,...), 
wa =(0,2,2,2,...), x2 =(0,3,3,8,...), 
= (0,0,3,3,...), x3 =(0,0,1,5,...), 
y, =(1,0,0,0,...), zi =(1,1,0,0,...), 
yo = (5,1,0,0,...), z2 =(3,3,0,0,...), 
Y3 =(2,4,4,0,...), Z3 =(3,3,0,0,...), 


5. Sea R” el subconjunto de R“ formado por todas las sucesiones que son fi- 
nalmente cero. ¿Cuál es la clausura de R* en R“ en la topología uniforme? 
Explique su respuesta. 


6. Sea 5 la distancia uniforme sobre R“. Dado x = (x1,72,...) € R“ y dado 
0D<e<l,sea 


U(x,€) = (01 —€,21+€) Xx >> Xx (Lp —€, Tn +€) x 


(a) Pruebe que U (x, e) no es igual a la bola B;(x, e). 
(b) Pruebe que U(x, e) ni siquiera es abierto en la topología uniforme. 
(c) Pruebe que 
Bs(x, e) = |) U(x, 6). 
ó<e 


7. Considere la aplicación h : RY => R“ definida en el Ejercicio 8 de 819 y dote a 
R“ de la topología uniforme. ¿Bajo qué condiciones sobre los números a; y b; 
es h continua? ¿Y un homeomorfismo? 


8. Sea X el subconjunto de R” formado por todas 108 sucesiones x tales que >> 2? 
converge. Entonces la fórmula 


1/2 
[Bi 


i=l 
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es una distancia bien definida sobre X.. 


*11. Pruebe que si d es una distancia sobre X, entonces 


d(z, y) = d(z, yY/( as d(z, y)) 


es una distancia acotada que induce la topología de X.. [Indicación: si fa) = 
x/(1 + x) para x > 0, use el téorema del valor medio para demostrar que 


f(a +0) H(0) < F(0)] 
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En esta sección hablaremos de la relación de la topología métrica con los conceptos 
que hemos introducido previamente. 

Los subespacios de los espacios métricos se comportan de la forma que de- 
searíamos; si A es un subespacio del espacio topológico X' y d es uná distancia para 
X, entonces la restricción de d a A x A es una distancia para la topología de'A. 
Dejamos que el lector compruebe la veracidad de esta afirmación. 


Sobre topologías del orden no se puede decir nada; algunas son metrizables (por 
ejemplo, Z., y RR), y otras no lo son, como veremos. 

El axioma de Hausdor(f se satisface en toda topología métrica. Si x e y son pun- 
tos distintos del espacio métrico (X, d), tomaremos 'e = ld(z, y), con lo que la 
desigualdad triangular implica que Bg(z, €) y Baly, e) son disjuntas. 

Ya hemos considerado la topología producto en casos especiales; hemos probado 
que los productos R” y R” son metrizables. Es cierto, en general, que los productos 
numerables de espacios metrizables son metrizables; la demostración sigue un estilo 
similar a la prueba para R”, por lo que lo dejaremos para los ejercicios. 

Sobre funciones continuas hay mucho que decir. El estudio de este tema nos ocu- 
pará el resto de la sección. 

Cuando estudiemos funciones continuas sobre espacios métricos, estaremos más 
cerca del estudio del cálculo y del análisis que en ninguna otra parte de este libro. 
Hay dos cosas que queremos hacer en este punto. 

En primer lugar, queremos probar que la familiar “definición e-Ó” de continuidad E 

se transfiere a espacios métricos generales, y así ocurre también con la “definición de: 
sucesión convergente” de continuidad. E 


En segundo lugar, queremos considerar dos métodos adicionales para construir E 
funciones continuas, además de los discutidos en $18. Uno es el proceso de tomar 7 
sumas, diferencias, productos y cocientes de funciones continuas con valores reales, 
El otro es el proceso de tomar límites de sucesiones uniformemente convergentes de: z 
funciones continuas. E 
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Teorema 21.1. Sea f : X —= Y y sean X e Y metrizables con distancias dx y 
dy, respectivamente. Entonces la continuidad de f es ale a exigir que dados 
E X ye > 0, existe ó > 0 tal que 


dx(2,y) <= dy(1(0),K(y) < e. 


Demostración. Supongamos que f es continua. Dados z y e, consideramos el con- 
junto 

fU(B(f(2), 0) 
que es abierto en X y contiene al punto z. Contiene alguna bola B(zx, d) centrada en 


z. Si y está en esta bola, entonces f (y) está en la bola centrada en f(x), como se 
deseaba. 


Recíprocamente, supongamos que se satisface la condición e-ó. Sea V abierto en 

Y; probaremos que f—1(V) es abierto en X. Sea x un punto del conjunto f—(V). 
Puesto que f(x) € V, existe una bola B(f(x), e) centrada en f(x) y contenida en 
V. Por la condición e-ó, existe una bola B(z, 6) centrada en x tal que f(B(x,6)) € 
B(f(x), e). Entonces B(x, 4) es un entorno de x contenido en f—1(V), por lo que 
F y): es abierto, como se deseaba. LL] 


Volvamos ahora a la definición de continuidad mediante sucesiones convergentes. 
Empezaremos por considerar la relación entre sucesiones convergentes y clausuras de 
conjuntos. Es ciertamente creíble, a partir de la experiencia que se tiene en análisis, 
que si x pertenece a la clausura de un subconjunto A del espacio X, entonces debería 
existir una sucesión de puntos de A que converge a z. Esto no es cierto en general, 
pero es cierto para espacios metrizables. 


Lema 21.2 (El lema de la sucesión). Sea X un espacio topológico y seadÁ C X. Si 
existe una sucesión de puntos de A que converge a x, entonces x € A; el recíproco 
se cumple si X es metrizable. 


Demostración. Supongamos que 2, —> T, donde x,, € 4. Entonces cada.entorno U 
de x contiene un punto de A, por lo que x € A por el Teorema 17.5. Recíprocamente, 
supongamos que X es metrizable y que x € A. Sea d una distancia para la topología 
de X . Para cada entero positivo n, tomemos el entorno Ba(x,1/n) de radio 1/n de 
z, y elijamos z,, como el punto de su intersección con A. Afirmamos que la sucesión 
T, converge a z: cualquier conjunto abierto U que contenga a z contiene una bola 
By(x, e) centrada en zx; si elegimos N de forma que 1 IN < e, entonces U contiene 
a x;, para todo ¿ > N. mM 


Teorema 21.3. Sea f : X. => Y. Si la función f es continua, entonces para'cada 
sucesión convergente zx, —> x en X, la sucesión f En) bic af(=). El recíproco 
se cumple si X es metrizable. E 
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Demostración. Supongamos que f es continua. Dada £, —> 2, queremos probar 
que f(x) — f(x). Sea V. un entorno de f(x). Entonces f—*(V)'es un entomo de z, 
y por lo tanto existe un N tal que xn € f7*(V) paran > N. Entonces, f(rn) € V 
paran > N. 

Para probar el recíproco, supongamos que la condición de sucesión convergente 
se satisface. Sea A un subconjunto de X; vamos a demostrar que f(A) C f (A. 
Six € A, entonces existe una sucesión z,, de puntos de A que converge a £ (por el 
lema anterior). Por hipótesis, la sucesión f(x.) converge a f(x). Puesto que f (tn) € 
F(A), el lema anterior implica que f(x) € f(4) (observe que no se necesita la 
metrizabilidad de Y). De aquí f(A) C f(A4), como se deseaba. 2 


A propósito, en la demostración del Lema 21 2 y el Teorema 21.3, no hemos utilizado en 
su totalidad la hipótesis de que el espacio X' es metrizable. Todo lo que necesitábamos en 
realidad era la colección nuñierable B¿(x, 1/n) de bolas alrededor de x. Este hecho nos 
lleva a enunciar una nueva definición. 


Un espácio X se dice que tiene una base numerable en el puntoz si existe una colec- 

* ción numerable (U,)nez, de entornos de z tales que cualquier entorno U de xx contiene 

al menos uno de los conjuntos U,,. Un espacio X' que tiene una base numerable en cada 
uno de sus puntos se dice que satisface el primer axioma de numerabilidad. 


Si X tiene una base numerable (U,,) en z, entonces la prueba del Lema 21.2 sigue 
valiendo; simplemente se reemplaza la bola By(x, 1/n) por el conjunto 


B, =UNUN---MNUn. 


La prueba del Teorema 21.3 es válida sin ningún cambio. 


Un espacio metrizable siempre satisface el primer axioma de numerabilidad, pero el 
recíproco no es cierto, como veremos. Como el axioma de Hausdorff, el primer axioma 
de numerabilidad es una condición que algunas veces impondremos sobre un espacio 
topológico para probar teoremas más fuertes sobre el espacio. Lo acid con más 
detalle en el Capítulo 4. : 


Ahora consideraremos métodos adicionales para construir funciones continuas. 
Necesitamos el siguiente lema: 


Lema 214. Las operaciones de adición, sustracción y multiplicación son funciones 
continuas de R x |R en-R, y la operación cociente es una función continua de ¡R x 


(R— (0)) enR. 


Probablemente ya habrá visto antes este lema y su demostración; es un “argumen- 
to e-$” usual. Si no, se dan las ideas de una prueba en el Ejercicio 12 próximo; no 
debería tener problemas en completar los detalles que faltan. 
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Teorema 21.5. Si X es un espacio topológico, y si f,g : X — R son funciones 
continuas, entonces f + g, f — g, y f - g son continuas. Si g(x) % 0 para todo z, 
entonces f /g es continua. 


Demostración. La aplicación h: X —=R x R definida por 
(a) = f(c) x g(s) 


es continua, por el Teorema 18.4. La función f + g es igual a la composición de h 
con la operación de adición 
: +:RXR=ÚR, 


de lo que se deduce que f + g es continua. Se aplican similares argumentos a f — g, 


Finalmente, llegamos a la noción de convergencia uniforme. 


Definición. Sea f, : X -=» Y una sucesión de funciones del conjunto X al es- 
pacio métrico Y . Sea d la distancia para Y. Diremos que la sucesión (f,,) converge 
uniformemente a la función f : X — Y si, dado e > 0, existe un entero N tal que 


(ful), f(x) < e 
paratodo n > N y todo x en X. 


La convergencia uniforme depende no sólo de la topología de Y , sino también de 
su distancia. Tenemos el siguiente teorema sobre sucesiones oca conver- 
gentes: ES 


Teorema 21.6 (El teorema del límite uniforme). Sea f,, : X — Y una sucesión de 
funciones continuas del espacio REA X al espacio métrico Y . Si se fn) converge 
uniformemente a f , entonces F es continua.: 


Demostración. Sea V ábióno en Y y sea xy un punto de f—1(V). Deseamos en- 
contrar un entorno U de zo tal que F(U) c V. 

Sea yo = f (20). En primer lugar, elijamos e tal que la bola B(yo, e) esté contenida 
en V. Entonces, usando la convergencia uniforme, elegimos N tal que para todo 
n>Nytodox ec X, 

(faz), f(x)) <e/3. 


Finalmente, usando la continuidad de fy, elegimos un entorno U de zo tal que Ín 
aplica U en la bola de radio e/3 en Y centrada en fy (xp). 
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Afirmamos que f lleva U a B(yo, e), y de aquí, a Y, como se deseaba. Para este 
propósito, obsérvese que si z € U, entonces 


d(f(o), fy(x)) < e/3 (por la elección de N), 
d(fu(=), fn(x20)) < €/3 (por la elección de U), 
d(fw(z0), f(x0)) < e/3 (por la elección de N). 


Sumando y usando la desigualdad triangular, vemos que d(f (2), f(r0)) < e, como 
se deseaba. : 


Pongamos especial atención en que la noción de convergencia uniforme está re- 
lacionada con la definición de distancia uniforme, que dimos en la sección anterior. 
Consideremos, por ejemplo, el espacio RY de todas las funciones f : X — R; en 
la distancia uniforme 7. No es difícil ver que la sucesión de funciones fh : X —+ R 
converge uniformemente a f si, y sólo si, la sucesión (f.) converge a f cuando se 
consideran como elementos del espacio métrico (RY, ¿). Dejamos la demostración 
para los ejercicios. 


Concluimos la sección con algunos ejemplos de espacios que no.son metrizables. 
EJEMPLO 1. — RY con la topología por cajas no es metrizable. di 


Probaremos que el lema de la sucesión no se cumple para R”. Sea A el subconjuritó 
de R“ formado por aquellos puntos cuyas coordenadas son todas positivas: 


A= ((x1,22,...) | 2; > O paratodo i € Z4). 


Sea 0 el “origen” en R”, esto es, el punto (0, 0, ...) con cada una de sus coordenadas 
cero. En la topología por cajas, O pertenece a A; por lo que si 


B= (a1,b1) Xx (a2, ba) xo. 


es cualquier elemento básico que contiene a 0, entonces B interseca a A.-Por ejemplo, el 
punto j 
1, 1 
Gt 702 es -) 

pertenece a BN A. 3 + - 
Pero afirmamos que no existe sucesión alguna de puntos de Á que converja a:0. Sea 
(a, ) una sucesión de puntos de A, donde 
An = (Lin, T2n,--- + Tin > --)- Ñ 
E ida 
Cada coordenada z;, es positiva, por lo que podemos construir un elemento básico B' 

para la topología por cajas sobre ¡R haciendo : 
B' = (-211,211) x (222, %22) X**- 

Entonces B” contiene al origen 0, pero no contiene término alguno de la sucesión (An); 
el punto a, no puede pertenecer a B' porque su coordenada n-ésima 7. NO pertenece al 
intervalo (— Lan, Uns). De aquí se deduce que la sucesión (an) no puede converger ad 
en la topología por cajas. . dos E Grs e 
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EJEMPLO 2. Un producto no numerable de R consigo mismo no es metrizable. 

Sea J un conjunto de índices no numerable; probaremos que R” no satisface el lema 
de la sucesión (en la topología producto). 

Sea A el subconjunto de R” formado por todos los puntos (7.,) tales que 2, = 1 para 
todos los valores de q: excepto para un- número finito. Sea 0 el “origen” de R?, es decir, 
el punto que tiene todas las coordenadas iguales a 0. 

Afirmamos que 0 pertenece a la clausura de A. Sea ][ U., un elemento básico con- 
teniendo a 0. Entonces U,, 4 R únicamente para un número finito de a, digamos para 
a =01,..., 0%. Sea (2,) el punto de A definido al hacer 1, = 0 paraa: =0,..., 0% 
y Ta = 1 para el resto de valores de ax; entonces (2) € AM][U¿, como se deseaba. 

Pero no existe sucesión alguna de puntos de A que converja a 0. Sea a,, una sucesión 
de puntos de 4. Dado n, denotemos por J,, al subconjunto de J formado por aquellos 
índices o: para los cuales la coordenada a-ésima de a,, es distinta de 1. La unión de todos 
los conjuntos J,, es una unión numerable de conjuntos finitos y, por tanto, es numerable. 
Puesto que el propio J es no numerable, existe un índice en J, digamos f3, que no per- 
tenece a ningún J,,. Esto sia que para cada uno de los puntos a,,, su coordenáda 
B-ésima es igual a 1. 

Sea ahora Ug el intervalo Abierto (-1,1) enR, y sea U el conjunto abierto mz ¿ (Us) 

en R”. El conjunto U es un entorno de 0 que no contiene ninguno de los puntos de a,,, 
por consiguiente, la sucesión a, no puede converger a 0. 


Ejercicios 


1. Sea A € X. Si des una distancia para la topología de X, pruebe que d| Ax A 
es una distancia para la topología de subespacio sobre A. 


2, Sean X' e Y espacios métricos con distancias d x 'y dy, respectivamente. Sea 
f : X — Y con la propiedad de que para cada par de puntos 11, x2 de X, 


dy(f(21), f(x2)) = dx(x1, 22). 


Pruebe que f es un embebimiento. Se denomina embebimiento isométrico de 
Xen Y. 


3. Sea X,, un espacio métrico:con Aisne dr» para n € Z+. 
(a) Pruebe que 


p(z,y)= mtxfá(e1). «3 d(Ln, Un) 


es una distancia para el espacio producto X1X--XxXn 
(b) Sea d; = mín(d;, 1). Pruebe que 


Dz, y) er sup(d;(z;, Yi) /1) 


es una distancia para el espacio producto |] X;. 
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4. Pruebe que Ry y el cuadrado ordenado satisfacen el primer axioma de numera- 


6 


bilidad (este resultado no implica, por supuesto, que sean metrizables). 


. Teorema. Sean tn —> 2 € n — y en el espacio R. Entonces 


E 
nT Ya > TY, 
| EnUn > 1Y, 
y siempre que cada yn 4 04 40, 
Tn/Un > /y- 


[Indicación: ole el Lema 21.4 y recuerde, de los ejercicios de $19, que si 
Tn —> T € Yn — Y, Entonces Zn X Yn > X y. 
Definamos f.,.: [0,1] — R por la ecuación fn(x) = z”. Pruebe que la sucesión 


(fn(x)) converge para cada x € [0,1], pero que la sucesión (fn) no converge 
uniformemente. 


. Sea X un conjunto, y sea fu : —> R una sucesión de funciones. Sea fp la 


10. 


distancia uniforme sobre el e RX. Pruebe que la sucesión (f.,) converge 
uniformemente a la función f : X — R si, y solamente si, la sucesión (f) ' 
converge a f como elementos del espacio métrico (RA, 7). : 
Sea X un espacio topológico y sea Y un espacio métrico. Sea fn : X — Y una 
sucesión de-funciones continuas. Sea x,, una sucesión de puntos de X' conver- 
gente a x. Pruebe que si la sucesión (f») converge uniformemente a f, entonces 
(Sn(n)) converge a f(x). 
Sea f. : R — R la función 
1 
AO mpAT 
Véase la Figura 21.1.Sea f : R.— R la función nula. 
(a) Pruebe que f,,(1) — f(x) para cada x € R. 
(b) Pruebe que f,, no converge uniformemente a f (esto muestra que el recí- 
proco del Teorema 21.6 no se cumple; la función límite f debe ser continua 
incluso cuando la convergencia no es uniforme). 


Usando la formulación de continuidad por conjuntos cerrados (Teorema 18.1), 
pruebe que los siguientes subconjuntos son cerrados en R?: 
A= lexylzy=1), 
l=(exylr?+y*=1), 
= l2xy|?+y?<1). 


El conjunto B? se denomina bola unidad (cerrada) en R?. 
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Figura 21.1 


11. Pruebe los siguientes hechos usuales sobre series infinitas: 
(a) Pruebe que si (s,,) es una sucesión acotada de números reales Y Sn < 8n+1 
para cada », entonces (5, ) converge. 
(b) Sea (An) una sucesión de números reales; dead 


y Qs. 


i=1 


Si 5n —> s, decimos que la serie infinita 


2 


converge también a s. Pruebe que : si Y a; converge a s y 25 b; converge a 
t, entonces ) (ca; + b;) converge a cs +4.. 

(c) Pruebe el test de comparación para series infinitas: si ja;] < b; para cada ¿ 
y la serie )” b; converge, entonces la serie Y” a; también converge. [Indica- 
ción: pruebe que las series Y |a;| y $ c; convergen, donde e; = la;| +a;.] 

(d) Dada una sucesión de funciortés f,, : X —R, séa 


Sníx) = AS fi(x) 


i=l. 


“Demuestre el test-M de Weierstrass para la convergencia uniforme: si 
lfi(z=)] < M; para todo z € Xy todo i, y si la serie Y] M; converge, 
entonces la sucesión (s,) converge uniformemente a una función s. [Indi- 
cación: sea Tn = D ¡zm y1 Mi. Pruebe que si k > n, entonces [sj (2) — 
sn(z)| < rn; concluya que |s(x) — snlx)| < r.] 
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12. Pruebe la continuidad de las operaciones algebraicas sobre |R, como sigue: use 
la distancia d(a, b) = |a — b| sobre R y la distancia en R? dada por la ecuación 


pl, y), (xo, yo) = máxlz — zol, ly — vol). 


(a) Pruebe que la adición es continua. [Indicación: dado e, tome $ = e/2 y 
observe que 


díx + y, zo + yo) < lx — zol + ly — Yol.) 


(b) Pruebe que la multiplicación es continua. [Indicación: dado (xo, yo) y 0 < 
€ < 1, tome 
30 = €/(lxo] + lyol + 1) 


y observe que 
d(zy, zoyo) < |zo| ly — ol + lyol lx — ol + |x — zol ly — yol.] 


(c) Pruebe que la operación de tomar inversos es una aplicación continua de 
R-—(0) aR. [Indicación: pruebe que la imagen inversa del intervalo (a, b) 
es abierto. Considere cinco casos, según sean a y b positivos, negativos o 
cero.] 

(d) Pruebe que las operaciones de sustracción y cociente son continuas. 


*$22 La topología cociente! 


A diferencia de las topologías que ya hemos considerado en este capítulo, la topología 
cociente no es una generalización natural de algo que ya se haya estudiado en análisis. 
No obstante, es lo suficientemente sencilla para motivar. Una motivación es la que nos 
da la geometría, donde a menudo tenemos ocasión de utilizar técnicas de “cortar-y- 
pegar” para construir objetos geométricos tales como superficies. El toro (superficie 
de un donut), por ejemplo, se puede construir tomando un rectángulo y “pegando” sus 
aristas apropiadamente, como en la Figura 22.1. Y la esfera (superficie de una pelota) 
se puede construir tomando un disco y plegando su borde completo. hasta tener un 
único punto (véase la Figura 22.2). La formalización de estas construcciones implica 
el concepto de topología cociente. 


Definición. Sean X e Y espacios topológicos, y sea fp) X — Y una aplicación 
sobreyectiva. La aplicación p se dice que es unaaplicación cociente siempre que un 
subconjunto U de Y es abierto en Y si, y sólo QU ) 9s abierto en Ko 


TEsta sección se usará a lo ¿Ergo de lá Parte II del Libro. También se referirán a ella algunos ejercicios 
de la Parte 1. 


a 
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Figura 22.2 


Esta condición es más fuerte que la de continuidad; algunos matemáticos la lla- 
man “continuidad fuerte”. Una condición equivalente es requerir que un subconjunto 
Á de Y sea cerrado en Y si, y sólo si, p"*(4) es cerrado en X. La e de 
las dos condiciones se sigue de la do. j 


ds Bo UY -B)=X-f(B). 


Otro modo de describir una aplicación cociente es el siguiente: diremos que un sub- 
conjunto C de X es saturado (respecto a la aplicación sobreyectiva p : X — Y) si 
C contiene a cada conjunto p”*((y)) al que interseca. Así C es saturado si es igual 
a la imagen inversa completa de un:subconjunto de Y. Decir que p es una aplicación 
cociente es equivalente a decir que p es continua y p asocia conjuntos abiertos satu- 
rados de X' con conjuntos abiertos de Y. (o-conjtintos saturados cerrados de X' con 
conjuntos cerrados de Y). 


“Dos clases especiales de aplicaciones cociente son las aplicaciones abiertas y 
las aplicaciones cerradas. Recordemos que una aplicación f : X —= Y se dice 
que es una aplicación abierta si para cada conjunto abierto U de X, el conjunto 
F(U) es abierto en Y . Se dice que es una aplicación cerrada si para cada conjunto 
cerrado Á de X, el conjunto f(A) es cerrado en Y . Se sigue inmediatamente de la 
definición que sip: X — Y es una aplicación continua sobreyectiva que es abierta o 
cerrada, entonces p es una aplicación cociente. Existen aplicaciones cociente que no 
son abiertas ni cerradas (véase el Ejercicio 3). 
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3 EJEMPLO 1. Sea X el subespacio [0, 1] U (2, 3] de R y sea Y el subespacio (0, 2] de R. 
La aplicación p : X — Y definida por” ” 


_Jz para x € [0,1] 
n= (7, para zx € [2,3] 


se ve inmediatamente que es sobreyectiva, continua y cerrada. Por tanto, es una aplicación 
cociente. Sin embargo, no es una aplicación abierta; la imagen del conjunto abierto (0, 1] 
de X no es abierta en Y. 

Obsérvese además qa si id: es el subespacio [0, 1)U[2, 3] de X, entonces la aplicación 
q : A —> Y obtenida al restringir p es continua y sobreyectiva, pero rip es una aplicación 
cociente. En efecto, el conjunto [2, 3] es abierto en Á y es saturado con respecto a q, pero 
su imagen no es abierta en Y. . 


EJEMPLO 2.  Sear; : RxR — R la proyección sobre la primera coordenada; entonces 
1, es continua y sobreyectiva. Es más, 77, es una aplicación abierta. Si U x V es un 
elemento básico no vacío para R x R, entonces rr, (U x V) = U es abierto en R; se sigue 
que Tr; lleva conjuntos abiertos de R x R a-conjuntos abiertos de R. Sin embargo, r, no 
es una aplicación cerrada. El subconjunto 


C=(2xy|zy=1) 


'.de R x Res cerrado, pero ri(C) = R = (0), que no es cerrado en R, 

Nótese que si A es el.subespacio de R x R que es la unión de € y el origen (0), 
entonces la aplicación g : A —> R obtenida al restringir 7, es continua y sobreyectiva, 
pero no es una aplicación cociente. En efecto, el conjunto unipuntual (0) es abierto en A 
y es saturado con respecto a q, pero su imagen no es abierta en R. 


Ahora mostramos cómo la noción de aplicación cociente se puede usar para cons- 
truir una na topología Lia un E 


Definición. - -Si X es un «espacio, A un conjunto y p : X -> ÁAes una Aplicación 
sobreyectiva, entonces existe exactamente una topología Y sobre A relativa a la cual 
pes una aplicación cociente; se denomina topología cociente inducida por p. 


La topología T está definida, por supuesto, reuniendo aquellos subconjuntos U de 
A tales que p”*(U” es abierto en X. Es fácil comprobar que T es una topología, Los 
conjuntos Y y Á son abiertos porque p"'(9) = 9 y p"3(A) = X. Las otras dos 
condiciones se siguen de las ecuaciones 


PU.) = Urius, 


ael ad 


fou) =N 0). 
i=l «ml: 
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EJEMPLO 3. — Sea p la aplicación de la recta real ¡R sobre el conjunto de tres puntos 
A = (a, b, c) definida por. 


asiz>0 
plx)=4 bsiz<0 
csiz=0. 


Puede comprobar que la topología cociente sobre A inducida por p es la que se indica en 
la Figura 22.3. . 


Figura 22.3 


Hay una situación especial en la que la topología cociente es particularmente fre- 
cuente de encontrar. Es la siguiente: 


Definición. Sea X un espacio topológico y sea X* una partición de X en subcon- 
juntos disjuntos cuya unión es X. Sea p : X — X* la aplicación sobreyectiva que 
lleva cada punto de X' al elemento de jue lo contiene. En la topología cociente 
inducida por p, el espacio.X* se denomina espacio cociente de a >. 


Dado X”, hay una relación de equivalencia sobre X en la que los elementos de X* 
son las clases de equivalencia. Se puede pensar enC* bomo obtenido al “identificar” 
cada par de puntos equivalentes, Bor este motivo, el espacio'cociente XT re denomina 
a menudo espacio de identificación, o espacio de descomposición, del espacio:X. 

Podemos describir la topología de X* de otro modo. Un subconjunto U de'X* es 
una colección de clases de equivalencia, y el conjunto p”*(U) es justo la unión de 
las clases de equivalencia que pertenecen a U. Así, el conjunto abierto caractetístico 
de X” es una colección de clases de equivalencia cuya unión es un conjunto abierto 
de X. 


EJEMPLO 4. Sea X la bola unitaria cerrada 
lrxyl+y<1) 


en R?, y sea X* la partición de X formada por todos los conjuntos unipuntuales Lu x y) 
para los que ?4+-y? < 1, junto con el conjunto S1 = (2 x y|2?+y? = 1). Los conjuntos 
abiertos saturados característicos en X son los que están dibujados como regiones rayadas 
en la Figura 22.4. Se puede probar que X* es homeomorfo al subespacio de R? llamado 
la 2-esfera unidad, definida por : 


S=((092)l0+9+2=1). 
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rr 
YY, 
P: 
—» 
LY, 
p(v) 
Figura 224 


EJEMPLO 5. Sea X el rectángulo [0,1] x [O, 1]. Definimos una partición X* de X 
como sigue: consiste en todos los conjuntos unipuntuales (zx x y) donde 0 < x < ly 
0 < y < 1, los siguientes tipos de conjuntos de dos puntos: 


[fx x0,2x1) donde 0< zx <l, 
[0x y,1x y) donde 0<y<l, 


y el conjunto de cuatro puntos 
"0x0,0x1,1x0,1x 1). 
Los conjuntos abiertos saturados característicos de Xson los que están dibujados como 


regiones rayadas en la Figura 22.5; cada uno es un conjunto abierto de X' que es igual a 
la unión de elementos de X”. 


Figura 22.5 


La imagen de cada uno de estos conjuntos bajo p es un conjunto abierto de X*, como 
se indica en la Figura 22.6. Esta descripción de X* es exactamente la forma matemática 
de decir lo que expresamos en los dibujos cuando pegábamos las aristas de un rectángulo 
para formar un toro. : j 


Ahora examinaremos la relación entre las nociones de aplicación cociente y es- 
pacio cociente y los conceptos introducidos previamente. Es interesante observar que 
esta relación no es tan simple como uno podría desear. 
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AN) 


Figura 22.6 


Ya hemos observado que los subespacios no se comportan bien; sip: X — Y es 
una aplicación cociente y Á es un subespacio de X, entonces la aplicación obtenida 
al restringir p, q : A — p(A), no es necesariamente una aplicación cociente. Sin 
embargo, se tiene el siguiente teorema: 


Teorema 22.1. Seanp : X — Y una aplicación cociente, A un subespacio de X que 
es saturado con respecto a p y q : A > p(A) la aplicación obtenida al restringir p. 


(1) Si A es abierto o cerfado en X, entonces q es una aplicación cociente. 
*2) Si'p es una aplicación abierta O cerrada, entonces q es una aplicación cociente. - 


Demostración. - Paso 1. En primer lugar comprobaremos las dos siguientes ecuacio- 

nes: Be > 
av) = Uv) si V C p(A), 

PUNA) = p(U)Np(A) siU Cc X. 


Para comprobar la primera ecuación, observamos que, como V C p(A) y Aes satura- 
do, p"1(V) está contenido en A. Se sigue que tanto p”*(V) como q7*(V') son todos 
los puntos de A que son aplicados por p en V. Para comprobar la segunda ecuación, 
nótese que para cualesquiera dos subconjuntos U y A de X, tenemos la inclusión 


nUN A) CAUINAA). 


Para probar la inclusión inversa, supongamos que y = p(u) = pla), para u € U y 
a € A. Puesto que A es saturado, A contiene al conjunto p7*(p(a)), por lo que A, en 
particular, contiene a u. Entonces y = p(u), donde u € UNA. 

Paso 2. Ahora supongamos que Á es abierto a que p es abierta. Dado el subcon- 
junto V de p(A), suponemos que q UV) es abierto en A y vamos a probar que V es 
abierto en p(A). 

Supongamos primero que A es abierto. Como q *(V) es abierto en A y A es 
abierto en X, entonces q”L(V) es abierto en X.. Puesto que g—(V) = p+Hv), el 
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segundo conjunto es abierto en X, por lo que V es abierto en Y ya que p es una 
aplicación cociente. En particular, V es abierto en p(A). 
Supongamos ahora que p es abierta. Puesto que q*(V) = p7*(V) y g*(V) es 
_ abierto en A, tenemos que p UV) = UN A para algún conjunto U abierto en X. 
Ahora bien, p(p"*(V)) = V puesto que p es sobreyectiva; entonces 


V =p(p"(V)) = (UNA) = p(U)Np(A). 


El conjunto p(U) es abierto en Y' porque p es una aplicación abierta; de aquí, V es 
abierto en p(A). 

Paso 3. La prueba cuando Á o p son cerrados se obtiene reemplazando la palabra 
“abierto” por la palabra “cerrado” en todo el Paso 2. a 


“A continuación consideramos otros conceptos introducidos previamente. Las com- 
posiciones de aplicaciones se comportan bien; es fácil comprobar que la composición 
de dos aplicaciones cociente es una aplicación cociente; este hecho se sigue de. la 
ecuación 


“UgHO)) = (q op) (U). 


Por otro lado, los productos de aplicaciones no se comportan bien; el producto 
cartesiano de dos aplicaciones cociente no necesita ser una aplicación cociente. Véase 
el Ejemplo 7 siguiente. Se necesitan imponer más condiciones en las aplicaciones o 
en los espacios para que este hecho sea cierto. Una de ellas, una condición sobre 
los espacios, se llama compacidad local, que estudiaremos más adelante. Otra, una 
condición para las aplicaciones, es la condición de que las aplicaciones p y q sean 
aplicaciones abiertas. En ese caso, es fácil ver que p x q es también una aplicación 
abierta, por lo que es una aplicación cociente. 


Finalmente, la condición de Hausdor/f no se comporta bien; incluso si X' es de 
Hausdorff, no existe razón alguna para que el espacio cociente X'* tenga que ser de 
Hausdorff, Hay una condición simple para que X* satisfaga él axioma T;; simple- 
mente sé pide que cada elemento de la partición X* sea un subconjunto cerrado de X. 
Las condiciones que asegurarán que X* sea de Hausdorff son más difíciles de encon- 
trar. Esta es una de las cuestiones más delicadas sobre espacios cociente; OS 
a ella en varias ocasiones a lo largo del libro. 


Quizás el resultado más importante en el estudio de espacios cociente tiene que 
ver con el problema de construir funciones continuas sobre un espacio cociente. 
Consideramos este problema a continuación. Cuando estudiamos espacios produc- 
to, teníamos un criterio para determinar si una aplicación f : Z — ]] Xen un 
espacio producto era continua. Su homólogo en la teoría de espacios cociente es un 
criterio para determinar cuándo una aplicación f : X* — Z que parte de un espacio 
cociente es continua. Se tiene el siguiente teorema: 
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Teorema 22.2. Sea p : X — Y una aplicación cociente. Sea Z' un espacio y sea 
g : X.—> Z una aplicación que es constante sobre cada conjunto p*([y)), para 
y € Y. Entonces g induce una aplicación f : Y —>.Z tal que f op = g.La aplicación 
inducida f es:continua si, y sólo si, g es POnanOn: dd esuna aplicación cociente si, y 
sólo si, ges una aplicación cociente, : 


Demostración. Para cada y € Y, el conjunto g(p”*(([y))) es un conjunto unipun- 
tual en Z (puesto que. g es constante sobre p”1((y))). Si denotamos por f (y) a 
este punto, entonces. hemos definido una aplicación f : Y.— Z tal que para cada 
7 € X, f(p(x)).= g(=). Si f es continua, entonces y = f o p es continua. Recípro- 
camente, supongamos que y es continua. Dado un conjunto abierto V de Z,g UV) 
es abierto en X. Pero gW(V) = p"*Uf7'(V)); como p es una aplicación cociente, 
se sigue que f— xv) es abierto en Y. De aquí, f es continua. 

Si f es una aplicación cociente, entonces y es la composición de dos aplicaciones 
cociente y es así una aplicación cociénte. Recíprocamente, supongamos que g es 
una aplicación cociente. Puesto que g es sobreyectiva, también lo es f. Sea Y un 
subconjunto de Z; probáremos que V es abierto en Z si f7U(V) es abierto en Y . 
Ahora el conjunto p”*(f=1(V)) es abierto en X' porque p es continua. Puesto que 
este conjunto es igual a g”1(V), este último es abierto en X. Entonces, como ges 
una aplicación cociente, V es abierto en Z. A 


Corolario 22.3. Sea g : X — Z.una aplicación continua sobreyectiva. Sea X* la 
ud eleendn de subconjuntos de X: 


= 5 4) ¡PSA 


Dotemos a .X* de, la topolópía cociente. 


(a) La aplicación g induce una aplicación continua biyectiva f : X* —= Z, que es 
un homeomorfismo si, y sólo si, g es una aplicación cociente. 


MS 
P 
ALA L 


(b) Si Z es de Hausdorff, también lo es X”. 
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Demostración. Por el teorema anterior, sabemos que g induce una aplicación v0n* 
tinua f : X* —. Z; está claro que f es biyectiva. Supongamos que: f es un homeo- 
morfismo. Entonces, tanto:f como la aplicación proyección p:: X — X* son aplica- 
ciones cociente, por lo que su composición q es una aplicación cociente. Recíproca- 
mente, supongamos que y es una aplicación cociente. Entonces se sigue del teorema 
anterior que f es una aplicación cociente. Al ser biyectiva, f es así un homeomorfis- 
mo. 


Supongamos que Z es de Hausdorff. Dados puntos distintos de X*, sus imágenes 
bajo f son distintas y así poseen entornos disjuntos U y V. Entonces f UD) y 
F7*(V) son entornos disjuntos de los dos puntos dados de X'*. s 


EJEMPLO 6. Sea X el subespacio de R? que es la unión de los segmentos de recta 
[0,1] x [n), para n € Z,, y sea Z el subespacio de R? fórmado por todos los puhtos de 
la forma Tx (x/n) para x € [0,1] y n € Z;. Entonces X $$ Ta nión de un conjunto 
numerable de segmentos de recta disjuntos, y Z es la unión de un conjunto numerable de 
segmentos de recta con un punto final en común (véase la Figura 22.7)... 


¡ERA SP  — — —— 
E y 
e —— —__ 
% 
q_ EA ———Á 
* q ; : 
——————— 
== E 
Figura 22.7 


Definamos una aplicación g : X —> Z porla ecuación g(1xn) = xx (2/n); entonces 
ges sobreyectiva y continua: El espacio cociente X* cuyos elementos son los comjúntos 
y ((2)) es simplemente el espacio obtenido de X úl identificar el subconjunto [04x Z ; 
con un punto. La aplicación g induce una aplicación continua biyectiva f : X* — Z.Pero 
f no es un homeomorfismo. 

Para verificar este hecho, es suficiente mostrar que g no es una aplicación cociente. 
Consideremos la sucesión de puntos z. = (1/n) xn de X: El conjunto A = (2) es 
un subconjunto cerrado de X porque no tiene puntos límite. También, es saturado con 
respecto a g. Por otro lado, el conjunto g(4) no es cerrado en Z, ya que está formado por 
los puntos 2, = (1/n) x (1/n?); este conjunto tiene el origen como punto límite. 


EJEMPLO 7. El producto de dos aplicaciones cociente no necesariamente es una apli- 
cación cociente. 

Presentamos un ejemplo con espacios que no son de Hausdorff en los ejercicios, 
Aquí tenemos otro con espacios que se comportan mejor. 

Sea X = R y sea X*” el espacio cociente obtenido de X al identificar el subconjunto 
Z., con un punto b; sea p : X — X* la aplicación cociente. Sea Q el subespacio de R for- 
mado por los números racionales y sea 2: Q — Qla aplicación identidad: Mostraremos 
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que 
pxi:XxQ>xXx*xQ 

no es una aplicación cociente. 

Para cada n, sea €, = y2 2/m, y coeiidacaos las lines rectas en R? con pendientes 
1 y —1, respectivamente, que pasan por'el punto nx ta Sea Un formado por todos los 
puntos de Xx Q:que están, o bien en la zona Stiperior de estas rectas, o en la zona inferior 
de ellas, y también entre las rectas verticales x= n — 1/4 y  =n + 1/4. Entonces Un 
es abierto en X x Q y contiene al conjunto (n) xQ porque c,, no es racional (véase la 
Figura 22,8). 
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Figura 22.8 


Sea U la unión de los conjuntos 17, ; entonces U es abierto en X x Q. Es saturado 
con respecto a p x 1 porque contiene al conjunto entero Z., x (q) para cada g € Q. 
Supongamos que U”* = (px ¿)(U) es abierto en X* xQ y obtengamos una contradicción. 

, Puesto que Y contiene, en particular, al conjunto Z, x 0, el conjunto U” contiene al 
punto bx 0. De equi U* contiene un conjunto abierto de la forma W x 15, donde W es un 
“entorno de ben X* e 15 está formado por todos los. números racionales ycon |y| <ó. 
Entonces 
PD UW) xls CU. 

CulamOs n. lo suficientemente grande de modo que Cp < d. Entonces, puesto que 

—1(W) es abierto en X y contiene a £,, podemos elegir'e < 1/4 de modo que el 
inerao (n — e, n + €) esté contenido en p”*(W). Entonces U contiene al subconjunto 

= (n — e, n + €) x 15 de Xx Q. Pero el dibujo aclara que hay muchos puntos TXyYy 
dE V que no pertenecen a U. (Uno se ellos es el punto x x y donde x = nm + de eyes un 
número racional con | y — ca | < je). ; 
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Ejercicios 


1. Compruebe los detalles del Ejemplo 3. 


2. (a) Seap: X — Y una aplicación continua. Pruebe que si existe una aplica- 
ción continua f ; Y — X tal que po f es igual a la Apia identidad 
de Y, entonces p es una aplicación cociente. : 

(b) Si A C X, una retracción de X sobre A es una aplicación continua r : 
X — A tal que r(a) = a para cada a € A. Pruebe que una retracción es 
una aplicación cociente. 


3. Sea rm; : Rx R —> R la proyección sobre la primera coordenada. Sea A el 
subespacio de R x R formado por todos los puntos z x y para los que x > 0 
Ó y = 0 (6 ambos) y sea q : :'A => R obtenida al restringir 7; . Pruebe que q es 
una aplicación cociente que no es abierta ni cerrada. 
4. (a) Definamos una relación de equivalencia sobre el plano X= R? como 
sigue: : 
TO X Yo Y T1XYl sizo + y) = "21 +Yf- 
Sea X* el espacio cociente correspondiente. Es RemeeoóS a un espacio 
conocido: ¿cuál es? Undicación: defina g(»x y) =x+y?.] 
(b) Repita (a) para la relación de equivalencia 


ToOXYvYmn xy simi+y=x+y 


5, Seap : X —= Y una aplicación abierta. Pruebe que si A es abierto en X, 
entonces la aplicación q : A > p(4), obtenida al restringir p, es una aplicación 
abierta. 


6. Recordemos que Rx; denota la recta real en la K-topología (véase $13). Sea Y 


el espacio cociente obtenido de Rx al reducir el conjunto K' a un punto y sea 
p:Rkx > Y la aplicación cociente. 


(a) Pruebe que Y satisface el axioma TF, pero no es de Hausdorff. 

(b) Pruebe que p x p : Rx x Rx —Y x Y no es una aplicación cociente. 
[Indicación: la diagonal no es cerrada en Y x Y, pero su imagen inversa 
es cerrada en Rx x Rk.] 


*Ejercicios complementarios: grupos topológicos 


En estos ejercicios consideraremos grupos topológicos y algunas de sus propiedades. 
La topología cociente toma su nombre de un caso especial que surge cuando uno 
forma el cociente de un grupo topológico con un subgrupo. 
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Un grupo topológico G es un grupo que es también un espacio topológico satis- 
faciendo el axioma T, tal que la aplicación de Gx G a G enviando Tx yaz-y, y 
la aplicación de G a G que envía za x” 1 son aplicaciones continuas. A lo largo de 
los peguen ejercicios, denotaremos por G a un grupo topológico. 


1, Denotemos por , Haun grupo que es también un espacio topológico satisfacien- 
do el axioma 7. Pruebe que H es un grupo topológico si, y sólo si, la aplicación 
de HxHenHqueenvíaxxyazxr-:y les continua. 


2. Pruebe que los siguientes son grupos topológicos: 

(9) (2,+). 

(b) (R, +). 

(c) (Ry: ). 

(d) (S”, .), donde tomamos S* como el espacio de todos lós números comple- 
jos z para los que l2| =1. 

(e) El grupo general lineal GL(n), bajo la operación de multiplicación de ma- 
trices. (GL(n) es el conjunto de todas las matrices de orden n por n no 


singulares, con la topología de subespacio al considerarlas como un sub- 
conjunto del espacio euclídeo de dimensión n? de forma obvia.) 


3. Sea H un subespacio de G. Pruebe que si H es también un subgrupo de G, 
entonces tanto A como H son grupos topológicos. 


4, Sea a un elemento de G.. Pruebe que las aplicaciones fa, Ja : G — G definidas 
por 
foala)=a:z y ga[x)=x-0 
son homeomorfismos de G. Concluya que G es un espacio homogéneo (esto 
significa que para cada par x, y de puntos de G, existe un homeomorfismo de G 
sobre él ínismo que lleva z a y). 


5. Sea H un subgrupo de G. Si x € G, definimos zH = [x-h|h € H|; este 
conjunto se denomina clase por la izquierda de H en G. Denotemos por G/H 
a la colección de clases por la izquierda de H en G, que es una partición de G. 
Dotemos a G/H de la topología cociente. 


(a) Pruebe que, si a: € G, la aplicación f., del ejercicio anterior induce un 
homeomorfismo de G/H que lleva a 4H sobre (a - x)H. Concluya que 
G/H es un espacio homogéneo. 


(b) Pruebe que si H es un conjunto cerrado en la topología de G, entonces los 
conjuntos unipuntuales son cerrados en G/H. 


(c) Pruebe que la aplicación cociente p : G' > G/H es abierta. 
(d) Pruebe que si H es cerrado en la topología de G y es un subgrupo normal 
de G, entonces G/H es un grupo topológico. 
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6. Los enteros Z son un subgrupo normal de (R, +). El cociente ¡R/Z es un grupo 
topológico conocido: ¿cuál es? 


7. Si A y Bson subconjuntos de G, denotemos por A - B al conjunto de todos los 
puntos a - b paraa € Ayb€ B, y representemos por A”* al conjunto de todos 
los puntos a7?, para a € A. 


(a) 


(b) 


(c) 


(d) 


Un entorno V del elemento identidad e se dice que es simétrico si verifica 
que V = V71. Si U es un entorno de e, pruebe que existe un entorno 
simétrico V de e tal que V - V C U. [Indicación: si W es un entorno de e, 
entonces W - W>71 es simétrico.] 

Pruebe que G es de Hausdorff. De hecho, pruebe que si x 4% y existe un 
entorno V de e tal que V - x y V - y son disjuntos. 

Pruebe que G satisface el siguiente axioma de separación, que se denomina 
axioma de regularidad: dado un conjunto cerrado A y un punto x que no 
está en A, existen conjuntos abiertos disjuntos que contienen a Á y ax, 
respectivamente. [Indicación: existe un entorno Y de e tal que V - x y 
V - A son disjuntos.] * 

Sea H. un subgrupo de G que es cerrado en la topología de G y sea p : 
G — G/H la aplicación cociente. Pruebe que G/H satisface el axioma de 
regularidad. [Indicación: examine la prueba de (c) cuando AÁ es saturado.] 


Capítulo 3 


Conexión y compacidad 


En el estudio de cálculo elemental existen tres teoremas básicos acerca de funciones 
continuas sobre los que se apoyan la mayoría de resultados que encontramos en esta 
materia. Son los siguientes; 

Teorema del valor intermedio. Si f : [a,b] — R es continua y r es.un número 
real comprendido entre f(a) y f(b), entonces existe un elemento c € [a, b] tal que 
Ilo) =r. | 

Teorema del valor máximo. Si f : [a,b] —> R es continua, entonces existe un 
elemento c € [a, b] tal que f(x) < f(c) para cada z € [a, db]. 

Teorema de la continuidad uniforme. Si f : [a, b] — R es continua, entonces dado 
€ > (, existe 9 > O tal que | f(x1) — f(x2)] < e para cada par de números 21, z, de 
la, b] verificando [11 — x2] < 6. 

Estos tres teoremas se utilizan en otros muchos resultados. Por ejemplo, el teore- 
ma del valor intermedio se emplea para construir funciones inversas, tales como Yz 
y arcsenzr; el teorema del valor máximo se utiliza para probar el teorema del valor 
medio para derivadas, resultado sobre el que se apoyan los dos teoremas fundamen- 
tales del cálculo. El teorema de la continuidad uniforme se utiliza, entre otras cosas, 
para demostrar que cada función continua es integrable. 


Hemos hablado de estos tres teoremas como resultados sobre funciones continuas, 
pero también pueden ser considerados como teoremas sobre funciones definidas so- 
bre el intervalo cerrado (a, b] de los números reales. Este hecho es realmente decisivo 
ya que los tres teoremas dependen no sólo de la continuidad de f, sino también de 
ciertas propiedades que satisface el espacio topológico (a, b]. 

La propiedad del espacio [a, b] que nos permite enunciar el teorema del valor 
intermedio se llama conexión y la propiedad en la que se apoyan los otros dos resul- 
tados se denomina compacidad. En este capítulo definiremos estas propiedades para 
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espacios topológicos arbitrarios y demostraremos las correspondientes versiones de 
estos teoremas en un contexto más general. j 


Así como los tres teoremas señalados son fundamentales para cálculo elemental, 
las nociones de conexión y compacidad son también fundamentales e imprescindibles 
en análisis, geometría y topología —de hecho, lo son en cualquier contexto en el Ale 


la noción de espacio topológico sea en sí misma relevante. . 
PE 4 


823 Espacios conexos 


La definición de conexión para un espacio topológico es muy natural. Así, se dice que 
un espacio puede ser “separado” si es posible dividirlo en dos conjuntos abiertos con 


intersección trivial. En caso contrario, diremos que el espacio es conexo. En términos 
más precisos, se tiene la siguiente definición. 


Definición. Sea X un espacio topológico. Una separación de X es un par U, V de 
abiertos disjuntos no triviales de X' cuya unión es X. El espacio X' se dice que es 
conexo si no existe una separación de X. 


Obviamente, la conexión es una propiedad topológica, ya que se formula completa- 
mente en términos de la colección de los conjuntos abiertos de -X. En otras palabras, 
si X es un espacio conexo, también lo es cualquier espacio homeomorfo a X. 


Otro modo de formular la definición de conexión es la siguiente: - 


Un espacio X es conexo si, y sólo si, los únicos subconjuntos de X que 
son abiertos y cerrados en X son el conjunto vacío y el propio X. 


Obsérvese que si Á es un subconjunto propio no vacío de X' que es a la vez abierto 
y cerrado, entonces los conjuntos Y = A y V = X — A constituyen una separación 
de X. Recíprocamente, si U y V forman una separación de X', entonces U es un 
subconjunto propio no vacío de X que es abierto y cerrado. 


Para un subespacio Y de un espacio topológico X existe otra manera alternativa 
de formular la definición de conexión. 


Lema 23.1. Si Y es un subespacio de X, una separación de Y es un par A, B de 
conjuntos no vacíos y disjuntos cuya unión es Y de modo que ninguno de ellos con- 
tiene puntos límite del otro. El espacio Y es conexo si no existe una separación de 
Y. rg 


Demostración. Supongamos primero que A,-B es una separación de Y. Entonces 
A es abierto y cerrado en Y. La adherencia de A en Y es el conjunto A A Y (donde 
A denota la adherencia de A en X). Como Á es cerrado en Y, A = ANY,olo 


7 
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que es igual, AN B. = %. Como A es la unión de Á con sus puntos límite, B no 
contiene puntos límite de A. Un argumento Deer demuestra que -4 no contiene 
puntos límite de B. 


Recíprocamente, supongamos que A y B son ohms disjuntos no vacíos cuya 


unión es Y, ninguno de los cuales contiene puntos límite del otro. Entonces se satis- 
face que ANB=9SyANB= 19; de esta forma, concluimos que ANY = A y 
BnY = B. Así, A y B:son cerrados en-Y y, como A=Y-—ByB=Y-A, 
también son abiertos en Y . ] 


A 


EJEMPLO 1. Sea .X un conjunto con dos elementos dotado de la topología indiscreta. 
. Es obvio que no existe una separación de X, luego X es conexo. 


EJEMPLO 2. Sea Y el subespacio [—1,0) U (0, 1] de la recta real R. Los conjuntos 
[-1, 0) y (0, 1] son no vacíos y abiertos en Y (aunque no en R) y, de esta forma, cons- 

. .fituyen una separación de Y. Por otra parte, obsérvese que ninguno de estos conjuntos 
contiene puntos límite del otro. 


EJEMPLO 3. Sea X el subespacio [—1, 1] de la recta real. Los conjuntos [—1, 0] y (0, 1] 
“son disjuntos y no vacíos pero no forman una separación de X ya que el primer conjunto 


... mo es abierto en X.. Por otro lado, obsérvese que el primer conjunto contiene un punto 


CN 


, límite, el O, del segundo. De hecho, ia enseguida que no existe una separación 
, del espacio [—1, 1]. 


"** EJEMPLO 4. El conjunto de los números racioriales Q noes conexo. Es más, los únicos 
$. subespacios conexos de Q son los conjuntos unipuntiales: si Y es un subespacio de Q 


conteniendo dos puntos p y q, es posible elegir un número irracional a entre p yay 
.. escribir Y como la unión de los abiertos 


23 Yn(-o,a) e Yn(a, +00). 


EJEMPLO 5. Sea X el siguiente subconjunto del plano R?: 


X=(fxyly=0)U(exy|zr>0y=1/2]. 


(, Entonces X' no es conexo, De hecho, los dos conjuntos constituyen una separación de X 
«1 Pues ninguno de ellos contiene puntos límite del otro (véase la Figura 23.1), 


2 


7 
1 
3 


Figura 23.1 


+2 Hemos proporcionado varios ejemplos de espacios que no son conexos. ¿Cómo 


podemós construir espacios que sean conexos? Demostraremos varios resultados que 
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nos dicen cómo construir espacios conexos a partir de espacios conexos que ya están 
dados de antemano. En la próxima sección aplicaremos estos teoremas para demos- 
trar que algunos espacios específicos, tales como los intervalos en R, las bolas y los 
cubos en R”, son conexos. En primer lugar, veamos un lema. 


Lema 23.2. Si los conjuntos C y D forman una separación de X, y además Y es un 
subespacio conexo de X, entonces Y está contenido bien en C, bienen D. 


Demostración. Como C y D son abiertos en X, los conjuntos C'N Y y DN Y son 
abiertos en Y . Estos dos conjuntos son disjuntos y su unión es Y; si fueran ambos no 
vacíos, constituirían una separación de Y. De esta forma, alguno de ellos es vacío. 
Por tanto, Y está contenido enteramente en Coen D. M 


Teorema 23.3. La unión de una colección de subespacios conexos de X' que tienen 
un punto en común es conexa. 


Demostración. Sea [ A, una colección de subespacios conexos de un espacio X y 
sea p un punto de (”) A,. Probemos que el espacio Y = |) 4, es conexo. Supongamos 
que Y = CU D es una separación de Y. El punto p está, bien en C' bien en D; 
supongamos que p € C. Como A, es conexo, ya Ay C C, ya Ay C D, aunque esta 
última posibilidad se descarta pues p € Al y p € C.. Por tanto, Ay C C para cada a, 
y así Y A, € C, contradiciendo el hecho de que D era no vacío. a 


Teorema 23.4. Sea A un subespacio conexo de X. Si AC B C A, entonces B es 
también conexo. 


En otras palabras: si B se forma añadiéndole a A alguno o todos sus puntos límite, 

entonces B es conexo. 

Demostración. Sea A conexo y sea AC B C A. Supongamos que B= CUD 

es una separación de B. Por el Lema 23.2, el conjunto A verificá ACCOACO; 

. supongamos que A C C. Entonces A C C. Como C y D son disjuntos, B no puede 

intersecar a D. Esto contradice el hecho de que D es un subconjunto no vacío de B. 
: R 


Teorema 23.5, La imagen de un espacio conexo bajo una aplicación continua es un 
espacio conexo. , 


Demostración. Sea f : X — Y una aplicación continua y supongamos que X' es 
conexo. Queremos probar que el espacio imagen Z = f(X) es conexo. Como la 
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aplicación obtenida de f al restringir su rango al espacio Z es también continua, es 
suficiente considerar el caso de una aplicación continta y sobreyectiva 


bo 9g:X =2Z. 


Supongamos que Z = AU B es una separación de Z en dos conjuntos disjuntos 
no vacíos y abiertos en Z. Entonces g”*(4) y g”*(B) son conjuntos disjuntos cuya 
unión es X. Además son abiertos en X, pues g es continua, y no vacíos, porque y 
es sobreyectiva. De esta forma, constituyen una separación de X, contradiciendo la 
hipótesis de que X era conexo. Ñ : » 


Teorema 23.6, El producto cartesiano finito de espacios conexos es conexo. 


Demostración. Vamos a demostrar primero el resultado para el producto de dos 
espacios conexas X e Y. La prueba es sencilla de visualizar. Elijamos un “punto 
base” a x b en el producto X x Y. Obsérvese que la “rebanada horizontal” X x bes' 
conexa, ya que es homeomorfa aX, y que también lo es cada “rebanada vertical” ya 
que éstas son homeomorfas a Y. Como consecuencia, cada espacio 


Teo =(X xb)U(zxY) 


ol 


es conexo ya que es la unión de dos espaciós conexos que tienen el punto x x b 
en común (véase la Figura 23.2). Ahora, consideremos la unión Uyex Ty de todos 
estos espacios. Como todos tienen al punto a x b en común, esta unión es conexa. 
Finalmente, al coincidir esta unión con el propio espacio X x Y, se concluye que 
X x Y es conexo. 


Y xx Y 
axb 
b xXx b 
Xx 
x a 
Figura 23.2 


La prueba para cualquier colección finita de espacios conexos puede realizarse 
por inducción, utilizando el hecho (fácilmente demostrable) de que X1 x ---x Xp, 
es homeomorfo a (Xy x ++ x Xp-1)x Xp. mM 


Es natural preguntarse cuándo puede extenderse este teorema a productos arbitra- 
rios de espacios conexos. La respuesta depende de la topología que utilicemos para 
dicho producto, tal y como demuestra el ejemplo siguiente. 
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EJEMPLO 6. Consideremos el producto cartesiano R'” con la topología por cajas. Po- 
demos escribir R“. como la unión de un conjunto Á constituido por todas las sucesiones 
acotadas de números reales, y de un conjunto B formado por las sucesiones no acotadas. 
Estos conjuntos son disjuntos y además son abiertos en la topología por cajas ya que sia 
es un punto de R”, el conjunto abierto 


U=(a1-1,01+1) x (a -1,09+1)x--- 


está ya formado por sucesiones acotadas si a es una sucesión acotada, ya por sucesiones 
no acotadas si a no lo está. De esta forma, incluso a pesar de que R es conexo (tal y como 
probaremos en la próxima sección), el producto R” no es conexo con la topología por 
cajas. 


EJEMPLO 7. Consideremos ahora R” con la topología producto y supongamos que 
R es conexo. Entonces probaremos que R” también es conexo. Denotemos por R” el 
subespacio de RR“ formado por todas las sucesiones x = (11, x2,...) tales que 2; =0 
para ¿ > n. El espacio R” es claramente homeomorfo a R” y utilizando el resultado 
anterior concluimos que es conexo. Se sigue entonces que el espacio R” es conexo, pues 
es la unión de los espacios R” que tienen el punto 0 = (0,0,...) en común. Veamos 
ahora que la adherencia de R% coincide con R” de lo cual se deduce que éste también es 
un espacio conexo. 

Sea a = (a¡,a2,...) un punto de R”. Sea U = [[ U; un abierto básico de la topología 
producto que contiene a a. Veamos que U interseca a R*, Existe un entero N tal que 
U, =R para ¿ > N. Entonces el punto 


¿X= (a1,...,4n,0,0,...) 


de R pertenece a U ya que a; € U, parai > N. 


El argumento que acabamos de presentar puede generalizarse para demostrar que 
un producto arbitrario de espacios conexos es conexo en la topología producto. Como 
no utilizaremos este resultado, dejaremos la prueba para los ejercicios. 


Ejercicios 


_ 1. Sean T y T' dos topologías en X. Si T' > T ¿qué puede decir de la conexión de 
X respecto de una topología y respecto de la otra? 
2. Sea (A, ) una sucesión de subespacios conexos de X tales que A. NAn+1 4 Y 
para cada n. Demuestre que LJ A, es conexo. 


3. Sean [4.) una colección de subespacios conexos de Xy A un subespacio 
conexo de X. Demuestre que si AM AL XL Y para todo a, entonces AU(U A.) 
es CONEXO. 


4. Demuestre que si X es un conjunto infinito, entonces X es conexo con la topo- 
logía de los complementos finitos (o topología cofinita). 
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5. Un espacio es totalmente disconexo si sus únicos subespacios conexos son los 
conjuntos unipuntuales. Demuestre: que si X.tiene la topología discreta, enton- 
ces X' es totalmente disconexo, ¿Es cierto el recíproco? 

6. Sea A C X. Demuestre que si C es un subespacio cónexo de X que interseca 
tanto a Á como a X — A; entonces € intersecaa FrA.: 


7. ¿Es el espacio Re coñiéxo? Justifique la respuesta. 
8. Determine si Ro es o no.conexo en la topología uniforme. . 


9. Sean A un subconjunto propio de X y B un subconjunto propio de Y. Si X e 
Y son conexos, demuestre que 


(Ax Y)-(4x B) 


es conexo. - nie 


10. Sean (XaJaey una familia de espacios conexos y X el espacio producto 


X = |] X. 


ac 
Sea a= (a/) un punto fijo de X. 


(a) Dado un subconjunto finito K de Y, denotemos por X kx el subespacio de 

«+ X dado portodos los puntos x= (za) tales que Ta = Uy para todo a Z K. 
Demuestre que X y es conexo. 
i!- . (b) Demuestre que la unión Y de los. espacios Xx es conexa. 
+”, - (c) Demuestre que X colcides con la adherencia de Y. Concluya que si es 
6d." > COnéxO. : 
11. Seap: X —> Y una aplicación cociente. Demuestre que si Y y los conjuntos de 
la forma p”* (([y)) son conexos, entonces X' también es conexo. 


12. Sea Y C X y supongamos que X e Y son conexos. Demuestre que si A y B 


- forman una separación de X — Y entonces Y U A e Y U B son conexos. 
Bros ? ¿A a : pen 
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Los teoremas de la sección precedente nos muestran cómo construir nuevos espacios 
Conexos partiendo de ciertos espacios conexos dados. ¿Pero dónde podemos encon- 
frar estos espacios conexos para empezar a construir los otros? El mejor lugar para 
zar a buscar es la propia recta real, Probaremos así que R es conexo y que tam- 
bién lo son los ¡intervalos y los rayos en R, ' 
.. Una aplicación de estos resultados es el teorema del valor intermedio del cálculo, 
ps generalizaremos fácilmente a cualquier función continua sobre un espacio cone- 
xo. Otra es el hecho de que espacios tan familiares como las bolas y las esferas del 
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espacio euclídeo también: son espacios conexos; la demostración involucra una nueva 
noción, llamada conexión por caminos, la cual también discutiremos... 

El hecho de que los intervalos y los rayos en R' sean conéxos puede resultar fa- 
múliar de análisis elemental. Probaremos de nuevo este resultado de una forma gene- 
ralizada; además, descubriremos que no depende de las propiedades algebraicas de 
R, sino de sus propiedades como conjunto ordenado. Para justificar esta afirmación, 
demostraremos los resultados para un conjunto ordenado arbitrario que tiene las mis- 
mas propiedades relativás ál orden” cue R. Tales errtós se denominan continuos 
lineales. * 3 : : .- ; 


Definición. Un conjunto simplemente ordenado L con más de un elemento se dice 
que es un continuo lineal si se verifican las siguientes condiciones: 


(1) L tiene la propiedad del supremo. 
(Q) Si x < y, entonces existe z tal que T-< z < y. 


Teorema 24.1. Si L es un continuo lineal con la topología del orden, entonces L es 
conexo, y también lo son los intervalos y los rayos de L. 


Demostración. Recordemos que un subespacio.Y' de L'se dice convexo si cada par 
de puntos a, b de Y con a <.b, el intervalo [a, b] de puntos de L está contenido en Y. 
Vamos a probar que si Y es un subespacio convexo de L, entonces Y .es conexo. 

Supongamos entonces que Y es la unión disjunta:de dos conjuntos A y B, cada 
uno de los cuales es abierto en Y. Elegimos.a €. A y b.€ B; supongamos por 
conveniencia que a < b, El intervalo [a, b] de puntos de L está enteramente contenido 
en Y ya que Y es convexo, por tanto, podemos escribir la, b] como la unión de dos 
conjuntos disj juntos : 


Ag = AN a, b] y- ii bl 


cada uno de los cuales es abierto en [a, B ec con la topología relativas que es la misma 
que la topología del orden. Los conjuntos Ag y By son no vacíos DUES: a € e y 
b € By. Así, Ag y By constituyen una separación de [a,b]. - a 

Sea c = sup Ag. Veamos que c no pertenece a aga nia BO e cual contradice el 
hecho de que [a, b]-es la unión de Ap y Bo. 
 Casol. Supongamos que c € Bo. Entonces c A a, así que bien ce = Dd, o bien 
a < € < b; En cualquier caso, se sigue del hecho de que Bo: es abierto en la; 0] 
que existe un intervalo de la forma (d, c] contenido en By. Si e = b, se llega a una 
contradicción ya que d es una cota superior de Ag más pequeña que <. Sic < bh, 
absamos qúe (e, blino interseca a Ay (pues ces una cota ds de e Ao). Eon 


(de) = (dute, bl 
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no interseca.a Ag. De nuevo, d.es una cota superior de Ag más pequeña que c, situa- 
ción contraria a'nuestrahipótesis de partida (véase la Figura 24.1). : 


d e ce e 
a b a? 3 b 
d ce : ce 
a b a z b 
Figura 24.1 Figura 24.2 


Caso 2. Supongamos que c € Ap. Entonces c % b así que bien c = a, o bien 
a < c < b. Como Ay es abierto en (a, b], debe existir algún intervalo de la forma 
[c, e) contenido;en Ap (véase la Figura 24.2). Utilizando :la segunda propiedad que 
verifica por definición un continuo lineal L, podemos elegir un punto z € L tal que 
c< 2 < e. Entonces z € Ap, lo cual contradice el hecho de que c es una cota superior 
de Ap. " 


» 


Corolario 24.2. La recta real R es conexa y también lo son los intervalos y los rayos 
en R. 


Como una aplicación, probamos el teorema del valor intermedio del cálculo ele- 
mental en un contexto más general. 


Teorema 24.3 (Teorema del valor intermedio). Sea f : X — Y una aplicación 
continua, donde X es un espacio conexo é Y es un conjunto ordenado con la tópo- 
logía del orden. Si a y b son dos puntos de Xy r es un punto de Y que se encuentra 
entre f (a) y f(b), entonces existe un punto c en X tal que f(c) =r. 


El teorema del valor intermedio del cálculo es un caso especial de este teorema cuan- 
do X es un intervalo cerrado de R y el espacio Y es la propia recta real R. 


Demostración. Supongamos las hipótesis del teorema. Los conjuntos 


son disjuntos, y además son no vacíos pues uno contiene a f(a) mientras el otro 
contiene a f(b). Cada uno es abierto en la imagen f(X) ya que son la intersección 
de-un rayo abierto.en Y con f(X). Si no existiera un punto c de X tal que f(c) = r, 
entonces f(X) sería la unión de los conjuntos A y B. Entonces A y B constituirían 
una separación de f(X) lo cual contradice el hecho de que la imagen de un conjunto 
conexo bajo una aplicación continua sigue siendo un conjunto conexo. R 
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: EJEMPLO:1.. Un ejemplo de continuo lineal distinto de R 'es el cuadrado ordenado. 
Vamos a comprobar la propiedad del supremo (a segunda propiedad de la definición es 
triviál). Sean A un subconjunto de Y x [, 11 : 1 x I —= [ la proyección sobre la primera 
coordenada y b = sup, (4). Sib € 1 (A), entonces A interseca el subconjunto b x 1 de 
1 x [. Como b x 1 tiene el mismo orden que 7, el conjunto AM (bx 1) tendrá un supremo 
b x c, el cual será el supremo de A (véase la Figura 24.3). Si b £ ri (A) entonces b x 0 
es el supremo de A; ningún elemento de la forma b' x c con b' < bh puede ser un supremo 
de Á ya que entonces b' sería un supremo para rr, (A4).. 


T(A) x 0 


Figura 24.3 


EJEMPLO 2. Si X es un conjunto bien ordenado, entonces X x [0, 1) es un continuo 
lineal con el orden del diccionario; dejamos al lector la comprobación de este hecho como 
ejercicio. Este conjunto se puede interpretar como el resultado de encajar inmediatamente 
después de cada uno de los elementos de X el intervalo (0, 1). 


La conexión de los intervalos en R nos lleva a enunciar un criterio muy útil para 
demostrar que un espacio X es conexo; concretamente, nos referimos a la condición 
de que cualquier par de puntos de X pueda unirse mediante un camino en X. 


Definición. Dados dos puntos x e y del espacio Xx, un camino en X que une z con 
y es una aplicación continua f : [a,b] —> X de algún intervalo cerrado de la recta 
real en X, de modo que f(a)= zx y f(b) = y. Un espacio X se dice que es conexo 
p0E comimos si cada par de puntos de Xx se pueden unir ir mediante un camino en X. 


: Es seócillo parar que todo espacio X que es conexo por caminos también 
es un espacio conexo. Supongamos que .X = A UB es una separación de X.:Sea 
f : [a,b) —> X un camino en X Como a, b] es conexo, entonces el conjunto:f (la, b]) 
debe estar contenido ya.en A, ya en B. Por tanto, no existen caminos en X' que unan 
puntos de A con puntos de B lo cual es contrario al hecho de que X sea conexo por 
caminos. 
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El recíproco de esta'implicación no es cierto; un espacio conexo no es necesaria- 
mente conexo por caminos. Los Ejemplos 6 y 7 ilustran esta situación. 


EJEMPLO 3. Se define la bola unidad B” en R” como 
” =4x] Ilxl] < 1) 


donde 
lll] = Gar, ...,2m)lk= (27 + +22). 


La bola unidad es conexa por caminos; dados dos puntos cualesquiera x e y de B”, el 
segmento de línea recta f : [0,1] — R” definido por 


H() =(1-8)x+ty 
está enteramente contenido en B” ya que 


1! < (1 e) lixl] + ely] < 1. 


Un argumento similar muestra que tanto las: bolas abiertas B(x, e) como las cerradas 
Ba(x, e) contenidas en R” son conexas por caminos. 


EJEMPLO 4. Se define el espacio euclídeo agujereada como el espacio R” (0), donde 
0 es el origen en R”. Sin > 1, este espacio es conexo por caminos: dados x e y distintos 
de 0, podemos unir x e y.con el segmento de línea recta que ambos determinan si este 
segmento ne pasa por el origen. En caso de que así ocurriera, podemos elegir otro punto 
z que no esté contenido en la recta que determinan x e y y a continuación considerar la 
línea recta quebrada que determinan x, z y finalmente y. 


EJEMPLO 5. Se define la esfera unidad S”—1 en R” como el conjunto 
sx] Ix =1). 


Sin > 1,es conexa por caminos ya que la aplicación g : R” — (0) — 9”—! definida por 
g(x) = x/|x|| es continua y sobreyectiva, y es sencillo demostrar que la imagen bajo una 
aplicación continua de un espacio conexo por caminos es también conexo por caminos. 


EJEMPLO 6. El cuadrado ordenado 1 2 es conexo pero no conexo por caminos. Hemos 
demostrado que el guadrado ordenado es un continuo lineal, luego es un espacio conexo. 
Veamos que no es conexo por caminos: sean p = 0 x 0 y q = 1:x 1. Supongamos que 
existe un camino f : [a,b] — 12 uniendo p con'g y llegaremos auna contradicción. Por 
el teorema del valor intermedio, el conjunto imagen f (la, ) debe contener cada punto 
aquel: Así, para cada x €.1,el conjunto pá 


= fe x (0,1) 


es un subconjunto no vacío de [a, b] y, por continuidad, es también abierto en [a, b] (véase 
la Figura 24.4). Elijamos para cada z € T, un número racional q, perteneciente a U.. 
Como los conjuntos U.,, son disjuntos, la aplicación  — q, es una aplicación inyectiva 
de T en Q. Esto contradice el hecho de que el intervalo / es no numerable (tal y como 
probaremos más tarde). 
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ta e q 
E pes] ha 
CTA xx (0,1) 


Figura 244 


EJEMPLO 7. Sea S el siguiente subconjunto del plano 
S = [e x sen(1/2)|0<x<1). 


Como $ es la imagen del conjunto conexo (0, 1] bajo una aplicación continua, S es co- 
nexo. De esta forma, su adherencia 3 en R? también es conexa. El conjunto $ es un 
ejemplo clásico en topología que se conoce como curva seno del topólogo..Está ilustrada 
en la Figura 24.5 y es simplemente la unión del conjunto inicial S con el intervalo vertical 
O x [-1, 1]. Vamos a demostrar que S no es conexo por caminos. 

- Supongamos que existiera un camino f : [a,c] — S empezando en el origen y 
terminando en un punto cualquiera de S. El conjunto de los números t para los cuales 
$(t)"€ 0 x [-1,1) es cerrado y, por'tanto, tiene un máximo'que denotaremos por b. 
Entonces f : [b,c] — 3 es un camino que aplica h en el intervalo vertical O x [-1,1] 
mientras el resto de puntos de [b, e] se aplican en puntos de $. ' 

Sustituyamos [b, e] por [0, 1] para simplificar la prueba¡-sea f(t)'= (z(8), y(t)). En- 
tonces x(0) = 0, mientras que z(t) > 0 e y(t) = sen (1/x(£)) para ¿ > 0. Vamos a 
demostrar que existe una súcesión de puntos t.,;*— 0 tales que y(tn) = (- 1)”. Entonces 
tendremos que la sucesión y(t,) no es convergente, contradiciendo la continuidad de f. 

Para encontrar los números t,, procedemos del siguiente modo: dado n, elegimos u 
«con 0 < uy < z(1/m) tal que sen(1/u) 5 (—1)”. Usando entonces el teorema del valor 
intermedio podemos encontrar t,, con 0.< ty, < 1/n tal que z(tn) =u. 
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1. - (a) Dados los espacios (0, 1), (0, 1] y [0,1], demuestre que ningún par de ellos 
son homeomorfos. [Indicación: ¿qué ocurre si le quitamos un punto a cada 
uno de estos espacios?] 

(b) Supongamós que existen embebimientos FJ¿X=Yyg:Y => X.De- 
muestré con un ejemplo que X e Y no son necesariamente homeomorfos. 
(c) Demuestre que R” y R no son homeomorfos sin > 1 


2. Seaf:S! > > Runa aplicación continua. Demuestre que existe un punto de si 
tal que f(2) = f(=2). a 

3, Sea f : X — X continua. Demuestre que si X = [0,1], entonces existe un 
punto z tal que f(x) = x. El punto x se denomina punto fijo de f. ¿Qué ocurre 
si X es el espacio [0, D o el espacio (0, 1)? j 


4. Sea X un conjunto ordenado con la topología del orden. Demuestre que si X es 
conexo, entonces X es un continuo lineal. : 


o 5. Considere los siguientes conjuntos con a topología del orden. ¿Cuáles de ellos 
 sonun continuo lineal? 


(a) Zy x [0, 1). 
(b) [0,0) x Z4. 
(c) [0,1) x [0, 1]. 
(d) [0, 1] x [0, 1). 
6. Demuestre que si :X es un conjunto bien ordenado, entonces Xx (0, 1) con la 
topología del orden es un continuo lineal. 


7. (a) Sean X e Y dos conjuntos ordenados con la topología del orden. Demues- 
tre quesi f : X — Y esúma aplicación Pa me preserva el orden, 
entonces f es un homeomorfismo. 

(b) Sea X= Y = Ry. Dado un entero positivo n, demuestre que la función 
f(x) = x” preserva el orden y es O nSaR que su inversa, 
la función raíz n-ésima, es continua: 
(c) Sea X el subespació (=00, -1)U [0, 00) de R. Demuestre que la función 
f:X> R definida por f(x) =1+1siz<-—1yporfíc)=xsiz>0 
es una función que preserva el orden y que además es sobreyectiva. ¿Es f 
un homeomorfismo? Compare esta situación con (a). 


- 8, (a) ¿El producto de espacios conexos por caminos es también un espacio co- 
:.NeXO por caminos? 


(b) SIACXyAes conexo por caminos, ¿es necesariamente Á conexo por 
caminos? 
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10. 


12. 


(c) Si f : X — Y es continua y X es conexo por caminos, ¿es f(X) necesa- 
riamente conexo por caminos? 


(d) Si (A) es una colección de subespacios conexos por caminos de X veri- 
ficando NAL % D, ¿es UAa conexo por caminga? 


. Asumamos que R es no numerable. Demuestre que si A es un subconjunto nu- 
merable de R?, entonces R? — A es conexo por caminos. [Indicación: ¿cuántas 


líneas pasan a través de un punto dado de R? 2 


Demuestre que si U es un subespacio abierto y conexo se R2, entonces ÚU. es 
conexo por caminos. [Indicación: demuestre que, dado xo € U, el conjunto de 
los puntos que se pueden unir a zp por un camino en U es abierto y cerrado en 
UJ: á Ea 


. Si A es un subespacio conexo de X, ¿se puede afirmar que Int A y Fr. A son 


conexos? ¿Es cierto el recíproco? Justifique sus respuestas. 


Recordemos que Sa denota el conjunto no numerable, minimal y bin ordenado. 
Denotemos por L el conjunto ordenado Sg x [0, 1) con el orden del diccionario 
én el que hemos extraído el elemento mínimo. El conjunto L es un ejemplo 
clásico en topología que se conoce como línea larga. 

Teorema. La línea larga es conexa por caminos y localmente homeomoría a 
R, pero no puede ser embebida en R. 


(a) Sea X un conjunto ordenado; sean a < b < e puntos de X. Demuestre 
que [a, c) tiene el mismo tipo de orden que [0, 1) si, y sólo si, tanto (a, b) 
como [b, c) tienen el mismo tipo de orden que [0, 1). : 

(b) Sea X un conjunto ordenado. Sea Ty < 11 < +: Una sucesión treciente 
de puntos de X; supongamos que b = 02) 1 Demuestre que [xp, b) tie- 
ne el mismo tipo de orden que [0, 1) si, y sólo si, cada intervalo [2;, t4+1) 
tiene el mismo tipo de orden que-[0, 1). 


(c) Denotemos por -a9 al. mínimo de Sp. Para cada elemento a de Sy dife- 
rente de ap, demuestre que el intervalo [ag x 0,a x 0) de Sp x [0, 1) 
tiene el mismo tipo de orden que [0, 1). Indicación: proceda por induc- 
ción transfinita. Bien a tiene un inmediato predecesor en Saz, o bien existe 
una sucesión creciente a; en Sy con a = supta;).] 


. £d) Demuestre. que L es conexo por caminos. 


(e) Demuestre que cada punto de L tiene un entorno homeomorfo a un inter- : 
valo abierto de R. : . E 
(f) Demuestre que L no puede ser embebido en R, ni en ceibluien de los * 


espacios R”. [Indicación: cualquier subespacio de |R” tiene una base nu- 
merable de entornos.] 
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*$25- Componentes y conexión local! 


Dado un espacio arbitrario X, existe una manera natural de dividirlo en varios tro- 
z0s que son cóñexos fo conexos por caiiinos). Vamos a considerar este proceso a 
cobfimuación. 


Definición. Dado X, se define la siguiente relación de equivalencia en X: x = y 
si existe un subespacio conexo de X que contiene a ambos puntos. Las clases de 
equivalencia se denominan componentes (o “componentes conexas”) de X. 


La simetría y la reflexividad de la relación son obvias. La transitividad se sigue 
del siguiente hecho: si A es un subespacio conexo que contiene a'x y a y, y Bes 
un subespacio conexo que contiene a y y a z, entonces Á UB es un subespacio que 
contiene a z y a z que además es conexo pues A y B tienen el punto y en común. 


Las componentes de X' también se pueden describir como sigue: 


Teorema 25.1. Las componentes de X son subespacios disjuntos y conexos de X 
cuya unión es X de forma que cada subespacio conexo de X no trivial interseca sólo 
a una de ellas, 


Demostración. . Por tratarse de una relación de equivalencia y ser cada componente 
una clase, está claro que son disjuntas y que su unión es el espacio X. Además, cada 
subespacio conexo Á de X' interseca únicamente a una de ellas. Pues si A interseca 
a las componentes C1 y C2 en X, tomando 21 € Ci y 22 € Ca se tiene que 11 — 22 
por definición y esto no puede ocurrir a menos que Cy = Ca. 


Para demostrar que cada componente C es conexa elijamos un punto 29 de C. 
Para cada punto x de C, sabemos que z — zp, luego existe un subespacio A, que 
contiene a ambos puntos. Tal y como acabamos de probar, A, C C y así 


C=|) As. 


TEC 


Como los subespablos Az Son Conexos y tienen al punto xy en común, se tiene que 
Ces conexo. -B 


Definición... Definimos otra relación de equivalencia en el espacio X' dada por: 
z -» y:si existe un camino.en X uniendo x con y. Las clases de equivalencia se 
denominan componentes conexas por caminos de X.. 


tEsta sección se utilizará en la Parte II del libro. 
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Veamos que se trata de una relación de equivalencia. Primero, observemos.que 
si existe un camino f : [a,b] — X que une x con y y cuyo dominio es el intervalo 
[a,b], entonces también existe un camino g uniendo x con y y con dominio [c, dl] 
(cualquier pareja de intervalos cerrados en R son homeomorfos). El hecho de que 
zx == es claro pues basta considerar el camino constante f : [a,b] — X dado por 
$(t) = z para todo t. La simetría se tiene por el siguiente motivo: si f : [0,1] => X 
es un camino que une x con y, entonces el camino contrario y : [0,1] — X,dado 
por g(t) = f(1—t) es un camino que une y con x. Finalmente la transitividad de 
la relación se prueba así; sea f : [0,1] — X un camino que une x con y y.sea 
g : [1,2] — X un camino que une y con z. Podemos “pegar” los caminos f y g 

" y obtener un nuevo camino h : [0,2] — X que une zx con 2; el camino h será una 
aplicación continua por el “lema del pegamiento”, Teorema 18.3. 


Podemos obtener el siguiente resultado, cuya demostración es similar a la del 
teorema precedente: 


Teorema 25.2. Las componentes conexas por caminos de X son subespacios disjun- 
tos conexos por caminos de X cuya unión es X, tales que cada subespacio conexo 
por caminos de X no trivial interseca sólo a una de ellas. 


itcicss que cada componente de un espacio X es cerrada en X ya que la 
adherencia de un subespacio conexo de X' es conexo. Si X tiene sólo un número 
finito de componentes, entonces cada componente es también un abierto en X', pues 
su complementario es una unión finita de cerrados; en general, las pia de 
X no son abiertas en X: 


No podemos afinar tanto cuando hablamos de las componentes conexas por ca- 
minos ya que, en general, no son ni abiertas ni cerradas en X.. Consideremos los 
siguientes ejemplos: 


EJEMPLO 1. Si consideramos Q como subespacio de R, entonces cada componente de 
Q es un único punto. Ninguna de las componentes de Q son conjuntos abiertos en Q. 


EJEMPLO 2. La “curva seno del topólogo” $ de la sección precedente es un espacio 
que tiene una única componente (pues es conexo) y dos componentes conexas por cami- 
nos. Una de ellas es la curva $ y la otra es el intervalo vertical V = 0 x [—1, 1]. Obsérvese 
que S es abierto en $ pero no es cerrado, mientras que. V es cerrado pero no, abierto. Si 
consideramos el espacio que resulta de quitarle a S todos los puntos de Y cuya segun- 
da coordenada es racional, se obtiene un espacio que tiene sólo una componente y una 
cantidad no numerable de componentes conexas por caminos. 


La-conexión es una propiédad muy deseable para un espacio topológico, aunque 
pará ciertos propósitos es más importante que el espacio satisfaga una condición de 
conexión localmente. A grandes rasgos, la conexión local significa que cada pun- 
to tiene entornos conexos arbitrariamente pequeños. Siendo más precisos, podemos 
establecer la siguiente definición: 
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Definición. Un espacio X se dice que es localmente conexo en zx si para cada 
entorno U de zx, existe un entorno conexo V de z.contenido en U. Si X es localmente 
conexo en cada uno de sus puntos, se dice que X es localmente conexo. De manera 
análoga, se dice que un espacio X es localmente conexo por caminos en x si para 
cada entorno U de z, existe un entorno conexo por caminos V de x contenido en U. 
Si X es localmente conexo por caminos en cada uno de sus puntos, se dice que X es 
localmente conexo por caminos. 

E CN e z . 
EJEMPLO 3. Cada intervalo y cada rayo de la recta real son conexos y localmente co- 
nexos. El subespacio [—1, 0) U (0, 1] no es conexo, pero es localmente conexo. La curva 


seno del topólogo es conexa pero no localmente conexa por caminos. Los racionales Q 
no son ni conexos, ni localmente conexos. 


Teorema 25.3. Un espacio X es localmente conexo si, y sólo si, para cada conjunto 
abierto U de X, cada componente de U es abierta en X. 


Demostración. Supongamos que X. es localmente conexo; sean U un abierto de X 
y C una componente de U. Si x es un punto de C, podemos elegir un entorno conexo 
V, de x tal que V CU. Como V es conexo, debe estar enteramente contenido en la 
componente C de [7. Así, C es abierto en X. 


Recíprocamente, supongamos que las componentes de los abiertos de X' son 
abiertos. Dado un punto rx de X' y un entorno U de z, sea C la componente de U 
que contiene a z. Ahora, C es conexo y como es abierto en X por hipótesis, X es 
localmente conexo en £. » 


* Una demostración análoga se tiene para el siguiente teorema: 


qna 


Teorema 25.4: Un espacio X es localmente conexo por caminos si, y sólo si, para 
cada conjunto abierto U de X, cada componente conexa por caminos de U es abierta 
en. X. 


An 

La relación entre componentes conexas y conexas por caminos está dada por el 
siguiente as 

di 

Teorema 25.5. Si X es un espacio topológico, cada componente conexa por cami- 
nos de X está contenida en. una componente de .X. Si X es localmente conexo por 
esminos, entonces las cormponentes y las componentes conexas por caminos de X 
coinciden. 


Deinostración. Sean C una componente de X, z un punto de C y P la componente 
conexa por caminos de X' que contiene a x. Como P es conexa, P C C. Queremos 
démostrar que si X es localmente conexo por caminos, entonces P = C: Suponga- 
. mos que P € C. Denotemos por (2 a la unión de todas las componentes conexas 
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por caminos de X que:son distintas de P y que intersecan-a C; cada una de ellas 
está contenida necesariamente en €, así que 


C=PUQ. 


Como X es localmente conexo por caminos, cada componente conexa por caminos 
de X es un abierto de X. Así P (que es una componente conexa por caminos) y Q 
(que es unión de componentes conexas por caminos) son abiertos en X y, por tanto, 
constituyen una separación de C, lo cual contradice la conexión de C.. nl 


Ejercicios 


1. ¿Cuáles son las componentes y las componentes conexas por caminos, de R¿? 
¿Cuáles son las funciones continuas f : R —>R¿? 


2. (a) ¿Cuáles son las componentes y las componentes conexas por caminos de 
-RK“: (con la topología producto)? 

: (b) Consideremos R” con la topología uniforme. Demuestre que x e y están 
en la misma componente de R” si, y sólo si, la sucesión 


A 


está acotada. [/ndicación: es suficiente considerar el caso y = 0.] 

(c) Consideremos R“ con la topología por cajas. Demuestre que x e y están en 
la misma componente conexa de RR” si, y sólo si, la sucesión x — y es “fi- 
nalmente cero”. [Indicación: si x— y no es finalmente cero, demuestre que 
existe un homeomorfismo h de R“ en sí mismo tal que h(x) está acotado 
mientras que A(y).no lo está.] 


3. Demuestre que el cuadrado ordenado es localmente conexo pero no es local- 
mente conexo por caminos. ¿Cuáles son da componentes conexas por caminos 
de este espacio? * 


4. Sea X un espacio localmente conexo por caminos. Demuestre que cada c conjun- 
, o.abierto y conexo en X es también conexo por caminos. 


5. Séan X el conjunto de los puntos racionales en el intervalo [0,1] x-0 de R?yT7 
la unión de todos los segmentos que unen el punto p ='0 x 1 con los puntos de 
X. 


(a) Demuestre que T' es conexo por caminos, pero es localmente conexo sólo 
enel punto p. 

(b) Encuentre un subconjunto. de RR? que sea conexo por caminos y que no sea 
localmente conexo en cualquiera de sus puntos.. 
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6. Un espacio X se dice que es débilmente localmente conexo en 2:si para cada 
entorno U de z, existe un subespacio conexo de X' contenido en U que contiene 
un entorno de x. Demuestre que si X es débilmente localmente conexo en cada 

uno de sus puntos, entonces X es localmente conexo. [Indicación: demuestre 
que las componentes de los conjuntos abiertos son abiertos.] 


“7. Considere la “rama infinita” X' de lá Figura 25.1. Demuestre que X ro es local- 
mente conexo en p, pero sí es débilmente localmente conexo en p. Indicación: 
cualquier entorno conexo de p debe contener todos los puntos a;.] 


Figura 25.1 


8) Sea p: X —= Y una aplicación cociente. Demuestre que si X es localmente co- 

- nexo, entonces Y es localmente conexo. [Indicación: si Ces ina componente 

del conjunto abierto Y de Y, demuestre que p”*(C) és“una unión de compo- 
nentes de p”*(U”).] 

9. Sean G un grupo topológico y C la componente de G que contiene al elemento 


identidad e. Demuestre que Ces un subgrupo normal de G. [Indicación: «si 
x € G, entonces Ces la componente de G que contiene a x.] 


10. Sea X un espacio. Definamos la relación x = y si no existe una separación 
X =.AU B de X donde 4, B son abiertos disjuntos tales que z € Aey € B. 


(a) Demuestre que es una relación de equivalencia. Las clases de equivalencia 
se denominan cuasicomponentes de X. 


(b) Demuestre que cada componente de X está contenida en una cuásicompo- 
nente de X' y que las componentes coinciden con las cuasicomponentes si 
X es localmente conexo. 

(c) Denotemos por K' al conjunto (1/n|n € Z,) y denotemos por —K al 
conjunto (—1/n|n € Z,). Determine las componentes, las componentes 


conexas por caminos y las cuasicomponentes de los siguientés subespacios 
"de R?: 


A=(K x[0,1))U(0x0)U(0x 1). 
B=AU((0,1) %(0)). | 
C=(K x (0,1) U(-K x [-1,0))U ((0, 1] x —K) U ([1-1,0] x K). 
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826 Espacios compactos 


La.noción de compacidad no nos es tan cercana y natural como la de conexión. Desde 
los inicios de la topología,'se ha admitido que el intervalo cerrado [a, b] de la recta 
real gozaba de una cierta propiedad que era:crucial en la demostración de teoremas 
tales como el tegrema del yalor máximo y el teorema de la continuidad uniforme. 
Sin embargo, tal propiedad ha tardado muchísimo en poder ser formulada para un 
espacio topológico arbitrario. Normalmente, se pensaba que esta propiedad crucial 
del intervalo cerrado era el hecho de que cualquier subconjunto infinito de puntos 
de (a, b] tenía un punto límite y fue esta propiedad la que en un principio recibió el 
nombre de compacidad. Más tarde, los matemáticos asumieron que esta formulación 
no era la más adecuada, y que era posible encontrar una definición en términos más 
débiles y generales; d de hecho, en términos de cubrimientos del espacio por conjuntos 
abiertos. Es a esta última formulación a la que “nosotros llamaremos compacidad. 
Aunque no es tan natural ni intuitiva como su precedente, nos permitirá trabajar en 
contextos más arbitrarios. 


Definición. Una colección A de subconjuntos del espacio X se dice que cubre X, 
a que es un cubrimiento de X, si lauunión de los elementos de A coincide con X'. Se 
dice que A es un cubrimiento abierto de X si es un cubrimiento de X' formado por 
conjuntos abiertos de X. 


Definición. Un espacio X se dice que es compacto si de cada cubrimiento abierto 
A de X podemos extraer una subcolección finita que también cubre X. 


EJEMPLO 1. Larectareal'R no es compacta, pues el cubrimiento de R por intervalos 
abiertos 
As [(n,n+2)]n € Z) 


. no contiene ninguna subcolección finita que cubra R. 
EJEMPLO 2. El siguiente subespacio de R es compacto: 
X=(0)Uu(1/n|ne Z4). $ 


Dado un cubrimiento abierto A de X, existe un elemento U de A. que contiene al 0. 
El conjunto U contiene a todos los puntos de la forma 1/n excepto a un número finito 
de ellos; elijamos para cada uno de estos puntos que no están en U un elemento de A 
que los contenga. La colección de estos elementos de A, junto con el propio U, es una 
subcolección finita de A que cubre X. j 


EJEMPLO 3. Cualquier espacio X que Elena a un número finito de puntos es trivial- 
mente compacto, pues cualquier cubrimiento por abiertos de X es finito. 
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EJEMPLO 4. El intervalo (0, 1] no es compacto; el cubrimiento abierto 
- A=((/m,1][neZ,) 


no contiene ninguna subcolección finita cubriendo (0, 1]. Aplicando un argumento análo- 

go se demuestra que tampoco es compacto el intervalo (0, 1). Por otra parte, el intervalo 

[0, 1] sf es compacto; quizá ya resulte familiar este hecho del análisis. En cualquier caso, 
: lo demostraremos en breve. . 


En general, resulta complicado decidir cuándo un espacio dado es compacto o no. 
Primero vamos a probar algunos teoremas generales que nos muestran cómo cons- 
truir nuevos espacios compactos a partir de otros compactos ya dados. En la siguiente 
sección demostraremos que algunos espacios en concreto son compactos. Estos es- 
pacios incluyen a todos los intervalos cerrados de la recta real y a todos los conjuntos 
cerrados y acotados de RR”. : . . E 

Vamos a probar en primer lugar algunos hechos acerca de subespacios. Si Y es 
un subespacio de X, una colección A se dice que cubre Y (o que es un cubrimiento 
de.Y) si la: unión de sus elementos contiene a Y. 


Lema 26.1. Sea Y un subespacio de X , Entonces Y es compacto si, y sólo si, cada 
cubrimiento de Y por abiertos de X contiene una subcolección finita que cubre Y . 


Demostración. Supongamos que Y es compacto y que A = [Aa Jae. es un cubri- 
miento de Y por abiertos de X. Entonces la colección 


[ALNY [a € Jj 


es un cubrimiento de Y' por conjuntos abiertos en Y; como Y es 'Sompecia, exis- 
tirá una subeolección finita de la forma 


a co AA OY... ¡Au MY) 


cubriendo Y. Entonces (Aa;,.--, Aa, ) es una subcolección finita de A que cubre 
Ya Me 


Recíprocamente, sea A' = (A, Jun , cubrimiento de Y. por abiertos de Y, Para 
cada a, sta SE un conjunto A, abierto en X tal que 
Al, = ANY. 


La colección A = (A) es un cubrimiento de Y por abiertos en X. Por hipótesis, 
alguna subcolección finita (Ax,,..., Au, | cubre Y . Entgnces A AS 
una subcolección finita de A” que cubre Y . a 


130 


Teorema 26.2. Cada subespacio cerrado de un espacio compacto es compacto. 
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Demostración. Sea Y un subespacio cerrado del espacio compacto X'. Dado un 
cubrimiento Y por conjuntos abiertos en X', podemos considerar el cubrimiento 
abierto B de X uniendo a A el e abierto X — Y, esto es, 


Como X es compacto, alguna subcolección finita cubre X. Si esta subcolección con- 

tiene al conjunto X — Y, lo descartamos. Si no es así, la dejamos como está. La 

colección resultante en cualquier caso es una subcolección finita de A que cubre Y. 
L 


Teorema 26.3. "Cada subespacio compacto de un espacio de o és cerrado. 


Demostración. Sea Y un subespacio compacto del espacio de Hausdorff X. Probal 
remos que X — Y es abierto, luego Y será cerrado. 


Sea Zg un punto de X — Y. Vamos a demostrar que existe un entorno de Ty que 
no interseca a Y. Para cada punto y de Y , elijamos entornos disjuntos Uy y V,, de los 
puntos xy e y, respectivamente (utilizando la condición de Hausdorff). La colección 
[V, |y € Y ) es un cubrimiento de Y por abiertos de X; por tanto, pódemos cubrit 
Y con un número finito de estos conjuntos, por ejemplo Vy;,-. . , Vy, - El conjunto 
abierto 

di V = Va U--- UY, 
contiene a Y, y es disjunto del abierto 
U =0y, N-+-N Uy, 


que se forma al tomar la intersección de los correspondientes entornos de zo, ya que 
si z es un punto de V, entonces 2 € V,, para algún ¿, por tanto, z £ Uy, y así z ¿ U 
(véase la Figura 26.1). Por tanto, U es un entorno de xp que no interseca a Y. | 


El resultado que hemos establecido a lo largo de la demostración anterior 'nos 
será útil más tarde, así que vamos a enunciarlo de un modo explícito para referimos 
a él de una manera más-fácil. dl 


Lema 26.4. Si Y es un subespacio compacto de un espacio de Hausdorff X y xp no 
está en Y , entonces existen abiertos disjuntos U y V de X conteniendo a zg y a Y 
respectivamente. : 


EJEMPLO 5. Una vez que hayamos demostrado que el intervalo [a, b| de R es compacto, 
:. se sigue del Teorema 26.2 que cualquier subespacio cerrado de [a,b] es compacto. Por 
otrá parte, del Teorema 26.3 se deduce que los intervalos (a, b] y (a,b) no' pueden ser 
corapactos (hecho que ya conocíamos) ya que no son cerrados en el espacio de Hausdorff 
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Figura 26.1 


EJEMPLO 6. La condición de Hausdorff es imprescindible para demostrar el Teorema 
26.3. Consideremos, por ejemplo, la topología cofinita en la recta real. Los únicos.sub- 
conjuntos propios de ¡R que son cerrados en esta topología son los finitos. Pero cada 
subconjunto de R es compacto con esta topología, tal y como se puede comprobar. 


Teorema 26.5. La imagen de un espacio compacto bajo una aplicación continua es. 
un espacio compacto, 


Demostración. Sea f : X — Y continua con X compacto. Sea A un cubrimiento 
del conjunto. f(X) por abiertos de Y. La colección 


(174) | Ac A) 


es un cubrimiento de .X por conjuntos abiertos ya que f es continua. Por tanto, un 
número finito de ellos, por ejemplo Ñ : : 


FAL, a ea: UA: 


cubren X. Entonces los conjuntos Aj, ...., An cubren f(X). DN 


Una utilidad importante del teorema precedente es la herramienta que nos ofrece 
para comprobar si una aplicación es un homeomorfismo. . 


Teorema 26.6. Sea f : X — Y una función continua y biyectiva. Si X es compacto 
e Y es de Hausdorff, entonces f es un homeomorfismo. 


Demostración. Probaremos que las imágenes de conjuntos cerrados de X' bajo la 
aplicación f son también cerrados en Y;.con esto demostraremos la continuidad de 
la aplicación f7?. Si A es cerrado en X entonces A es compacto, por el Teorema 
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26.2. Por tanto, el resultado precedente nos asegura que f(A) es compacto. Ahora 
bien, como Y es de Hausdorff, f(A) es cerrado en Y, por el Teorema 26.3, a 


Teorema 26.7. El producto dé un número: finito de. espacios compactos es compacto, 


Demostración. Demostraremos que el producto de dos espacios compactos es com- 
pacto; el teorema se sigue entonces por inducción sobre cualquier producto finito. 


Paso 1. Sean:X, Y espacios con Y compacto. Sea zg un punto de X, y sea N 
un abierto de X Xx Y que contiene la “rebanada” TO X Y de X x Y. Probaremos el 
siguiente resultado: 


Existe un entorno W de xq en X tal que N contiene al conjunto com- 
pleto W x Y. 


El conjunto W .x Y .se denomina tubo sobre xy x Y. En pri lugar, cubramos 
xy X Y por elementos básicos UY x V (para la topología de Xx Y”) de modo que 
U x V E-N.El espacio ty x Y es compacto ya que es homeomorfo a Y. De esta 
forma, podemos cubrir xy x Y con un número finito de tales elementos básicos: 


Us xV,,...,Un x Va. 


(Suponemos que cada uno de los elementos básicos U; x V; interseca realmente a zp x 
Y, ya que si así no ocurriera, tal elemento sería superfluo y lo podríamos descartar 
de la colección finita y seguir teniendo un cubrimiento de zp x Y .) Definamos 


W=U,n---nU. 


El conjunto W es: abierto, y contiene a tg:pues cada conjunto U¿ x V; interseca a 
Ty X Y. Afirmamos que los conjuntos U; x V;, que fueron elegidos para cubrir la 
rebanada xy x Y, también cubren el tubo W x Y. Sea x x y un punto de W x Y. 
Consideremos el punto xy x y de la rebanada 1y x Y que tiene la misma y-coordenada 
$p ese punto. Ahora, xy x y pertenece a algún U; x V; para algún 2, así que y € V;.. 
Pero x € U; para todo ¿ (ya que x € W). Así, se tiene que rx y € U; x Y; tal y como 
pretendíamos demostrar. Como todos los conjuntos U; x V; están contenidos en N, y 
como cubren al conjunto W x Y , se tiene que el tubó W'x Y también está contenido 
en N (véase la Figura 26.2). 


Paso 2. Vamos a probar a continuación el teorema. Sean X' e Y espacios compac- 
tos. Sea A un cubrimiento abierto de X x Y. Dado ro € X, la. rebanada Tp Xx Y es 
compacta y estará cubierta por un número finito de elementos Aj,... ee de A. 

La unión N = AU... U A, es un abierto que contiene a xy x Y”; por el Paso 


1, el abierto N contiene un tubo W x Y sobre 29 .x Y dende W es un abierto de X. 
Entonces Wx Y está cubierto por un número finito de elementos A;,.:. ,; Am de A. 
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De esta forma, para cada x en X, podemos elegir un entorno W., de z tal que el 
tubo W,, x Y puede ser cubierto por un número finito de elementos de A. La colección 
de todos los entornos W. es un cubrimiento abierto de X; por la compacidad de X, 
existe Una subcolécción finita e E 

LW, A] Wi) 


cubriendo A... La unión de los tubos . 
W, o E We x Y 


es el espacio, X: x Y ya que cada cada uno de ellos puede ser cubierto por un número 
finito de elementos de A, y así X x Y es compacto. E MA 


El resultado que hemos probado en el Paso 1 de la prueba anterior nos puede 
ser muy útil en posteriores capítulos, así que lo enunciamos a continuación como un 
lema. Í 


Lema 268 (El lema del tubo).. Consideremos el espacio producto Xx Y, donde Y 
es compacto. Si N es un conjunto abierto de X x Y conteniendo la rebanada 19 x Y 
de X x Y, entonces N contiene algún tubo W x Y sobre xq x Y, donde W es un 
entorno de zy enX. 


EJEMPLO 7. No podemos eliminar la hipótesis de compacidad para el lemá del tubo. 
Por ejemplo, sea Y el eje y de ¡R?, y sea 


N= (ex y; le] <1/(4+1)). 


Entonces N es un abierto conteniendo al conjunto 0 x R, pero que no contiene un tubo 
sobre O x R tal y como está ilustrado en la Figura 26.3. 
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Figura 26.3 


A continuación, nos podemos plantear la siguiente cuestión: ¿esel produció infini- 
lo de espacios compactos un espacio compacto? Uno podría esperar que la respuesta 
fuera afirmativa, y de hecho así es. El resultado es lo suficientemente importante 16 
complicado) como para ser llamado por el nombre de la persona que lo descubrió: se 
denomina el teorema de Tychonof?. 


A la hora de probar que el producto cartesiano de espacios conexos es conexo, lo 
que se hace es probar primero el resultado para un producto finito y a continuación 
deducir el caso general. Para el caso de la compacidad, no hay ninguna forma directa 
de extrapolar el resultado de productos finitos a productos arbitrarios de espacios. El 
caso infinito demarida ún nuevo enfoque donde la prueba es bastante complicada. Por 
este motivo, y también para manteñer la línea introductoria de este capítulo, hemos 
decidido posponerlo para más adelante. De cualquier forma, se podría estudiar en 
este momento si se desea; se demostrará este resultado en $37. 


Existe un criterio último para decidir si un espacio es o no compacto, un crite- 
rio que es formulado en términos de conjuntos cerrados en lugar de abiertos. En un 
primer enfoque no parece muy natural ni útil. Sin embargo, y como veremos poste- 
riormente, se utiliza en multitud de situaciones distintas. Primero vámos a escribit ; 
una definición. 


Definición. Una colección € de subconjuntos de X se dice que tiene la propiedad | 
de la intersección finita si cada subcolección finita 


1Ci,..-. Cn) 


de € tiene intersección no vacía, es decir, C1 N ++ - MC, es no vacía. 
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Teorema 26.9. Sea X un espacio topológico. Entonces X es compacto si, y sólo si, 
para cada colección € de conjuntos cerrados en X con la propiedad de la intersección 
finita, la intersección de todos los elementos de la colección 


pe 


Cel 


es.no vacía. 
Demostración. Dada una colección A de subconjuntos de X, sea 
E€=[(X-A|AE A) 


la colección de sus complementarios. Entonces son ciertas las siguientes afirmacio- 
nes: : 


(1) A es una colección de abiertos si, y sólo si, € es una colección de cerrados. 


(2) La colección A cubre X si, y sólo si, la intersección [lg¿e C de todos los 
elementos de € es no vacía, 


"0 La subcolección finita (A1,..., An) de A cubre X si, y sólo si, la intersección 
de los elementos correspondientes C¿ = X — Aj de Ces vacía. 


La primera afirmación es trivial, mientras que la segunda y la tercera se deducen 
de la ley de DeMorgan: 


«=(L) Aa) = (| (X — Aa). 


Qe Ac 


La prueba del teorema se resume en dos pasos sencillos: se trata de considerar con- 
trarrecíprocos por un lado y de tomar el complementario de los conjuntos por otro. 
Así, la afirmación “X es compacto” es equivalente a decir “dada cualquier co- 
lección A de abiertos de X, si 4 cubre X, entonces existe una subcolección finita 
que cubre también a X”. Esta afirmación es equivalente a su contrarrecíproco, que es 
la siguiente: “dada cualquier colección A de abiertos de X, si ninguna subcolección 
finita de A cubre X, entonces la colección no cubre a X”. Tomando € como la co- 
dección (X —:A| A € A) y aplicando los pasos (1)3), vemos que esta afirmación 
es equivalente a la siguiente: “dada cualquier colección € de conjuntos cerrados, si 
cada intersección finita de elementos de € es no vacía, entonces la intersección de 
todos los elementos de € es no vacía”. Ésta es precisamente la condición de nuestro 
teorema. A 


Un caso especial de este resultado ocurre cuando tenemos una sucesión encaja- 
da 01 29 020: D Ca > Cari > -** de conjuntos cerrados en un espacio 
compacto X'. Si cada uno de estos conjuntos C,, es no vacío, entonces la colección 
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€ = (CaJnez, tiene automáticamente la propiedad de la intersección finita. Enton- 
ces la intersección Sto 
0 


neZ4 
es no vacía. 


Utilizaremos este criterio de compacidad en la próxima sección para demostrar 
que el conjunto de los números reales es no numerable; en el Capítulo 5 cuando 
probemos el teorema de Tychonoff y, de nuevo, en el adi 8 cuando demostremos 
el teorema de la categoría de Baire. 


Ejercicios 


1. (a) Sean J y J' dos topologías en el mismo conjunto X'; supongamos que 
T' > T. ¿Qué se puede decir acerca de la compacidad de X- respecto de 
cada una de ellas? 

(b) Demuestre que si X es un espacio compara y de Hausdorff con respecto 
a ambas topologías, entonces bien T y 7” coinciden, o bien no son compa- 
rables. 


2. (a) Demuestre que en la recta real con la topología de los complementos fini- 
tos, cualquier subespacio es compacto. 
(b) Si R tiene la topología formada por los conjuntos Á tales que bien R — A 
es numerable, o bien es todo R, ¿es [0, 1] un subespacio compacto? 
3. Demuestre que una unión finita de subespacios compactos de X' es también 
compacto. 


Demuestre que cada subespacio compacto de un espacio métrico está acotado 
en la distancia y además es cerrado. Encuentre un espacio métrico en el cual no 
j todo subespacio cerrado y acotado sea compacto. 


4 


5. Sean A y B dos subespacios compactos disjuntos en un espacio de Hausdorff 
X.. Demuestre que existen abiertos disjuntos U y V conteniendo a Á y B, res- 
pectivamente. 


. 6. Demuestre que si f : X —> Y es continua, donde X' es ómpacio: e Y es 
de Hausdorff, entonces f es una aplicación cerrada (esto es, f lleva conjuntos 
cerrados a conjuntos cerrados). 

7. Demuestre que si Y es compacto, entonces la proyección Tm, : X x Y —> X es 
una aplicación cerrada. 
8. Teorema. Sea f : X —= Y una aplicación con Y compacto y de Hausdorff. 
* Entonces ] es continua si, y sólo si, el grafo de f, 


Gp =(e x fla) |= € X), 


$26 
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es cerrado en X x Y . [Indicación: si G f es cerrado y Y es un entorno de fico), 
entonces la intersección de G; y X x (Y — V) es cerrada. Aplique entonces el 
Ejercicio 7.] 


. Generalice el lema del tubo del siguiente modo: 


Teorema. Sean A y B'subespacios de.X e Y respectivamente; sea N un abierto 
en X x Y conteniendo a Ax B.Si A y B son compactos, entonces existen 


. abiertos U y V en X e Y , respectivamente, tales que Ax BC U'x Von. 


10. 


11. 


12. 


13. 


(a) Demuestre el siguiente resultado parcial cidad del teorema del límite 
uniforme: 
Teorema. Sea f, : X — R uná sucesión de ER continuas, con 
Ín(2) — f(x) para cada x € X. Si f es continua, y si la sucesión f,, es 
- monótona creciente con X compacto, entonces la convergencia es unifor- 
me, [Se dice que f, es monótona creciente'si fn(x) < fn+1(x) para todo 
yn.) 
(b) Encuentre ejemplos que demuestren que el teorema falla si no exigimos la 
compacidad de X, o si eliminamos la hipótesis de que la sucesión f. sea 
: monótona. [/ndicación: véanse los ejercicios de $21.] 


Teorema. Sea X im espacio compacto' y de Hausdorff. Sea A una colección de 


subconjuntos cerrados y conexos de X que está simplemente ordenada por la 
inclusión propia. Entonces 
Y = (A 


AGA 


es conexo. | Indicación: si CUD es una separación de Y , elija conjuntos abiertos 
y disjuntos U y V de X conteniendo a C y D, respectivamente, y demuestre que 


N (4-(UVUV)) 


ACA 
es no vacío.] 


Sea p : X > Y una aplicación continua y sobreyectiva tal que p"*([y)) es 
compacto para cada y € Y (tal aplicación se denomina aplicación perfecta). 
Demuestre que si Y es compacto, entonces X es compacto. [Indicación: si U es 
un abierto conteniendo a pl (y). existe un entorno W de y tal que p7*(W) 
está contenido en U. J 


Sea G un grupo topológico. 


(a) Sean A y B subespacios de G. Si A es cerrado y B es compacto, demuestre 
que A-B es cerrado. [Indicación: si c no está en A-B, encuentre un entorno 
W de c tal que W - .B”! no interseque a A.] 

(b) Sea H un subgrupo de G y seap: G —> G/H la ERIC cociente. Si 
H es compacto, demuestre que pes cerrada. - 
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(c) Sea H un:subgrupo compacto de G. Demuestre que si G/H es compacto, 
- «entonces G es compacto. 


827 Subespacios compactos de la recta real 


Los teoremas de la sección precedente nos permiten construir nuevos espacios com- 
pactos a partir de espacios compactos dados, pero si.queremos llegar más lejos de- 
bemos encontrar algunos espacios compactos para comenzar. El lugar natural para 
empezar a buscar es la recta real; probaremos que cada intervalo cerrado en R es 
compacto. Las aplicaciones de este hecho incluyen el teorema de los valores ex- 
tremos y el teorema de la continuidad uniforme en un contexto general adecuado, 
También proporcionaremos una caracterización de todos los subespacios compactos 
de R” y una prueba de la no numerabilidad del conjunto de los números reales. 


A la hora de probar que cada intervalo cerrado de ¡R es compacto, sólo necesita- 
mos una de las propiedades del orden de la recta real —la propiedad del supremo. 
Probaremos entonces el resultado utilizando sólo esta hipótesis; entónces podremos 
aplicarla no sólo a la recta real, sino a cualquier conjunto bien ordenado y a otros 
conjuntos ordenados. 


Teorema 27.1. Sea X un conjunto simplemente ordenado que tiene la propiedad del 
supremo. Entonces cada subconjunto cerrado de X con la topología del orden es 
compacto. 


Demostración. Paso 1. Dados a < b, sea A un cubrimiento de [a, b] por conjun- 
tos abiertos en [a, b] con la topología relativa (que es la misma que la topología del 
orden). Quisiéramos demostrar que existe una subcolección finita de A que cubre a 
a, b]. Primero veamos lo siguiente: si x es un punto de [a, b] distinto de b, entonces 
existe un punto y > z de [a, b] tal que el intervalo [x, y] puede ser cubierto como 
mucho por dos elementos de A. 


Si x tiene un inmediato sucesor en X, sea y este inmediato sucesor. Entonces 
[x, y] contiene únicamente a los puntos x € y, y por tanto puede ser cubierto como 
mucho por dos elementos de A. Si x no tiene inmediato sucesor en X, elijamos 
un elemento A de A conteniendo a =. Como x + b y A es abierto, A contiene un 
intervalo de la forma [z,c), para algún c de [a, b]. Elijamos un punto y en (x,c); 
entonces el intervalo [x, y] está cubierto por el único elemento A de A. 

Paso 2. Sea C el conjunto de todos los puntos y > a de [a, b] tales que el intervalo 
[a, y] puede ser cubierto por un número finito de elementos de A. Aplicando el Paso 
1 al caso x = a, vemos que existe al menos un punto y verificando tal condición, 
luego C' no es vacío. Sea c el supremo del conjunto C; entonces a < c < b. 
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- Paso 3. Veamos que e pertenece a C, esto es, vamos a demostrar que el intervalo 
(a, cl puede ser cubierto por un númeto finito de elementos de A. Elijamos un ele- 
mento Á de A conteniendo a.e;.como. 4-es abierto, contiene un intervalo de la forma 
(d, e] para algún d en [a,b], Si c no está en G, debe existir un punto 2 de C' en el in- 
tervalo. (d, c) pues si no, d sería una cota superior de C más pequeña que c (véase la 
Figura 27.1). Como z está en C,.el intervalo [a,.z] puede ser cubierto por un número 
finito, por ejemplo n, de elementos de A. Ahora [z, c] está contenido en el elemento 
4, de A, por tanto [a,c] = [a, 2].U [z, c]. puede ser cubierto por n + 1 elementos de A. 
Así, c está en C. 


Figura 27.1 : Figura 27.2 


Paso 4. Finalmente, vamos a demostrar que c = b y el teorema quedará probado. 
Supongamos que c < b. Aplicando el Paso:1 al caso x = c, concluimos que existe 
un punto y > c de [a, b] tal que el intervalo [c, y] puede ser cubierto por un número 
finito de elementos de A (véase la Figura 27.2). Hemos probado en el Paso 3 que 
c € C, por lo que [a, c] puede ser cubierto por un número finito de elementos de A. 
Por tanto, el intervalo E 

[a, y] = (a, e] U (e, y] 
puede ser cubierto también por-un número finito' de elementos de A. Esto significa 
que y está en C, contradiciendo el hecho de que c es una cota superior de C. LL 


Corolario 27.2, Cada intervalo cerrado en R es compacto.. 


Ahora caracterizamos los intervalos compactos de IR”. 


Teorema 27.3. Un subespacio A de R” es compacto si, y sóla si, es cerrado y aco- 
tado en la distancia euclídea d o en la distancia del supremo p. 


Demostración. Será suficiente considerár sólo la distancia p pues las desigualdades 
plz, y) < díz, y) < Vnplz, y) d 


implican que A está acotado en la distancia d si, y sólo si, lo está en la distancia p. 
Supongamos que A es compacto. Entonces por el Teorema 26. Fe es DEIOO: Conside- 
remos la colección de conjuntos abiertos * 


1Bp(0,m)|m 6 Z4) 
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cuya unión es el espacio total R”. Alguna-subcolección finita debe cubrir 4. Se sigue 
entonces que A C B(0,; M) para algún. M. De esta forma, dados dos puntes!z zey 
de A, tenemos p(=,y) < 2M.Por tanto, A está acotado en'p. : : : 

Recíprocamenté, supongamos qué A'es cérrado y acotado en p; O que 
p(x,y) < N para cada par x, y de puntos de 'A. Elijamos uri punto xy de “A, y Sea 
p(xp,0) = b. La desigualdad triangular implica que p(x,0) < N + b para cada x 
en A.Si P'= N + b, entonces A 'es un 'subconjúnto del'cubo [—P, PJ”, el cual es 
compacto. Como A es cerrado, entonces' A'también es compacto.' * A | 

Algunos estudiantes recuerdan este teorema estableciendo que la colección de los 
conjuntos compactos en un espacio métrico son los conjuntos cerrados y acotados. 
Este enunciado es claramente inapropiado ya que la cuestión de qué conjuntos son 
acotados depende única y exclusivámente de la distancia, mientras que el hecho de 
que un conjunto sea o no compacto depende de la topología del espacio. 


EJEMPLO 1. La esfera unidad Sn-1 y la bola cerrada unidad B" en R” son compactos 
pues son cerrados y Acolados: El conjunto 


A=(2x(Ua)1052<1) 


tE 


es cerrado en R”] pero no es era aid poros no está COEN El e ll 
Ses de x (sen(1/2)) |0<x<1) 


está acotado en R?, pero no es compacto porque no es cerrado. 


Ahora vamos aprobar el teorema de los valores extremos del cálculo en un con- 
texto generalizado. : 


Teorema 27.4 (Teorema de los valores extremos). Sea f : X — Y continua, don- 
de Y es un conjunto ordenado con la topología del orden. SiX es compacto, entotices 
existen puntos c y d en X tales que Í (e) $ = fa) < f (d) para cada TE Zo 


El teorema de los valores extremos del cálculo es un caso Especial de éste cuando Xx 
es un intervalo cerfado en R e Y es IR: * : 
Demostración. Como f es continua y X es s compacto, a A = f(X) es 
compacto. Veamos que A tiene un máximo MM y un mínimo q, Entonces, como.m y 
M pertenecen a A, debemos tener m = f(c) y M = f(d) para algunos puntos c y d 
de X. Si A no tiene un máximo, entonces la colección 


oo, 2) la:E A) 


es un enbeicto por abiertos de A. Como A.es compacto, existe una, a subcolección 
finita 


[(=oo, a1), ... (+00, an)) 
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que cubre a A.Si a; esel mayor de los elementos a:,..., an, entonces a; no pertenece 
a.ninguno de estos conjuntos, afirmación contraria al hecho de que estos conjuntos 
cubren a A. Un epa paa demuestra que Á tiene un mínimo. -* a 


eos a pola ahora el teorema de la cóntignidad uniforme del ello: En el 
proceso nos vemos obligados a introducir una nueva noción que nos será sorprenden- 
temente útil. Esta noción es el número de Lebesgue para un cubrimiento abierto de 
un espacio métrico. Primero veamos una definición preliminar. 


Definición... Sean (X,«) un espacio métrico y A. un subconjunto no vacío de X. 
Para cada x € X, definimos la distancia de x a A.por la ecuación 2 


d(x, A) = ínfíd(x,a)|a € A). 


Es sencillo demostrar que para A fijo, la función d(x, A) es una función continua 
definida en. X': dados x, y € X,se tignen las desigualdades 


d(z, A) < d(z, a) < d(x, y) + a(y, a) 
para cada a € A. Se sigue entonces que 
d(x, A) — d(x, y) < ínfa(y, a) = d(y, A), 

así que 

A A) de, 4) < d(z,y).. 
La misma igualdad se tiene con z e y intercambiados, de lo que se deduce la conti- 
nuidad de la función d(x, A). 

Ahora introducimos la noción de número de Lebesgue. Recordamos que el diáme- 

tro de un conjunto acotado, A en un espacio métrico (X, d) es el número 

soptalar, 2) | a, a € A). 


Lema 27 5 (El deca del número de Lebesgue). Sea A un lema abierto del 
espacio métrico (X, d). Si X es compacto, existe un ó > O tal que para cada subcon- 
junto X con diámetro menor que 5, existe un elemento de A conteniéndolo. 


El número J se denomina. número de Lebesgue para « el cubrimiento A. 
Demostración. Sea A un cubrimiento abierto. de X. Si X es un elemento de A, 
entonces el resultado se sigue para cualquier $ positivo. Por tanto, supongamos que 
X noes un elemento de A..Elegimos una subcolección finita (41,..., Anj de.A que 
cubra a X. Para cada ¿, tomamos C¡ =-X — As, y definimos f : X — R.como la 
función media de las distancias de un punto zx a los conjuntos C;, esto es, 


flo) = Y día,Co. 


i=1 
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Vamos:a demostrar que f(x) > 0 para todo x=. Dado x-€' X, escojamos + tal que 
x € A;: Entonces elegimos e de modo que la bola de radio « esté: contenida en A;. 
Por tanto, d(x,€;):2> e, y así f(2) > e/n. Como f es continua, tiene un valor 
mínimo d; veamos que este número es precisamente el número de Lebesgue. Sea B 
un subconjento de X cúyo diámetró sea menor que'$. Elijamos un puntow*p de B; 
entonces B está contenido en la bola de radio Ó y centrada en xp. Ahora bien," - 


:$S f(e0) < den Cod. 


donde d(xp, Cm) es el mayor de los números d(xg; C;). Entonces la bola de radio $ 
y centrada en zp está contenida en el elemento A; =-X -- Cop del cubrimiento A:;* 
| 


Definición. * Una función f del espacio métrico (X, dx ) al espacio métrico (Y, dy) 
se dice que es uniformemente continua si dado e > 0 existe un 0 > 0 tál que para 
cada par de puntos zp, 11 de X, 


dx(z0,11) <ó > dy(fízo), H(x1)) < e. 


Teorema 27.6 (Teorema de la continuidad uniforme). Sea f : X — Y una'apli- 
cación continua del espacio métrico compacto (X, d de al espacio métrico (Y, dy). 
Entonces f es. uniformemente continua. 


Demostración. Dado e > 0, tomamos un cubrimiento de Y por bolas B(y, e/2) de 
radio e/2. Sea A el cubrimiento abierto de X” que se obtiene' al tomar lás imágenes 
inversas de dichas bolas bajo f. Elegimos 4 como el núméro de Lébesgue para el 
cubrimiento A. Entonces, si 7, y x2son dos puntos de X tales que dx (11,12) < Ó, 
el conjunto (z1, x2) tiene diámetro menor que ó, luego su imagen (f (51) ), F(x2)) 
está contenida en alguna bola Bly, €/2): Eftonces dyí Fed, Hz) da E etal: y como 
se queria) sio L 


Finalmente, vamos a probar que el conjunto de los números reales es no nume- 
rable. El aspecto interesante de esta demostración es “que no involucra elementos 
algebraicos, sino únicamente propiedades: de ordén dl cobjuno: R. 

4 
Definición. Si X es un espacio, un punto z de X se dice que es un id aislado 
de X si el contmto unipuntual ta) es abierto en X 


Teorema 27.7. Sea X un espacio compacto y de Hausdorff. Si X no tiene puntos 
aislados, entonces X es no numerable. * 
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Demostración. Paso 1. Vamos.a probar primero que dado un conjunto no vacío U 
de X y cualquier punto x € X', existe un conjunto no vacío V_contenido en U tal que 
z € V. Elegimos un punto y en U distinto de x; esto es posible si » está en U pues z 
no es un punto aislado, y si x no está en U simplemente porque U es no vacío. Ahora 
elegimos abiertos disjuntos W, y.W2 conteniendo a z e y, respectivamente. Entonces 
el conjunto V = Wa N U verifica las condiciones del enunciado: está contenido en 
U, es no vacío pues contiene a y y además su adherencia no contiene a zx (véase la 
Figura 27.3). 

Paso 2. Veamos que dada una función cualquiera f : Z, - > Xx, dicha función no 
puede ser sobreyectiva. Se sigue entonces que X es no numerable. 


xoxo. 


Figura 27.3 


Sea 2 = f(n). Aplicando el Paso 1 al conjunto no vacío U = X' podemos elegir 
un conjunto abierto y no vacío V, C X tal que V, no contenga a £:,. En general, dado 
V,, 1 abierto y rio vacío, elegimos V,, un abierto no vacío tal'que: Yn c Vn- 1y V,, no 
contiene a z,,. Consideramos así la sucesión encajada 


ARI 


de cerrados no vacíos en X. Como X es compacto, por el Teorema 26.9 existe un 
punto z € NV,,. Ahora, x no puede coincidir con ninguno de los x,, para cada n, ya 
que x € V,, mientras que z,, no. ] 


Corolario 27.8. Cada intervalo cerrado en R es no numerable. 


Ejercicios 


1. Pruebe que si X' es un conjunto ordenado en el cual cada intervalo cerrado es 
compacto, entonces X' tiene la propiedad del '$upremo. 
2. Sea X un espacio métrico con distancia dysea AC X no vacío. 


(a) Demuestre que dz, A) =0si, y sólo si, T.E Á. 
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(b) Demuestre que si A-es compacto, d(x, 4) = d(z, a) para q ac A. 
(c) Defina el e-entorno de A en X como el conjunto : 


U(A,e) = 4eld(z, A) e 


Demuestre que Y LA, 13] coincide con la unión de 1 bolas abiertas Bala, €) 
para a € A. 

(d) Supongamos que A es compacto y sea U un abierto conteniendo : a A. 
Demuestre que algún e-entorno de A está contenido en U. i 

(e) Demuestre que la afirmación (d) no es cierta si' suponemos que Aes cerra- 
do pero no compacto. ** 


3, Recordemos que Rx denota a R con la K-topología. 
(a) Demuestre que [0, 1] no es compacto como subespacio de Rx. 
(b) Demuestre que Rx es conexo. Undicación: (oo, 0) y (0, 00) heredan sus 
topologías usuales como subespacios de-R x .] 
(c) Demuestre que Rx no es conexo por caminos: 


4. Demuestre que un espacio, métrico conexo con más de un punto es no numera- 
ble. 


5. Sean X un espacio compacto y de Hausdortf y [A,,) una colección numerable 
de conjuntos cerrados de X. Demuestre que si cada conjunto A,, tiene interior 
vacío en X, entonces la unión UA,, tiene interior vacío en X. Undicación: es 
una prueba. análoga a la del Teorema 27.7 J 


Éste es un caso especial del teorema de la categoría de Baire que ¡edifica 
en el Capítulo 8. : : 


6. Sea Ap el intervalo cerrado lo, 1] en, R; sea A el conjunto obtenido de Ay 
quitando el tercio medio (L yn 3) y sea Az el conjunto obtenido de A, quitando 
los tercios medios (4, 3) y (£, $). En general, se define An por la ecuación 


1+3k 24+3k Y 
An Ar U( gn 2. 
k=0 


C= (] An 


neZly 


La intersección 


se denomina conjunto de Cantor y es un subespacio de (0, 1]. 


. (a) Demuestre que C es totalmente disconexo. 
(b) Demuestre que Ces compacto. . 


(c) Demuestre que cada conjunto An es unión n de un número finito del interva- 
los cerrados disjuntos con longitud. ] / 37; demuestre ¿que los extremos de 
dichos intervalos están en C:. 
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(d) Demuestre que € no tiene puntos aislados. 
(e) Concluya que C es no numerable. 


$28  Compacidad por punto límite 


Tal y conio. indicamos a la hora de introducir la noción de compacidad, existen otras 
formulaciones equivalentes que son frecuentemente utilizadas. En esta sección intro- 
ducimos una de ellas:que és más débil, en general, isinique coincide cuando se trata 
de espaciós 'metrizables: 


Definición. Un espacio se dice que es compacto por punt límite si cada subcon- 
junto infinita de -X tiene un punto límite. 


- En cierto centido és esta propiedad es más intuitiva y natural que la definición de 
compacidad. En los inicios de la topología, era esta definición la que se conocía como 
“compacidad”, mientras que la definición en términos de cubrimientos era llamada 
“bicompacidad”. Más tarde, la palabra “compacta” se empezó a utilizar también para 
la definición por cubrimientos y se buscó un nuevo nombre para la definición que 
nos ocupa en esta sección (de hecho, todavía no se ha encontrado un nombre definiti- 
vo). Algunos han propuesto “compacidad de Frechet”, otros la llaman “propiedad de 
Bolzano-Weierstrass”. Nosotros sugerimos el término “compacidad por punto lími- 
te”. Creemos.que es:tan buena como cualquier otra y además describe la propiedad 
de la que hablamos. .:-:-- 


Teorema 28.1. Compacidad implica compacidad por punto límite, pero el recíproco 
no €s cierto. 


Demostración. Sea X un espacio compacto. Dado un subconjunto Á de X, quere- 
mos probar que si A es infinito, entonces tiene un punto límite. Vamos a demostrar el 
contrarrecíproco —si A no tiene un punto límite, entonces es finito. 


Supongamos pues que Á no tiene un punto límite. Entonces A contiene todos 
sus puntos límite, luego es cerrado. Más aún, podemos elegir para cada a € A un 
entorno_U,, de 4 de modo que U,, interseque a-A sólo en el punto a. El espacio X 
está cubierto por el conjunto abierto X — A y los abiertos U¿. Como-es compacto, 
puede ser cubierto por un número finito de tales conjuntos. Como X — Ano interseca 
a A y cada conjunto U,, eontiene únicamente un punto de A,.el conjunto A debe ser 
finito. E o E Lo y . A 


EJEMPLO 1. Sea Y un conjunto con dos puntos; consideramos en Y la topología trivial, 
es decir, la formada por el conjunto vacío y el propio Y. Entonces el espacio X = Z'x Y 
es compacto por punto límite, pues cada subconjunto no vacío de X tiene un punto límite. 
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Sin embargo, no es compacto, ya que el cubrimiento de X' por los abiertos la =54n) x Y 
no admite una subcolección finita que cubra a X. ' ! á 


EJEMPLO 2. He aquí un ejemplo menos trivial. Consideremos el conjunto no numera- 
ble, bien ordenado y minimal Sy con la topología del orgen. El espacio Sg no es compac- 
to ya que no tiene un elemento máximo. Sin embargo, sí es compacto por punto límite, 
En efecto, sea A un subconjunto infinito de Ss. Elijamos un subconjunto B de A que 
* sea infinito mimerable. Siendo numerable, el conjunto 'B tiene ena cota súperior ben Sy, 
entonces B es un subconjunto del intervalo (ap; b] de Se, donde ap: es el mínimo de So. 
- Como Sy tiene la propiedad del supremo, el intervalo [ay, b] es compacto. Por el teorema 
precedente, B tiene un punto límite z en [ag, bj. El punto zx es también un punto límite de 
A. Así, Sy es compacto por punto límite. 
: Ez ” . R Ebo 
Veamos ahora que estas dos definiciones alternativas de compacidad coinciden 
para espacios metrizables. Para este propósito, introducimos un nueva versión de 
compacidad llamada ran sucesional. Esté resultado' será endo en el Ca- 
pítulo 7. 


Definición. Sea X'un espacio topológico. Si (x,,) es una sucesión de puntos de X 
y sic” E A 
n1 < n2<-:<nm<: 


es una sucesión creciente de- enteros positivos, entonces la ducsción (yi)- definida 
por y; = y, se denomina subsucesión de la sucesión (%,). El espacio X se dice 
que es sucesionalmente compacto si cada sucesión de puntos de X' contiene una 
subsucesión convergente. 


*Teorema 28.2. Sea X un espacio metrizable. Entonces son equivalentes: 
(1) X es compacto. 


“A 


(2) X es compacto por punto límite. 


(3) X es sucesionalmente corírpacto. 


Demostración. Ya hemos demostrado que (1) => (2). Para demostrar que (2) > 
(3), supongamos que X es compacto por punto límite. Dada una sucesión (x,) de 
puntos de X, consideremos el corijunto A = [z, |[n:€ Z 4). Si el conjunto A es 
finito, entonces existe un punto y tal que x = 2, para un número infinito de valores de 
mn. En este caso, la sucesión (2, ) tiene una subsucesión que es constante y, por tanto, 
converge trivialmente. Por otro lado, si A es infinito, entonces A tiene un punto límite 
z. Definimos una subsucesión de * (tn) Es a z del siguiente modo: primero 
elegimos n tal que 


¡ a a eBlD 
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Supongamos entonces que el entero positivo n¿-1 está dado. Como la bola B(x, 1/4) 
interseca a Á en un número infinito de puntos, podemos elegir un índice n; > N¿_1 
tal que 

Ln; € Blx, 1/1). 


Entonces la subsucesión Z,, y Tn y > . CONVerge az. 


Finalmente, veamos que (3) => . Esta es la parte más complicada de la demos- 
tración. Primero veamos que si X' es sucesionalmente compacto, entonces el lema 
del número de Lebesgue se tiene para X (esto se seguiría de la condición de compa- 
cidad, pero ésta es precisamente la propiedad que tratamos de demostrar). Sea A un 
cubrimiento abierto de X. Supongamos que no existe un d > 0 tal que cada conjunto 
de diámetro menor que Ú esté contenido en un elemento de A y veamos que se llega 
auna contradicción. 


Nuestra suposición implica, en particular, que para cada entero positivo rn, exis- 
te un conjunto C,, con diámetro menor que 1/n que no está contenido en ningún 
elemento de A. Elijamos un punto T,, € C,, para cada n. Por hipótesis, existe una 
subsucesión (zn,) de la sucesión (x,) que converge a un punto a. Ahora, a perte- 
nece a algún elemento A de A. Como A es abierto, podemos elegir e > 0 tal que 
B(a,e) C A. Si i es suficientemente grande para que 1/n; < e/2, entonces el con- 
junto Cr, está contenido en el e /2-entorno de x,,,; si ¿ se elige suficientemente grande 
como para que d(x,,,a) < e/2, entonces C.,, está contenido en el e-entorno de a. 
Pero esto significa que C,,, CA, que es contrario a la hipótesis. 


En segundo lugar yamos a demostrar que si X' es sucesionalmente compacto, 
entonces dado e > 0, existe un cubrimiento finito de X por e-bolas abiertas. Una vez 
probado esto, de nuevo llegaremos a una contradicción. Supongamos que existe un 
e > 0 tal que X' no puede ser cubierto por un número finito de e-bolas. Construimos 
tina sucesión dé puntos de zx, como sigue: primero elegimos 71, un punto cúalquiera 
de X ¿Observando que lá bola B(x; e) no es todo el espacio X (si lo fuera; X estaría 
cubierto por una única é-bola), elegimos 23 'un punto de X que no esté en B(x;, e). 
En general, dados z1,..., z¡, elegimos 2,1 Un punto que no esté en la unión 


Bíz1,e) U:--UB(2n,e) 


utilizando el hecho de que estas bolas no cubren X. Observemos que, por construc- 
ción, d(tn+1,1;) > e parai = 1,...,n. De esta forma, la sucesión (xn) no puede 
tener una subsucesión convergente; de hecho, cualquier bola de radio e/2 contiene a 
e más un punto de la sucesión. * : 


* Finalmente, veamós que si X es sucesionalmente compacto, entonces es compac- 
to. Sea Á un cubrimiento abierto de X. Como X es sucesionalmente compacto, el 
cubrimiento abierto A tiene un número de Lebesgue 6.Si e = 6/3, como X es su- 
cesionalmente compacto, podemos encontrar un cubrimiento finito de X por e-bolas. 
Cada una de estas bolas tiene como mucho diámetro 26/3, por tanto están conteni- 
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das en algún elemento de A. Eligiendo dicho elemento de A para cada una de estas 
e-bolas, obtenemos una súbcolección finita de 4 que cubre X'. A 


EJEMPLO 3. Recordemos que Sg denota el conjunto no numerable, bien ordenado y 
minimal Sy con el punto £? añadido (en la topología del orden, $2 €s un punto límite de Sy 
y es por este motivo por el que hemos introducido en $10 la notación Sy, para Sy U (Mp. 
Es fácil comprobar que el espacio Se no es metrizable ya que no satisface el lema de 
la sucesión: el punto o es un punto límite de Sy pero no es el límite de una sucesión 
de puntos de Sy ya que ' Cualquier sucesión de puntos de 5, tiéne una cota superior en 
Ss. El espacio Sy, por otra parte, sí satisface el lema de la sucesión tal y como se puede 
comprobar fácilmente. No obstante, Sy no es metrizable ya que es compacto LS punto 
límite pero no compacto. ; 


Ejercicios 


1. 


2. 
3. 


5 


Considere [0, 1]" con la topología uniforme. Encuentre un subconjunto infinito 
de este espacio que no tenga puntos límite. . 


Demuestre que [O, 1] no es compacto por punto límite como subespacio de Rz. 
Sea X un espacio compacto por punto límite. 


(a) Si f : X — Y es continua, ¿es f(X') compacto por punto límite? 
(b) Si A es un subconjunto cerrado de X',¿es A compacto por punto límite? 


(c) Si X es un subespacio del espacio de Hausdorff Z, ¿es X un cerrado de 
zZr : 


Comentemos aquí que, en general, no es cierto que el producto de dos espacios 
compactos por punto límite sea un espacio compacto por punto límite, incluso 
cuando la condición de Hausdorff se asume. Sin embargo, los ejemplos son 
demasiado complicados (véase [S-S], Ejemplo.112). 


. Un espacio X se dice que es numerablemente compacto si cada cubrimien- 
to numerable de abiertos de X' contiene una subcolección finita que cubre a 
X. Demuestre que para un espacio T|, la condición numerablemente compacto 
equivale ala de compacto por punto límite. rada si ninguna subcolección 
finita de los Un cubre aX, elija Ta É Ur UU Un» para cada 7.] 


Demuestre que XxX es numerablemente compacto si, y sólo Si, cada sucesión en- 
. cajada Cy C2 > ::: de conjuntos cerrados no vacíos de X tiene intersección 
no vacía. 


«Sea (X; a un esco memes Sif:X—=>X E la condición 


A f(=), fu) = d(z, y) h 
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para todo x=, y € X,entonces-f se dice que es una isometría de X. Demuestre 
que si f es una isometría y X es compacto, entonces f es biyectiva y, por tanto, 
un homeomorfismo. [Indicación: si a $. f(X), elija e tal que el e-entorno de a 
sea disjunto de f(X). Elija 2, = a y, en pl Ln+1 = f(2n). Demuestre 
qué d(2,,, 8) > e sin em. 


7..Sea (X, d) un espacio métrico. Si .f satisface la condición 


“HO; f) <d(z,y) 


paratodo 7,y E X con z X y, entonces f se dice que es una aplicación 
contráctil. Si existe un número a: < 1 tal que 


d(f(2), (y) < ad(z, y) 


para todo x, y € X,entonces f se denomina contracción. Un punto fijo de f es 
un punto zx tal que f(x) = xz. 


(a) Si f es una contracción y X es compacto, demuestre que f tiene un único 
punto fijo. [Indicación: defina f! = f y f”"+! = fo f”. Considere la 
intersección A de los conjuntos An = f”(X).] 

(b) Demuestre que si f es una aplicación contráctil y X es compacto, entonces 
f tiene.un único punto fijo. [Indicación: sea A como antes. Dado x € A, 
elija x,, tal que x = f”+1(x,,). Si a es el límite de alguna subsucesión de 
la sucesión yn = f”(x,), demuestre que a € A y que f(a) = x. Concluya 
que f(4) = A, luego diám A = 0. 

(c) Sea X= [0, 1]: Demuestre que f(x) = z — 2?/2 aplica X en X y es 
una aplicación contráctil pero no una contracción. [Indicación: utilice el 
teorema del valor medio del cálculo.] 

(d) El resultado en (a) se tiene también si X' es un espacio métrico completo, 
tal como R; véanse los ejercicios de la sección $43. Sin embargo, no ocurre 

“ *lo mismo para el resultado (b): demuestre que la aplicación f : R + R 
dada por f(x) = [z + (1? + a)/2]/2 es una aplicación contráctil que no 
es una contracción y no tiene puntos Ajos: 


829 Compacidad local 


En esta sección estudiamos el concepto de compacidad local, y probamos el teore- 
ma básico que demuestra que cualquier espacio de Hausdorff y localmente compacto 
puede ser embebido en un cierto espacio compacto de Hausdorff que se llama com- 
pactificación por un punto. 
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Definición. - Un espacio .X se dice que es localmente compacto en zx si existe un 
subespacio compacto C de X que contiene un entorno de x. Si X es localmente 
compacto en cada uno de sus puntos, diremos que X es localmente compacto. 


Obsérvese que un espacio compacto es automáticamente localmente compacto. 


EJEMPLO 1. La recta real R es localmente compacta. El punto.= está contenido en un 
intervalo de la forma (a, b), el cual a su vez está contenido en el subespacio compacto 
[a, b]. El subespacio Q de los números racionales no es localmente compacto como se 
puede comprobar fácilmente. 


EJEMPLO 2. El espacio R” es localmente compacto; el punto x está contenido en algún 
elemento básico de la forma (a,,b,) x --- x (an,b,), el cual está contenido en el su- 
bespacio compacto [a,,b,] x --- x [an, bn]. El espacio R“ no es localmente compacto; 
ninguno de sus elementos básicos están contenidos en un subespacio compacto ya que si 


B=(a1,b1) x «--x (QOn,dn) Rx xRx--> 
estuviera contenido en un subespacio compacto, su adherencia 

B= lá1,b1) x---x [an, bn] xRx---xRx--- 
sería compacta, cuando ciertamente no lo es. 


EJEMPLO 3. Cada conjunto simplemente ordenado X con la propiedad del supremo es 
localmente compacto. Dado un elemento básico para X, está contenido en un intervalo 
' cerrado de X', el cual es compacto. 


De entre todas las clases de espacios topológicos, los espacios metrizables por un 
lado y los espacios que son a la vez de Hausdorff y compactos por otro presentan 
una serie de facilidades para trabajar con: ellos en matemáticas. Tales.espacios tienen 
multitud de propiedades útiles, las cuales se utilizan a la hora de demostrar teoremas 
o cuando se realizan construcciones. Si un espacio dado no pertenece a ninguna de 
estas dos clases, lo mejor que uno puede esperar es que dicho espacio sea en realidad 
un subespacio topológico de otro mayor que sí pertenezca a alguna de las dos clases. 
Por supuesto, un subespacio de un espacio metrizable también es metrizable, así que 
esta posibilidad no parece interesante. Sin embargo, un subespacio de un espacio 
compacto y de Hausdorff no es necesariamente compacto. De esta forma surge la 
cuestión: ¿bajo qué hipótesis es un espacio homeomorfo a algún subespacio de un 
espacio de Hausdorff y compacto? Proporcionaremos una respuesta a esta pregunta 
a continuación. Volveremos a esta cuestión posteriormente en el Capítulo 5 cuando 
estudiemos compactificaciones en general. 


Teorema 29.1. Sea X un espacio. Entonces X es localmente compacto y de Haus- 
dorff si, y sólo si, existe un subespacio Y que satisfaga las siguientes condiciones: 


(1) X es un subespacio de Y . 
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(2) El conjunto Y — X consta de un solo elemento. 
(3) Y es un espacio compacto y de Hausdorff. 
Si Y e Y” son dos espacios que satisfacen estas condiciones, entonces existe un ho- 


meomorfismo de Y en Y? que, restringido al subespacio X, es eine la iden- 
tidad en X. 


Demostración. Paso 1. Vamos a verificar primero la unicidad. Sean Y e Y' dos 
espacios que satisfacen estas condiciones. Definimos h : Y — Y” donde » aplica el 
único punto p de Y — X en el único punto q de Y” —.X y h(x) = x para todo z en 
X. Veamos que si U es abierto en Y, entonces h(U) es abierto en Y”. Por simetría, 
se concluirá que h es un homeomorfismo. A 


Primero, consideremos el caso en el que U no contiene a p. Entonces h(U) = 
Como U es abierto en Y y está contenido en X, entonces es abierto en X. Como X es 
abierto en Y *, entonces U es abierto también en Y ' tal y como queríamos demostrar. 

Segundo, supongamos que U contiene al punto p. Como C' = Y — U es cerrado 
en Y, esccompacto como subespacio de Y. Como C está contenido en. X, es un 
subespacio compacto de X'. Entonces, como X' es un subespacio de Y”, el espacio € 
también es un oe compacto de Y”. Como Y” es de Hausdorff, C' es cerrado 
en Y”, y así h(U) = Y” —C es abierto en Y”, como se deseaba. 

Paso 2. Ahora supongamos que X es localmente compacto y de Hausdorff y cons- 
truyamos el espacio Y . El Paso 1 nos da una idea acerca de cómo proceder. Elijamos 
algún objeto que no sea un punto de X, objeto que denotaremos por el símbolo oo 
por conveniencia. Consideremos entonces el conjunto Y = XU£oo) con la siguiente 
topología: los abiertos serán: (1) todos los subconjuntos U de X que son abiertos en 
X, y (2) todos los conjuntos de la forma Y — C, donde C es un subespacio compacto 
de X. 

Necesitamos comprobar que esta colección es, de hecho, una topología sobre Y . 
El conjunto vacío es un conjunto del tipo (1), y el espacio total Y es un conjunto del 
tipo (2).. Para comprobar que la intersección de dos abiertos es un abierto debemos 
distinguir tres casos: 


UU, Nn Us es del tipo (1), 
(Y —- C1)N(Y —C2) = Y —(C¡ UC») - es del tipo (2), 
UnN(Y — C1) = =Un(X- Ci) es del tipo (1), 
pues Cr es cerrado en X. Análogamente, se comprueba que la unión arbitraria de 
conjuntos abiertos de cualquier tipo es también un abierto: 
UVa, =U es del tipo (1), 
U(Y —Cg) =Y. - (NCg) = es del tipo (2), 
(UVa) U(U(Y — Cg)) = vu Or -C) =Y- E -U), 
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que es del tipo (2) porque C'—U es un subespacio cerrado de C y, por tanto, compacto. 


Veamos ahora que X es un subespacio de Y. Dado un conjunto abierto de Y, 
veamos que su intersección con X es un abierto en X. Si U es del tipo (1), entonces 
UNX =U y si Y — C es del tipo (2), entonces (Y — C) NX =.X — C; ambos 
conjuntos son abiertos en X. Recíprocamente, cualquier abierto en X es un conjunto 
del tipo (1) y por tanto abierto en Y. 


Pata demostrar que A es compacto, sea A un cubrimiento abierto de Y. La colec- 
ción A debe contener un conjunto abierto del tipo (2), por ejemplo Y =-C, ya que 
ninguno de los conjuntos abiertos del tipo (1) contiene al punto oo. Si consideramos 
todos los miembros de A distintos de Y — C y los intersecamos con X' tenemos en- 
tonces un cubrimiento de C' por abiertos de X. Como C es compacto, un número 
finito de ellos cubren C'; la correspondiente colección finita de elementos de A junto 
con el elemento Y — C cubrirán entonces todo Y . 


Veamos ahora que Y es de Hausdorff: sean x e y dos puntos de Y . Si ambos están 
contenidos en X, existen abiertos disjuntos U y V en X conteniéndolos respectiva- 
mente. Por otra parte, si x € X e y = 00, podemos elegir un conjunto compacto € 
conteniendo un entorno U de x. Entonces U e Y — C son entornos disjuntos de x € 
00, respectivamente, en Y . ¿ 


Paso 3. Finalmente,'vamos a demostrar el recíproco. Supongamos que existe un 
espacio Y que satisface las condiciones (1)-(3). Entonces X' es de Hausdorff porque 
es un subespacio del espacio de Hausdorff Y. Dado x € .X, veamos que X es lo- 
calmente compacto en z. Elegimos abiertos disjuntos U y Y de Y conteniendo a z 
y al único punto de Y — X, respectivamente. Entonces el conjunto C' = Y — V es 
cerrado en Y , luego es un subespacio compacto de Y. Como C está contenido.en X, 
es también compacto como subespacio de X y además contiene un entorno U de z. 


Cuando el espacio X en cuestión ya es compacto, el espacio Y del teorema pre: 
cedente no es interesante, ya que se obtiene-4l añadir a X un único punto aislado. Sin 
einbargo, si X no es compacto, entonces el punto de Y — X es un punto límite de X, 
de modo que X = Y. ] 


Definición. Si Y es un espacio compacto y de Hausdorff y X' es un subespacio | 
propio de Y cuya adherencia coincide con Y, entonces se dice que Y es compac- 
tificación de X. Si Y — X consiste en un único punto, entonces Y se denomina 
compactificación por un punto de X. 


Hemos demostrado que X admite una compactificación por un punto Y si, y 
sólo si, X es un espacio de Hausdorff y localmente compacto que no es compacto. 
Además, dicha compactificación es única salvo homeomorfismos. 
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EJEMPLO 4.: La: compactificación por un punto de la recta real R es homeomorfa al 

3 círculo, tal y como se puede comprobar. Análogamente, la compactificación de R? por 
un punto es homeomorfa a la esfera 5?. Si IR? se identifica con el espacio de los núme- 
ros complejos C, entonces C U (00) se denomina esfera de Riemann o plano complejo 
ampliado. 


En algunos aspectos nuestra definición de compacidad local no es satisfactoria. 
Normalmente, se, dice que un espacio X satisface una propiedad “localmente” si ca- 
da x € X tiene entornos “arbitrariamente pequeños” verificando dicha propiedad. La 
definición de compacidad local que hemos proporcionado no se adapta a este esque- 
ma y, en este sentido, cabe preguntarse si no existe alguna formulación alternativa 
de esta' propiedad. La respuesta nos la proporciona el siguiente resultado válido para 
espacios de Hausdorff: 


Teorema 292. Sea X un espacio de Hausdorff. Entonces X es localmente compacto 
si, y sólo si, dados x en X y in entorno U de x, existe un entorno V de x tal que V 
es compactó y Y CU, 


Demostración. . Claramente esta nueva formulación implica la compacidad local; el 
conjunto €. = V es el compacto requerido conteniendo un entorno V de zx. Para de- 
mostrar el recíproco, supongamos que X' es localmente compacto; sean x un punto 
de X y U un entorno de z. Consideramos la compactificación por un punto Y de X, 
y sea C el conjunto Y — U. Entonces C es cerrado en Y, así que C es un subespacio 
compacto de Y. Aplicando el Lema 26.4 elegimos abiertos disjuntos V y W coníte- 
niendo a x ; y C, respectivamente. Entonces la adherencia Y de V en Y es compacta 
y además Ves disjunto de C, así que Y C U, tal y como queríamos demostrar, NW 


Corolario 29.3, Sea X un espacio localmente compacto y de Hausdorff y sea A un 
subespacio de..X . Si. A es cerrado en X o abierto en X, entonces A es localmente 
compacto. 


Demostración. Supongamos que A es cerrado en X. Dado x € A, sea C un subes- 
pacio compacto de X conteniendo un entorno U de x. Entonces € N A es cerrado en 
C y, por tanto, compacto. Además contiene al entorno U N A de Xen A (nú hemos 
utilizado la condición de Hausdorff aquí). 


Supongamos ahora que A es abierto en X. Dado x € A, aplicamos el resultado 
precedente y elegimos un entorno V: de x en X tal que Y es compacto y Y C A. 
Entonces C = Y es un subespacio compacto de A conteniendo el entorno V de x en 
A. y mM 


Corolario 29.4. Un espacio X es homeomorfo a un subespacio abierto de un espacio . 
compacta y de Hausdorff si, y sólo si, X es localmente compacto y de Hausdorff. 
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Demostración. Se sigue inmediatamente del Teorema 29.1 y el Corolario 29.3. 
1 y | 


Ejercicios 


1. Demuestre que el conjunto Q no es un espacio localmente compacto. 
2. Sea [X..) una familia indexada de espacios no vacíos. 
(a) Demuestre que si [] X, es localmente compacto, entonces cada X,, es 


localmente compacto y X., es compacto excepto para un número finito de 
valores de a. ti 


(b) Demuestre el recíproco, suponiendo cierto el teorema de Tychonof 


3, Sea X un espacio. localmente compacto. Si f : X — Y es continua, ¿se sigue 
entonces que f(X') es localmente compacto? ¿Qué ocurre si, además, f es una 
aplicación abierta? Justifique sus respuestas. 

4... Demuestre que [0, 1]” no es localmente compacto con la topología uniforme... 


5. Si f : X, — Xa es un homeomorfismo de espacios de Hausdorff y localmen- 
te compactos, ¿Cómo se extiende f a un homeomorfismo entre sus respectivas 
compactificaciones por un punto? 


6. Demuestre que la compactificación por un punto de R es homeomorfa. a la cir- 
cunferencia S!. 


“7, Demuestre que la compactificación por un punto de-Sy es homeomoría a. Sn. 


8. Demuestre que la compactificación por un punto de Z, es homeomorfa al su- 
bespacio [0) U (1/n|n € Z,) de R. 


Demuestre que si G es un grupo topológico localmente compacto y H:es un 
subgrupo, entonces G/H es localmente compacto. : 


9 


10. Demuestre que si X es un espacio de Hausdorff que es localmente compacto en 
. €l punto z, entonces para cada entorno U de zx, existe un entorno V de z tal que 
V es compacto yVcU. 


«11. Demuestre lo siguiente: E 
' (a) Lema: Sip : X —> Y es una aplicación cociente y Z es un espacio 
Jo caLncntE O y de Hausdorff, entonces la aplicación 
2 Ñ T=PpXiz: XxZ>YxZ 


es una aplicación cociente. [Indicación: si rr *(A) es abierto y contiene a 
zx x y, elija abiertos Ul y V.con V compacto, tales que x x y € Uy xV 
y Uy x Y. c m4). Dados U, x Y C m7 *(4) utilice el lema del tubo 
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para elegir un abierto U/¿+1 conteniendo a p"*(p(U,)) tal que Uj 41 x Y € 
T1(A). Sea U = UU;; demuestre que U x V es un entorno saturado de 
zx X y que está contenido en 7-7*(4).] Una prueba completamente distinta 
de este resultado se puede encontrar en los ejercicios de 846. 

(b) Teorema. Seanp: A => B yq: C — D aplicaciones cociente. Si B 
y C son espacios de Hausdorff y localmente compactos, entonces p X q : 
AxC— B x D es uma aplicación cociente. 


*Ejercicios complementarios: redes 


Ya hemos visto que las sucesiones son instrumentos adecuados para detectar puntos 
límite, funciones continuas y conjuntos compactos en un espacio metrizable. Exis- 
te una generalización del concepto de sucesión, el concepto de red, que sirve para 
los mismos propósitos que las sucesiones pero en un espacio topológico arbitrario. 
Vamos a proporcionar las definiciones más importantes aquí y dejaremos las demos- 
traciones como ejercicios. Recuérdese que una relación < en un conjunto A es una 
relación de orden parcial si se dan-las sind condiciones: 


(1) a: < a para todo o. 
(Q) Sia =P y f < a. entonces a = 6. 
(3) Sia < PB y PB = y entonces a: < y. 


Además, se dice que un conjunto J es un conjunto dirigido con un orden parcial < 
si para cada par de elementos a, f£ de J, existe un elemento y de J con la propiedad 
dequear <y-yB=7. 


1. Demuestre que los siguientes conjuntos son dirigidos: 


(a) Cualquier conjunto simplemente ordenado, con la relación <. 

(b) La colección de todos los subconjuntos de un conjunto S, parcialmente 
ordenados por la inclusión (es decir, A < Bsi A C B). 

(c) La colección A de subconjuntos de S que son cerrados bajo intersecciones 
finitas, parcialmente ordenados por la mesi inversa (esto es, A < B si 
A>DB). a 

(d) La colección de todos los subconjuntos cerrados de un espacio X, parcial- 
mente ordenados por la inclusión. 


2. Un subconjunto K de J se dice que es cofinal en J si para cada a: € J existe 
$ € K tal que a: < $4. Demuestre que si J es un ai dirigido y K es cofinal 
en /, entonces K es un conjunto dirigido. 


3.. Sea X un espacio topológico. Una red. en X es una función f de un conjunto 
dirigido J en X.Si a: € J, denotaremos a la imagen f(«) por Za. También 
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denotaremos a la propia red f por el símbolo (Ta Jaey, o simplemente por (2) 


-si el conjunto de índices es único. 


Se dice que la red (x.,) converge al punto x de X O lo escribimos xr, — 2) si 
para cada entorno U de x, existe a € J tal que 


a il 


Demuestre que estas definiciones se reducen a la definición natural de sucesión 
cuando J = Z+4. 


. Supongamos que 


(tadacy — zen X e (YaJacy — y en Y. 


Demuestre que (Za X Ya) — 1 xyenX x Y. 


Demuestre que si X es de Hausdorff, una red en X converge a lo más a un único 
punto. 


Teorema. Sea A C X. Entonces x € Á si, y sólo si, existe una red de puntos 
en A que converge a x. [Indicación: para probar la implicación >, tome co- 
mo conjunto de índices la colección de todos los entornos de zx, parcialmente 
ordenados por la inclusión inversa.] 


Teorema. Sea f : X — Y. Entonces f es continua si, y sólo si, para cada red 
convergente (1 ,) en X que en a x, entonces la 12d (f(Za)) converge a 
f(x). 0 

Sea f : J — X unareden X y f(a) = o. Si K es un conjunto dirigido y 
9: K —> J es una función tal que 


()i34=>9() 390, 
(id 9() es cofinal en J, 
entonces la función compuesta fog: K — X se dice que es una subred de 


(La). Demuestre que si la red (2) converge a zx, entonces cualquier subred 
también converge a dicho punto. 


. Sea (ZaJaey una red en X. Se dice que x es un punto de ¿comulación de la red 


(Zo) si para cada entorno U de xr, el conjunto de los índices a tales que 1, € U 
es cofinal en .J. 

Lema. El punto x es un punto de acumulación de la red (La) s si, y sólo si, 
alguna subred de (x,) converge a x. [Indicación: para probar la implicación 
>>, sea K el conjunto de todos los pares (tx, U) donde a € J y U es un entorno 
de x conteniendo a 2. Se define el orden (a, U) <= (8,V) sia <= B y V CU. 
Demuestre que K-es un cas aa y utilice este hecho para definir la 
subred.] o 3 a 
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10. Teorema. X es compacto si, y sólo si, toda red en X tiene una subred conver- 


11. 


12 


gente. [Indicación: para probar la implicación >, sea B, = [zg|a = Bj) y 
pruebe que (B,,] tiene la propiedad de la intersección finita. Para demostrar =, 
sea A una colección de conjuntos cerrados con la propiedad de la intersección 
finita, y sea B la colección de todas las intersecciones finitas de elementos de 
A, parcialmente ordenadas por la inclusión inversa.] 


Corolario. Sean G un grupo topológico y A y B subconjuntos de G. Si A es 
un cerrado en G y B es compacto, entonces A - B es cerrado en G. [Indica- 
ción: en primer lugar, dé una deja oaJOS sucesiones, os que G 
es metrizable.] j Ñ 3 ] 


Compruebe que los ejercicios ccoo siguen teniendo validez si % condi- 
ción (2) se omite en la definición de conjunto: dirigido, Muchos matemáticos 
utilizan el término “conjunto dirigido” en un sentido más general. 


Capítulo 4 


ES 


Axiomas de separación y 
numerabilidad 


Los conceptos que vamos a introducir ahora, a diferencia de la compacidad y cone- 
xión, no surgen naturalmente en el estudio del cálculo y el análisis. Surgen de un 
estudio más profundo de la topología misma. Tales problemas, como embeber un 
espacio dado en un espacio métrico o en un espacio compacto de Hausdorff, son pro- 
blemas básicamente de topología más que de análisis. Estos problemas particulares 
poseen soluciones que incluyen a los axiomas de separación y numerabilidad. 


Ya hemos presentado el primer axioma de numerabilidad que estaba relacionado 
con el estudio de sucesiones convergentes en 821. También hemos estudiado uno de 
los axiomas de separación —el axioma de Hausdorff—, y hemos mencionado otro 
—el axioma 7; . En este capítulo introduciremos otros, y más fuertes, axiomas de este 
tipo, y estudiaremos algunas de sus consecuencias. Nuestro objetivo básico es pro- 
bar el teorema de metrización de Urysohn. Éste afirma que si un espacio topológico 
X satisface un cierto axioma de numerabilidad (el segundo) y un cierto axioma de 
separación (el axioma de regularidad), entonces X se puede embeber en un espacio 
métrico, y así es metrizable. 


Otro teorema de embebimiento, importante para los geómetras, se presenta en la 
última sección del capítulo. Dado un espacio que es una variedad compacta (el análo- 
go a una superficie en dimensiones más altas), probaremos que se puede embeber en 
algún espacio euclídeo de dimensión finita. 
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$30 Los axiomas de numerabilidad 
Recordemos la definición que dimos en $21. 


Definición. Un espacio X se dice que tiene una base numerable en x si existe 
una colección numerable B de entornos de x tales que cada entorno de zx contiene 
al menos a uno-de los elementos de B, Un espacio que tiene una base numerable en 
cada uno de sus puntos se dice que satisface el primer axioma de (eden 
que es JAN, o que es uno-numerable, 


Ya hemos visto que todo espacio metrizable satisface este axioma, véase $21. El 
hecho más útil sobre espacios que satisfacen este axioma es. el hecho de que en un 
espacio tal, las sucesiones convergentes son adecuadas para detectar puntos límite de 
conjuntos y para comprobar la continuidad de funciones. Esto ya lo hemos observado 
con anterioridad y ahora lo estableceremos formalmente como un teorema: 


Teorema 30.1. Sea X un espacio topológico. 


(a) Sea A un subconjunto de X.. Si existe una sucesión de puntos de A convergente 
a x, entonces x € Á y el recíproco se cumple si X es 1AN. 


(b) Sea f : X — Y. Si f es continua, entonces para cada sucesión agan 
Ln —>uxenX, la sucesión f(tn) converge a f(x). El recíproco sé cuaple si 
XeslAN: : * 


La prueba es una generalización directa de la demostración dada en $21 bajo la 
hipótesis de metrizabilidad, por lo que no la repétirémos aquí. 


De mucha más importancia que el primer axioma de numerabilidad es el siguien- 
te: ON 


Definición. —Siun espacio X tiene una base numerable para su topología, entonces 
se dice que X' satisface el segundo axioma de numerabilidad, que es s2AN, o que es 
dos-numerable. 


Obviamente, el segundo axioma implica el primero: si B es una base numerable 
para la topología de X', entonces el subconjunto de B formado por aquellos elementos 
de la base que contienen al punto x= es una base numerable en x. El segundo axioma 
es, de hecho, mucho más fuerte que el primero; es tan fúerte que incluso no todo 
espacio métrico lo satisface. 


Entonces, ¿por qué es interesante este segundo axioma? Bien, por un lado, mu- 
chos espacios que nos son familiares lo satisfacen. Por otro, es úna hipótesis érucial 
usada para probar teoremas tales como el teorema de metrización de de Sala como 
veremos en su momento. 
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EJEMPLO 1. La recta real R:tiene una base numerable —la colección de todos los 
intervalos abiertos (a, b) con extremos racionales —. Del mismo modo, R” tiene una base 
numerable —la colección de todos los productos de intervalos con extremos racionales—. 

Incluso R“tiene una base numerable —la colección de todos los productos Tlnez, Un» 
donde U,, es un intervalo abierto con extremos racionales para un número finito de valores 
de n, y Un = Ri para el resto de valores de n. 


EJEMPLO. 2. En la topología uniforme, R” aliño el primer axioma de numera- 
bilidad (siendo metrizable). Sin embargo, no satisface el segundo. Para comprobar este 
hecho, primero mostramos que si X es un espacio que tiene una base numerable B, en- 
tonces cualquier subespacio discreto 4 de X debe ser numerable. Elijamos, para cada 
a € A, un elemento B, de la base que interseque a A únicamente en el punto a. Si a y 
b son puntos distintos de A, los conjuntos Ba y B, son distintos, puesto que el primero 
contiene a a y el segundo no. Sé sigue que la aplicación a —> B, es una inyección de A 
en B, por lo que A debe ser numerable. 

Ahora bien, el subespacio.A de R“ formado por todas las sucesiones de ceros y unos 
no es numerable y, tiene la topología discreta. porque ¿(a,b) =-1 para cualesquiera dos 
puntos a y b de A distintos. Por tanto, en la topología uniforme, R“ no tiene uná base 
numerable. 


Ambos axiomas de numerabilidad se comportan bien con respecto a las operacio- 
nes de tomar subespacios o productos numerables: 


Teorema 30.2. Un subespacio de un espacio 1AN es 1AN, y un producto nume- 
rable de espacios 1AN es 1AN. Un subespacio de un espacio 2AN es 2AN, y un 
producto numerable de espacios 2AN es 2AN. 


Diosración: - Consideremos el segundo axioma de numerabilidad. Si B es una 
base numerable para X, entonces (BM A | B'€ Bj es una base numerable para 
el subespacio A de X. Si B; es una base numerable para el espacio X¿, entonces 
la colección de todos los productos [] U;, donde U; € B; para un número finito de 
valores de ¿ y U¿ = X; para el resto de valores de ¿, es una base numerable para 
IX. 


La prueba para el primer axioma de numerabilidad es similar. A 


En el siguiente teorema se dan dos consecuencias del segundo axioma de nume- 
rabilidad que nos serán útiles más tarde. Antes, daremos una definición: 


Definición. Un subconjunto A de un espacio X se dice que es denso en X si 
Á=X. 


Teorema 303. Supongamos que X tiene una base numerable. Entonces: 


(a) Todo cubrimiento abierto de X contiene una subcolección numerable que re- 
cubre a X. a 
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(b) Existe un subconjunto numerable de X que es denso en X. 


Demostración, Sea [B,,) una base numerable para X. 


(a) Sea A un cubrimiento abierto de X. Para cada entero positivo n para el que 
sea posible, elegimos un elemento A, de A que contiene al elemento B,, de la base. 
La colección A? de los conjuntos A,, es numerable, puesto que está indexada con un 
subconjunto Y de enteros positivos. Es más,'recubre a X: dado un punto r € X, 
podemos elegir un elemento A de A que contiene a x. Puesto que Á es abierto, existe 
un elemento B,, de la base tal que x € B, C A. Al pertenecer B,, a un elemento de 
A, el índice n está en el conjunto Y, por lo que A,, está definido; como A,, contiene 
a B,,, contiene a x. Así, A' es una subcolección numerable de A que recubre a X. 


(b) De cada elemento B.,, no vacío de la base, elijamos un punto x,. Sea D el 
conjunto formado por los puntos zx». Entonces D es denso en X: dado cualquier 
punto z de X', cada elemento de la base que contenga a x interseca a D, por lo que z 
pertenece a D. | 


Las dos propiedades enunciadas en el Teorema 30,3 algunas veces se toman co- 
. mo axiomas de numerabilidad alternativos. Un espacio para el que cada cubrimiento 
abierto contiene un subcubrimiento numerable, se denomina espacio de Lindelif. 
Un espacio que tiene un subconjunto numerable denso, a menudo se dice que es se- 
parable (una elección de terminología desafortunada).* Aunque son más débiles, en 
general, qué el segundo axioma de numerabilidad, cada una de estas propiedades es 
equivalente, cuando el espacio es metrizable, al segundo axioma de numerabilidad 
(véase el Ejercicio 5). Son menos importantes que el segundo axioma de numerabi- 
lidad, pero debería conocerlos, porque algunas veces son útiles. A menudo es más 
fácil, por ejemplo, probar que un espacio X' tiene un subconjunto numerable den- 
so que probar que X' tiene una base numerable. Si el espacio es metrizable (como 
habitualmente ocurre en análisis), se sigue que X es 2AN, 


No utilizaremos estas propiedades para probar teorema alguno, pero una de ellas 
—la condición de Lindelóf— será muy útil para tratar algunos ejemplos. No se com- 
portan tan bien como uno podría esperar bajo las operaciones de tomar subespacios 
y productos cartesianos, como veremos en los ejemplos y ejercicios que siguen. 


EJEMPLO 3.  Elespacio Ry satisface todos los axiomas de numerabilidad excepto el 

: segundo. Ñ 
Dado x € Re, el conjunto de todos los elementos de la base de la forma [x, x + 1/n) 
es una base numerable en x. Y es fácil ver que los números racionales son densos en R¿. 


TÉste es un buen ejemplo de cómo se puede abusar de una palabra. Ya hemos definido lo que enter- 
demos por una separación de un espacio y analizaremos los axiomas de separación brevemente. 
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Para ver que R¿ no tiene una base numerable, sea B una base para R¿. Para cada x, 
elijamos un elemento B,, de B tal que x € B, C [2,1+1).Sizr A y, entonces B, % By, 
ya que x = ínf B,, e y = ínf B,, . Por tanto, B debe ser no numerable. 

Para ver que Ry es de Lindelóf, es necesario más trabajo. Será suficiente probar que 
cada cubrimiento abierto de R¿ por elementos de la base contiene una subcolección nu- 
merable recubriendo a R¿ (puede comprobarlo). Así, sea 


A= (lQa, da)Jaes 


un cubrimiento de R por elementos de la base para la topología del límite inferior. Desea- 
mos encontrar una subcolección numerable que recubra a R. Sea C el conjunto 


C'= |) (a%,da), 


ac 


que es un subconjunto de R. Vamos a probar que el conjunto R — C' es numerable, 
- * Sea zx un punto de R — C., Sabemos que zx no pertenece a intervalo abierto alguno del 
tipo (A, bo), por tanto, z = ag para algún índice $3. Elijamos un [ de este tipo y un núme- 
“ ro racional q, que pertenezca al intervalo (ag, bg). Puesto que (ag, bg) está contenido en 
C, también lo está el intervalo (ag, q,) = (1, q»). Se sigue que si x e y son dos puntos de 
R — C con z < y, entonces q. < qy (ya que, si no, tendríamos z < y < qy < qz, por lo 
que y estaría en el intervalo (z, q.) y, de aquí, en C). Por tanto, la aplicación x — q, de 
— C aQ es inyectiva, por lo que R — C es numerable. 
A continuación probaremos que alguna subcolección numerable de A recubre a R. 
Para empezar, elijamos, para cada elemento de R — C, un elemento de A que lo contenga; 
se obtiene así una subcolección numerable A' de A que recubre a R — C.. Tomemos aho- 
ra el conjunto C' y dotémoslo de la topología como subespacio de RR; en esta topología, 
. C satisface el segundo axioma de numerabilidad. Ahora bien, C está recubierto por los 
conjuntos (£.,d.), que son abiertos en R-y, de aquí, abiertos en C. Luego alguna subco- 
lección numerable recubre a C. e que esta subcolección está formada por los 
elementos (Ga, ba Y para a: = 0x1, 02, . .. Entonces la colección 


A" = ([0., bo)la = 11,02, ...) 


es una subcolección numerable de A que recubre al conjunto C, y AU A” es una subco- 
lección numerable de A que recubre a Re. 


EJEMPLO 4. El producto de dos espacios de Lindelóf no es necesariamente de Lin- 
delof.: 

Aunque el espacio ¡R¿ es de Lindelóf, probaremos que el espacio producto R¿ x R¿ = 
R? no lo es. El espacio R3 es un ejemplo muy útil en topología llamado plano de Sor- 
genfrey. 

El espacio R? tiene .como base todos los conjuntos de la forma [a, b) x [e, d). Para 
probar que no es de Lindelóf, consideremos el subespacio 


L= fox (2) | 2 € RJ. 


Es fácil comprobar que £ es cerrado en R?. Recubramos R? con el conjunto abierto 
R?— L y Le 1099 los elementos de la base de la forma 


—[a,b) x [L-a,d). 
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Cada uno de estos conjuntos abiertos interseca a L en, al menos, un punto. Puesto que L 
no es numerable, ninguna subcolección numerable recubre a R?. Véase la Figura 30.1. 


[a,b) x [-a,d) 


Figura 30.1 


EJEMPLO 5. Un subespacio de un espacio de Lindelúf no es necesariamente de Lin- 
delof. 

El cuadrado ordenado 7Í es compacto, por lo que es trivialmente de Lindelóf. Sin 
embargo, el subespacio A = T x (0, 1) no es de Lindelóf. A es la unión de los conjuntos 
disjuntos U,, = [x) x (0, 1), cada uno de los cuales es abierto en A. Esta colección de 
conjuntos no es numerable, y ninguna subcoleceión propia recubre a A. 


Ejercicios 


1. (a) Un conjunto G¿ en un espacio X es un conjunto Á que es igual a una inter- 
sección numerable de conjuntos abiertos de X. Pruebe que en un espacio 
T, uno-numerable, cada conjunto unipuntual es un conjunto G4. 
(b) Existe un espacio familiar en el que cada conjunto unipuntual es un con- 
junto Gs, y sin embargo, no satisface el primer axioma de numerabilidad. 
¿Cuáles? a 
La terminología proviene del alemán. La “G” viene de “Gebiet”, que significa 
“conjunto abierto”, y la “9” de “Durchschnitt”, que significa “intersección”. 
2. Pruebe que si X tiene una base numerable ([B,,), entonces cada base € de X 
contiene una base numerable para X. [Indicación: para cada par de índices n, m 
para los que sea posible, elija C,, »m € € tal que B,, € Cam C Bm.) 
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Sean X un-espacio con una base numerable y A un subconjunto no numerable 


* de-X.. Pruebe que una cantidad no numerable de puntos de A son puntos límite 


de A. 


Pruebe que cada espacio compacto metrizable X' tiene una base numerable. [In- 
dicación: sea A. un recubrimiento finito de X por bolas de radio 1/n..] 


(a) Pruebe que cada espacio metrizable con un subconjunto denso numerable 
tiene una base numerable. 


(b) Pruebe que cada espacio metrizable y de Lindelóf tiene una base numera- 
ble. 


6. Pruebe que R¿ y 7Í no son metrizables. 


7. ¿Cuál de nuestros cuatro axiomas de numerabilidad satisface Sp? ¿Y Sa? 


$. ¿Cuál de nuestros cuatro axiomas de numerabilidad satisface R“ en la topología 


14. 
15, 


16. 


uniforme? 


. Sea A un subespacio cerrado de X. Pruebe que si X es de Lindelúf, entonces 


A es de Lindelóf, Pruebe, con un ejemplo, que si X tiene un subconjunto denso 
numerable, Á no tiene por qué contener un subconjunto denso numerable. 


Pruebe que si X es un producto numerable de espacios con subconjuntos densos 
numerables, entonces X tiene un subconjunto denso numerable. 


Sea f : X-— Y continua. Pruebe que si X es de Lindelóf, o si X tiene un 
subconjunto denso numerable, entonces f(X') satisface la misma condición. 


Sea f : X —> Y una aplicación abierta continua. Pruebe que si X' satisface el 
primer o segundo axioma de numerabilidad, entonces f(X) satisface el mismo 
axioma. : 


. Pruebe que si X tiene un subconjunto denso numerable, cada colección de con- 


juntos abiertos y disjuntos en X' es numerable. 
Pruebe que si X es de Lindelóf e Y es compacto, entonces X x Y es de Lindelóf. 


Sea R* con la distancia uniforme, donde [ = [0, 1] y sea C(1, R) el subespacio 
formado por las funciones continuas. Pruebe que C(7, RR) tiene un subconjunto 
denso numerable y, por tanto, una base numerable. [Indicación: consideremos 
las funciones continuas cuyas gráficas constan de un número finito de segmentos 
de recta con extremos racionales.] 


(a) Pruebe que el espacio producto R”, donde 7 = [0, 1], tiene un subconjunto 
denso numerable. 
(b) Pruebe que si J tiene cardinal mayor que P(Z.,), entonces el espacio 
«producto R” no contiene un subconjunto denso numerable. [Indicación: 
«si D es denso en RY, defina f : J — P(D) por la ecuación f(a) = 
DON z*((a, b)), donde (a, b) es un intervalo fijo en R.] 
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*17, Dote a R” dela topología por cajas. Denotemos por Q” al subespacio formado 
por sucesiones de racionales que acaban en una cadena infinita de ceros. ¿Cuáles 
de nuestros cuatro axiomas de numerabilidad satisface este espacio? 


*18, Sea Gun grapo topológico 14.N. Pruebe que si G tiene un subconjunto nume- 
rable denso, o si es de Lindelóf, entonces G tiene una base numerable. [Indi- 
cación: sea [ B,,) una base numerable en e. Si D es un subconjunto numerable 
denso de (z, pruebe que los conjuntos d.B,,, para d € D, forman una base para 
G. Si G es de Lindelóf, elijamos para cada n un conjunto numerable C,, tal que 
los conjuntos cB,, para c.€ C,, recubren a G. Pruebe que cuando n recorre 
Z. +, estos conjuntos forman una base de G:] 7 
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En esta sección introducimos tres axiomas de separación y estudiamos algunas de 
sus propiedades. Ya conoce uno de ellos —el axioma de Hausdorff—. Los otros son 
similares pero más fuertes. Como hacemos siempre que introducimos nuevos con- 
ceptos, examinaremos la relación entre estos axiomas y los conceptos introducidos 
anteriormente en el libro. 


Recordemos que un espacio X se dice que'es de Hausdor/f si para cada par í,Yy 
de puntos distintos de X, existen conjuntos abiertos disjuntos que contienen a re y, 
respectivamente. 


Definición. Supongamos que los conjuntos unipuntuales son cerrados en X', En- 
tonces se dice que X es regular si para cada par formado por un punto x y un conjun- 
to cerrado B que no contiene a z, existen conjuntos abiertos disjuntos que contienen 
a T y B, respectivamente. El espacio X se dice que es normal si para cada par A, B 
de conjuntos cerrados disjuntos de X, existen conjuntos abiertos disjuntos que con- 
tienen a Á y B, respectivamente. 


- Está claro que un espacio regular es de Hausdorff, y que un espacio normal es 
regular. (Necesitamos incluir la condición de que los conjuntos unipuntuales sean 
cerrados como parte de la definición de regularidad y normalidad para que tengan 
sentido. Un espacio con dos puntos en la topología indiscreta satisface el resto de las 
definiciones de regularidad y normalidad, incluso sin ser de Hausdorff.) Remitimos 
al lector a los Ejemplos 1 y 3 para ver cómo el axioma de regularidad es más fuerte 
que el axioma de Hausdorff, y cómo la normalidad es más fúerte que la regularidad. 


“Estos axiomas se llaman los axiomas de separación por el hecho de implicar la 
“separación” de ciertas clases de conjuntos por conjuntos abiertos disjuntos. Ya he- 
mos usado la palabra “separación” antes, cuando estudiamos espacios conexos. Pe- 
re en aquel caso, estábamos intentando encontrar conjuntos bicis disjuntos cia 
unión era el espacio total. E n 
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La situación de ahora es bastante diferente, porque los conjuntos abiertos-no sa- 
tisfacen necesariamente esta condición. + -- SS : 


Hausdortt 


Normal 


Los tres axiomas de separación se ilustran en la Figura 31.1. 


- Existen otros modos de enunciar los axiomas de separación. Un enunciado que es 
útil algunas veces se da en el siguiente lema: P ; 


Lema 31.1. Sea X un espacio topológico donde los conjuntos unipuntuales son ce- 
rrados. 


(a) X es regular si, y sólo si, dado un punto x de X' y un entorno U de x, existe un 
entorno V de x tal que V CU. 


(b) X es normal si, y sólo si, dado un conjunto cerrado A y un conjunto abierto 
U que contiene a A, existe un conjunto abierto V que contiene a Á tal que 
VcuU. " 


Demostración. (a) Supongamos que X' es regular, y que el punto z y el entorno U 
de z están dados. Si B = X — U entonces B es un conjunto cerrado. Por hipótesis, 
existen conjuntos abiertos disjuntos Y y W que contienen a x y a B, respectivamente. 
El conjunto Vv es disjunto de B, ya que si y € B, el conjunto W es un entorno de y 
distinto de V. Por tanto, Y C U, como se deseaba. 


Para probar el recíproco, supongamos que nos dan el punto zx y el conjunto cerrado 
B que no contiene a z. Sea U = X — B. Por hipótesis, existe un entorno V de z tal 
que Y C U. Los conjuntos abiertos V y X — Y son conjuntos abiertos disjuntos que 
contienen a x y a B, respectivamente. Así X es regular. 


(b) Esta demostración usa exactamente el mismo argumento, simplemente se sus- 
tituye.el punto x por el conjunto A. . A 


«A continuación relacionamos los axiomas de separación con los conceptos que 
introdujimos anteriormente. : - 
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Teorema 31.2. - (a) Un subespacio de un espacio de Hausdorff es de Hausdorff y 
un producto de espacios de Hausdortf es de Hausdorff. 


(b) Un subespacio de un espacio regular es regular y y un producto de espacios re- 
gulares es regular. j aia 


Demostración. (a) Este resultado era un ejercicio en $17 y damos una prueba a 
continuación. Sea X un espacio. de Hausdorff y sean zx e y dos puntos del subespacio 
Y de X. Si U y V son entornos disjuntos en X dexey, respectivamente, entonces 
UNY y V N Y son entornos disjuntos de zx e y en Y . 

Sea (X2) una familia de espacios de Hausdorff. Sean x = (Ta) e y = (Ya) 
puntos distintos del espacio producto [] X.,. Puesto que x + y, existe algún índice 6 
tal que zg F yg. Elijamos conjuntos abiertos disjuntos Y y V en Xg que contengan 
a 7g € ya, respectivamente. Entonces los conjuntos 7 4 ¿U) y m3 3-(V) son conjuntos 
abiertos disjuntos en T] X,, que contienen a x e y, respectivamente. 


' (b) Sea Y un subespacio del espacio regular X'. Entonces los conjuntos unipun- 
tuales son cerrados en Y. Sea x un punto de Y y sea B un subconjunto cerrado de Y 
disjunto a x. Tenemos que BN Y = B, donde B denota la adherencia de B en X. 
Por consiguiente, x £ B, por lo que, utilizando la regularidad de X, podemos elegir 
conjuntos abiertos disjuntos U y V de X que contengan a x y a B, respectivamente. 
Entonces U N Y y V N Y son conjuntos abiertos disjuntos en Y que contienen a x y 
a B, respectivamente. 


Sea (Xo) una familia de espacios regulares y sea X = [] Xa. Por (a), X es 
de Hausdorff, por lo que los conjuntos unipuntuales son cerrados en X. Usamos el 
lema anterior para probar la regularidad de X. Sea x = (2¿) un punto de X y sea 
U un entorno de x en X. Elijamos un elemento [] U,, de la base alrededor de x 
contenido en U/. Elijamos, para cada o»; un entorno Va de z., en X, tal que V,, € Ua; 
si ocurre que Uy, = X«, elegimos Va = Xa. Entonces Y = [[ Va es un entorno de 
zx en X. Puesto que Y = TI Vo. por el Teorema 19.5, se sigue inmediatamente que 
VcIIUV. C U, por lo que Xes regular. L 


No existe teorema análogo para espacios normales, como veremos brevemente, 
en esta sección y eñ la próxima. 


EJEMPLO 1. El espacio Rx es de Hausdorff, pero no regular. 

Recordemos que R x denota los números reales con la topología que tiene como base 
a todos los intervalos abiertos (a, b) y todos los conjuntos de la forma (a,b) — K, donde 
K = (1/n | n € Z4). Este espacio es de Hausdorff, puesto que cualesquiera dos puntos 
distintos tienen intervalos abiertos disjuntos que los contienen. 

Sin embargo, ho es regular. El conjunto K es cerrado en Rx, y no contiene al punto 
O. Supongamos que existen conjuntos abiertos disjuntos U y V que contienen a Ú y K, 
respectivamente. Elijamos un elemento de la base que contenga a 0 y que esté en U.. Debe 
ser un :elemento: del tipo (a,b) — K; puesto que cada elemento de la base:de la forma 


226 Axiomas de separación y numerabilidad Capítulo 4 


(a,b) que contenga al O interseca a K. Tomemos n lo suficientemente grande para que 
1/n € (a, b). Elijamos después un elemento de la base que contenga a 1/n y contenido, 
a su vez, en V; debe ser un elemento de la base de la forma (c, d). Finalmente, elijamos 
z de tal modo que z < 1/n y z > máx[e, 1/(n + 1)). Entonces z pertenece tanto a U 
como a V, por lo que no son disjuntos (véase la Figura 31.2). 


Figura 31.2 


EJEMPLO 2.. El espacio R¿ es'normal. 

Es inmediato comprobar que los conjuntos unipuntuales son ceados en R¿, ya que 
la topología de Ry es más fina que la de RR. Para comprobar la normalidad, supongamos 
que A y B son conjuntos cerrados disjuntos en R+. Para cada punto a de A, elijamos un 
elemento [a, Za) de la base que no interseque a B y para cáda puntó b de B, escojamos 
un elemento (b, 2) de la base que no interseque a A: Los conjuntos abiertos 


U=Ulax) y V=Ulm0 


LEA DEB 


son conjuntos abiertos disjuntos en A y B, respectivamente. 


EJEMPLO 3. El plano de Sorgenfrey R? no es normal. 

El espacio R, es regular (de hecho, es Mo tmal): de tal modo que el espacio producto R? 
es también regular. Ásí, este ejemplo sirve para dos propósitos. Muestra que un espacio 
regular no es necesariamente normal, y muestra que el ca de dos-espacios normales 
tampoco tiene por qué ser normal. 

Supongamos que R? es normal y leales auna iilicaón: Sea L el subespacio 
de R? formado por todos los puntos de la forma x x (—x). Entonces L es cerrado en Rf, y 
L tiene la topología discreta. De aquí, cada subconjunto Á de L cerrado en L, es cerrado 
en R?. Como L — A es también cerrado en R?, esto significa que para cada subconjunto 
propio no vacío Á de L, se pueden encontrar conjuñtos abiertos disjuntos Ua y Va que 
contienen a A y L— A, respectivamente. 

Denotemos por D al conjunto de los puntos de R? que tienen coordenadas racionales, 
éste es denso en Rí. Definimos una aplicación 0 que asigna, para cada subconjunto de.la 
recta L, un subconjunto del conjunto D, del siguiente modo: : 


8(A) =DNUA sSigGACL, 
90) =9,. 
AL) =D 


Vamos a probar que 8 : P(L) => P(D) es inyectiva. 

Sea: A un subconjunto propio no vacío de L. Entonces 9(A) = DMNUA no es ni vacío 
(puesto que L 4 es abierto y D' es denso en R3, ni todo 12 (porque D'M Va es no vacío). 
Queda probar que si-B es otro subconjunto propio no vacío de L, entonces O(A) 4 0(B). 


A A A e A AA 
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Uno de los conjuntos A, B contiene un punto que. no.está en el atro; supongamos que 
zx E Ayz E B. Entonces » € L,— B, por lo que z € Ua MN Va; puesto que el último 
conjunto es abierto y no vacío, debe contener puntos de D. Estos puntos pertenecen a Uy 
y no alg, por tanto; DM Ux L DTYU5, como sé deseaba. Así O es inyectiva. 

Ahora probaremos que existe -una aplicación inyectiva d : P(D) — L. Puesto que 
D es infinito-numerable y:£-tiene Ja misma cardinalidad que RR, es suficiente definir una 
aplicación inyectiva y. de P(Z,) en R. Para ello, hacemos que y le asigne al subconjunto 
S de Z, el decimal infinito .azaz..., donde a; =0siie S y a; =1si1i E S. Esto es, 


Y(S) = Y a,/10*. 


i=1 


Ahora bien, la composición 
LD) 2, P(D) a 


es una aplicación inyectiva de P(£) en L. Pero el Teorema 7.8 nos dice que una aplicación 
semejante no existe, por lo que- hemos encontrado una contradicción. 

Esta demostración de que R¿ no es normal es, sin embargo, muy poco rigurosa, He- 
mos. probado sóJo.que debe existir-algún subconjunto propio no vacío A de L tal que los 
conjuntos Á y. B.=,L,— A no están contenidos en conjuntos abiertos disjuntos de Rf. 
Pero no hemos encontrado tal conjunto A. De hecho, el conjunto A de los puntos de 7 
con coordenadas racionales es un conjunto de ese po; pero la prueba no es fácil. Se deja 
para los ejercicios. 


Ejercicios. . 


1. Pruebe que si X' es regular, cada par de puntos de X' tienen entornos cuyas 
clausuras son disjuntas. 


2. Pruebe que si X es normal, cada par de conjuntos cerrados disjuntos tienen 
entornos cuyas clausuras son disjuntas. 

3. Pruebe que cada topología del orden es regular. 

4. Denotemos pór X y X” aun mismo conjunto dotado con dos topologías distintas 


T y J', respectivamente y supongamos que J” > J. Si uno de los espacios es de 
Hausdorff (o regular, o normal), ¿qué se puede decir del segundo? 

5. Sean f,g : X —= Y continuas y supóngamos que Y es de Hausdorff. Pruebe 
que (x | f(x) = g(x)) es cerrado en X. 


6. Sca p : X — Y una aplicación sobreyectiva continua, Pruebe que si X es 
normal, también lo es Y . [Indicación: si U es un conjunto abierto que contiene 

ap (Ay, pruebe que existe un entorno W de y tal que p"*(W) c U.] 
7..Seap:: X — Y una aplicación sobreyectiva continua y cerrada tal que p”*((y)) 
* es compacte para cada y € Y (una aplicación así se llama aplicación perfecta). 
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(a) Pruebe que si X es de Hausdorff, también lo es Y... .. 

(b) Pruebe que si X es regular, entonces también loes Y . 

(c) Pruebe que si X es localmente compacto, también lo es Y. 

(d) Pruebe que si X es 2AN, también. lo es Y. [Indicación: sea B una base 
numerable para X. Para cada subconjunto finito J de B, sea Uy la unión 
de todos los conjuntos de la forma p”*(W), siendo W' un abierto en Y, 
que están contenidos en la unión de los elementos de J.] 


8. Sean X un espacio y G un grupo topológico. Una acción de G sobre X' es una 


*9 


832 


aplicación continua a: : Gx X > X tal que, denotando a «(9 X 1) por g » x,se 
tiene: 

(1) e-7= zx para todo z € X. 

(ii) ya + (92 2) = (91 + 92) : z para todo x € X y gu, ga € G-. 
Definamos zx «> g - z para cualesquiera x y g; el espacio cociente resultante se 
denota por X/G y es llamado espacio.de órbitas de la acción a. 
Teorema. Sea G un grupo topológico compacto, X un espacio topológico y a: 
una acción de G' sobre X. Si X es de Hausdorff, o regular, o normal, o local- 


mente compacto, o 2AN, también lo es X/G. [Indicación: véase el Ejercicio 13 
de 826.] 

Sea A el conjunto de todos los puntos de R? de la forma zx x E para x racio- 
nal y sea B el conjunto de todos los Puntas de esta forma para z irracional. Si 
V es un conjunto abierto de Rf que contiene a B, pruebe que no existe conjunto 
abierto alguno U que contenga a A y que sea disjunto de V', como sigue: 

(a) Sea K. el conjunto formado por todos los números irracionales zx de [0, 1] 
tales que [z,x + 1/n) x [-x,=x + 1/n) está contenido en V. Pruebe 
que [0, 1] es la unión de los conjuntos XK, y una cantidad numerable de 
conjuntos unipuntuales. 

(b) Use el Ejercicio 5 de $27 para probar que algún A Kn contiene un 
intervalo abierto (a, b) de R. 

(c) Pruebe que V contiene al paralelogramo abierto formado por todos los 
¿puntos de la forma x x (—z + e) para los que a < zx <by0<e<1/n. 

(d) Concluya que si q es un número racional con a < g < b, entonces el punto 
q < (q) de R? es un punto límite de V. 


Espacios normales - 


Iniciamos ahora un estudio más profundo de los espacios que satisfacen el axioma 
de normalidad. En cierto sentido, el término “normal”. es algo inapropiado, puesto 
que los espacios normales no se comportan tan bien como-uno podría esperar. Por 
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otro lado, la mayoría de los espacios que nos son familiares satisfacen este axioma, 
como veremos. Su importancia viene del hecho de que los resultados que se pueden 
probar bajo la hipótesis de normalidad son centrales para una parte considerable de 
la topología. El teorema de metrización de Urysohm y el teorema de extensión de 
Tietze son dos de estos resultados; nos detendremos en ellos más tarde en este mismo 
capítulo. 

Empezamos probando tres teoremas que dan tres conjuntos importantes de hipóte- 
sis bajo las cuales se garantiza la normalidad de un espacio. 


Teorema 32.1. Todo espacio regular con una base numerable es normal, 


Demostración. Sea X un espacio regular con una base numerable B. Sean A y B 
subconjuntos cerrados disjuntos de X. Cada punto x de A tiene un entorno U que 
no interseca a B. Usando la regularidad, elijamos un entorno V de x cuya clausura 
esté en U; finalmente, elijamos un elemento de B que contenga a x y esté contenido 
en V. Al elegir un elemento de la base de este tipo para cada x de A, construimos un 
recubrimiento numerable de A por conjuntos abiertos cuyas clausuras no intersecan 
a B. Puesto que este recubrimiento de A es numerable, podemos indexarlo con los 
enteros positivos, denotándolo por (U,,]. 


De modo similar, elijamos una colección numerable (V,,) de conjuntos abier- 
tos recubriendo a B, tal que cada conjunto V,, es disjunto con A. Los conjuntos 
U = JU, y Y = UV, son conjuntos abiertos que contienen a A y B, respecti- 
vamente, pero no son necesariamente disjuntos. Utilizaremos la siguiente estrategia 
para construir dos conjuntos abiertos que sean disjuntos. Dado n, definamos 


Observe que cada conjunto U/;, es abierto, siendo la diferencia de un conjunto abierto 
U., y un conjunto cerrado [|J;_, V;. De modo similar, cada conjunto Y, es abierto. La 
colección (Ur) recubre a A, porque cada z de A pertenece a U,, para algún n, y z 
no pertenece á ninguno de los v. De manera similar, la colección [V,,) recubre a B 
(véase la Figura 32.1). ñ 


Finalmente, los conjuntos abiertos 
= UD y V=Uvw- 
neZ+ nEez+ 
son disjuntos. Six € U* M V”, entonces x € U; NM Vf para algún j y algún k. 
Supongamos que j < k. Se sigue de la definición de U; que x € U) y puesto que 


j < k, se sigue de la definición de Ví que z £ Ú,. Una contradicción similar se 
obtiene si j > k. -— Y 
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NS 
SIS, 


S 


SS 


Ez 


DH 


Figura 32.1 


Teorema 32.2. Todo espacio metrizable es normal. 


Demostración. Sea X un espacio metrizable con distancia d. Sean A y B subcon- 
juntos cerrados disjuntos de X. Para cada a € A, elijamos €, de tal modo que la bola 
B(a, €) no interseque a B. De modo similar, para cada b de B, elijamos e; de tal 
modo que la bola B(b, es) no interseque a A. Definamos : 
U=|Bía,c/2) y  V=|U)B(b,0/2). 
aEA beB 

Entonces U y V' son conjuntos abiertos que contienen a A y B, respectivamente y 
afirmamos que son disjuntos. En efecto, si existiera 2 € U N V, entonces 


z € Bla, e. /2) N B(b, c/2) 


para algún a € A y algún b € B. Utilizando la desigualdad triangular se obtiene que 
d(a, b) < (€, + €5)/2. Si €a < ej, entonces d(a, b) < ey, por lo que la bola B(b, es) 
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contendría al punto a. Si ey < €, entonces d(a, b) < ea, por lo que el punto bh estaría 
contenido en la bola B(a, e,). Ninguna de estas situaciones es posible. 1) 


Teorema 32.3. Todo espacio de Hausdorff compacto es normal. 


Demostración. Sea X un'espacio de Hausdorff compacto. Ya hemos probado esen- 
cialmente que X es regular. Six fuera un punto de X y B un conjunto cerrado en X 
que no contiené a x, entonces B sería compacto, y aplicando él Lema 26.4 se prueba 
que existen conjuntos abiertos disjuntos alrededor de x y B, respectivamente. 


Esencialmente el mismo argumento que se dio en ese lema se puede usar para 
probar que X es normal: dados conjuntos cérrados disjuntos A y B en X, elijamos, 
para cada punto a de A, conjuntos abiertos disjuntos U, y Va que contengan a a y 
B, respectivamente (aquí usamos la regularidad de X'). La colección [U, ) recubre 
a A; como Á es compacto, Á se puede recubrir por un número finito de conjuntos 
A A SS 


U=U,U:--UDa, y . V=V,N:-NYa, 


son conjuntos abiertos disjuntos que contienen a Á y B, respectivamente. a 


A continuación enunciamos un resultado que llega más lejos sobre normalidad y 
que encontraremos útil para algunos ejemplos. 


Teorema 32.4. Todo conjunto bien ordenado X es normal en la topología del orden. 


De hecho, es cierto que toda topología del orden es normal (véase el Ejemplo 39 de 
[S-S]), pero no tendremos oportunidad de.usar este resultado aún más fuerte... 


Demostración. Sea X-un conjunto bien ordenado. Afirmamos que cada intervalo 
de la forma (x, y] es abierto en X: si X' tiene un máximo e y es ese elemento, (zx, y] 
es un elemento de la base alrededor de y. Si y no'es el máximo de X entonces (x, y] 
es igual al conjunto abierto (x, y”), donde y” es el inmediato sucesor de y. 

Sean ahora A y B conjuntos cerrados disjuntos en X'; afirmamos, de momento, 
que ni A ni B contienen al mínimo ay de X. Para cada a € A, existe un elemento 
de la base que contiene a a disjunto con B; éste contiene algún intervalo de la forma 
(x=, a] (aquí es donde usamos el hecho de que a no es el mínimo de X). Elijamos, 
para cada a € A, un intervalo (za, a], disjunto con B. De modo similar, para cada 
b € B, elijamos un intervalo (yy, b] disjunto con A. Los conjuntos — * 


U=Ulíza y  V=UJ(,l 
acA beB 


son conjuntos abiertos que contienen a A y B, respectivamente y afirmamos que son 
disjuntos. Supongamos que z € U N V. Entonces z € (za,a] N (ys, b] para algún 
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a € A y algún b €.-B. Supongamos que a < b. Entonces si a < yy, los dos intervalos 
son disjuntos, mientras que si a > yy, tenemos que a € (ys, b], contrario al hecho de 
que (ye, b] es disjunto con A. Una contradicción similar ocurre si b < a. 


Finalmente, supongamos que A y B son conjuntos cerrados disjuntos en X y 4 
contiene al mínimo ay de X. El conjunto (ap) es simultáneamente abierto y cerrado 
en X. Por el párrafo anterior, existen conjuntos abiertos disjuntos U y V que contie- 
nen a los conjuntos cerrados A — (ag) y B, respectivamente. Entonces U U (ap) y 
V son conjuntos abiertos disjuntos que contienen a A y B, de la misma forma. MM 


EJEMPLO 1. Si J no es numerable, el espacio producto R” no es normal. 

La prueba es realmente difícil, la dejamos como un ejercicio de destreza (véase el 
Ejercicio 9). 

Este ejemplo sirve para tres propósitos. Muestra que un espacio regular RY no necesita 
ser normal. Muestra que un subespacio de un espacio normal no necesita ser normal, 
puesto que RY es homeomorfo al subespacio (0, 1)” de [O, 1]7, el cual (usando el teorema 
de Tychonoff) es de Hausdorff compacto y, por tanto, normal. Y muestra que un producto 
no numerable de espacios normales no es necesariamente normal. Se deja en el aire la 
cuestión de si un producto finito o numerable de espacios normales debe ser normal. 


EJEMPLO 2. El espacio producto Sy x 55 no es normal.* 

Consideremos el conjunto bien ordenado 542, en la topología del orden, y considere- 
mos el subconjunto Sy, en la topología del subespacio (que es la misma que la topología 
del orden). Ambos espacios son normales, por el Teorema 32.4. Probaremos que el espa- 
cio producto Sy x Sa no es normal. 

Este ejemplo sirve para tres propósitos. En primer lugar, muestra que un espacio re- 
gular no es necesariamente normal, ya que Sy x Sp es un producto de espacios regulares 
y, por tanto, regular. En segundo lugar, muestra que un subespacio de un espacio normal 
no es necesariamente normal, ya que Sy x Sy es un subespacio de 5q x 3, que es 
un espacio compacto de Hausdorff y, por tanto, normal. En tercer lugar, muestra que el 
producto de dos espacios normales no es neceshriamente normal. 

Primero, consideremos el espacio Sy x Sp y su “diagonal” A = [zx x z € Sa). 
Puesto que Sa es de Hausdorff, A es cerrado en Sax Sa: si U y V son entornos disjuntos 
de x e y, respectivamente, entonces U' x V es un entorno de x x y que no interseca Á. 

Por tanto, en el subespacio Sy x Sp, el conjunto 


A= AN(Sa x 3a) = A-(2x0) 
es cerrado. Del mismo modo, el conjunto 


es cerrado en Sy x Sa, siendo una “rebanada” de este espacio producto. Los conjuntos 
A y B son disjuntos. Supondremos que existen conjuntos abiertos disjuntos | y V de 
Sa x Sa que contienen a A y B, respectivamente, y llegaremos a una contradicción 
(véase la Figura 32.2). 


Kelley [K] atribuye este ejemplo a J. Dieudonné y A. P. Morse independientemente. 
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Figura 32.2 


Dado x € Sa, consideremos la rebanada vertical x x Sp. Aseguramos que existe 
algún punto $ con x < f < $ tal que x x $ está fuera de U. Si U contuviese a todos 
los puntos z X $ para z < 8 < Sl, entonces el punto máximo x-x $2 de la rebanada 
sería un punto límite de U, que no lo es porque Y es un conjunto abierto disjunto con U 
conteniendo a este punto máximo. : 

Elijamos :6(x). como un punto de ese tipo; para estar definido, sea $(x) el mínimo 
de Sa tal que . < P(x) < N y e x f(x) está fuera de U. Definamos una sucesión de 
puntos de S¡, como sigue: seá x, cualquier punto de Sy, sea z2 = P(21) y, en general, 
En+1 = B(2n). Tenemos ' + A 

- Ez < xa Lo. 


porque B(x) > x para todo zx. El conjunto [x,) es numerable y, por tanto, tiene una cota 
superior en Sy; sea b: € Sy su supremo, así zp —.b. Pero B(Ln) = Zn+1, por lo que 
f(x, ) — b también. Entonces a 


Ln Xx B(tn) >bxb 


en el espacio producto. Véase la Figura 32.3. Pero esto es una contradicción, porque el 
punto b x b está en el conjunto A, que está contenido en el conjunto abierto U, y U no 
contiene ningún punto del tipo 7, X B(z,). 

Ejercicios 


1. Pruebe que un subespacio cerrado de un espacio normal es normal. 
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Figura 32.3 


2. Pruebe que si ]] X, es de Hausdorff, regular o normal, entonces también lo es 
Xo (suponga que cada X,, es no vacío). 


3. Pruebe que todo espacio de Hausdorff localmente compacto es regular. 
4. Pruebe que todo espacio de Lindelóf regular es normal. 
5. ¿Es R” normal en la topología producto? ¿Y en la topología uniforme? 


No se sabe si R“ es normal en la topología por cajas. Mary-Ellen Rudin ha pro- 
bado que la respuesta es afirmativa si se admite la hipótesis del continuo, [RM]. 
De hecho, prueba que se satisface una condición más fuerte llamada paracom- 
pacidad. 


6. Un espacio X se dice que es completamente normal si cada subespacio de X 
es normal. Pruebe que X' es completamente normal si, y sólo si, para cada par 
A, B de conjuntos separados en X (esto es, conjuntos tales que AN B = Y y 
ANB = 2), existen conjuntos abiertos disjuntos que los contienen. [Indicación: 
si X es completamente normal, considere X — (AN B).] 
7. ¿Cuáles de los siguientes espacios son completamente normales? Justifique sus 
respuestas. 
(a) Un subespacio de un espacio completamente normal. 
(b) El producto de dos espacios completamente normales. 
(c) Un conjunto bien ordenado en la topología del orden. 
(d) Un espacio metrizable. 
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(e) Un espacio de Hausdorff compacto. 
(1) Un espacio regular con una base numerable. 
(g) El espacio R¿. 


*8. Pruebe lo siguiente: 
Teorema. Todo espacio X continuo lineal es normal. 


(a) Sea C un subconjunto cerrado no vacío de X ¿Si Ú es una componente de 
X — C, pruebe que U es ún conjunto de la forma (c, c”) o (—oo, e), donde 
dec. 

(b) Sean A y B subconjuntos cerrados disjuntos de X. Para cada componente 
W de X — AUB que sea un intervalo abierto con un extremo en A y 
el otro en B, elija un punto cy, de W. Pruebe que el conjunto C de los 
puntos cy es cerrado. 

(c) Pruebe que si V es una componente de X — C, entonces V no interseca a 
AniaB. 


*9. Pruebe el siguiente: 
Teorema. Si J no es numerable, entonces R” no es normal. 
Demostración. (Esta prueba se debe a A. H. Stone, según la adaptación de 
[S-S].) Si X = (Z,)”, será suficiente probar que X no es normal, puesto que X 
es un subespacio cerrado de R”. Usaremos notación funcional para los elemen- 
tos de X, por lo que el elemento característico de X es una función x : J > LaS 


(a) Six € X y B es un subconjunto finito de J, denotemos por U (x, B) al 
conjunto formado por todos aquellos elementos y de X' tales que y(a) = 
x(a) para o. € B. Pruebe que los conjuntos U(x, B) son una base para X. 

(b) Definamos P,, como el subconjunto de X. formado por aquellos x tales que 
sobre el conjunto J — x7*(n), la:aplicación x es inyectiva. Pruebe que P, 
y Pa son cerrados y disjuntos. 

(c) Supongamos que U y V son conjuntos abiertos que contienen a P; y Pa, 
respectivamente. Dada una AUEESión 01,02,... de elementos distintos de 
J, y. una sucesión 

0=mw9 <n1<n2<--*- 


de enteros, para cada ¿ > 1 escribamos . 
B; =$ lar, ...3 On) 


y definamos x; € X por las ecuaciones 


Xi(aj)=j. paral<jSmi-, 


x(a) =1 para los demás valores de a. 
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Pruebe que se pueden elegir las sucesiones a; Y nj de tal modo que para 
cada ¿, se tiene la inclusión 


U(x;, Bi) cU. 


[Indicación: para empezar, observe que x¡(a) = 1 para todo a; después 
elija B; de tal modo que U(x;, B,) C U.] 

(d) Sea A el conjunto [a1, 2, . . . ) construido en (c). Definamos y : J => Z 
por las ecuaciones 


ylaj)=j * parao¡€ A, 
y(a) = 2 para los demás valores de a. 


Elijamos B de tal modo que U (y, B) C V. Después elijamos ¿ de manera 
que B N A esté contenido en el conjunto B;. Pruebe que 


U (Xi+1, Bi+1) NU(y, B) 


no es vacío. 


10. ¿Es normal todo grupo topológico? 


$33 El lema de Urysohn 


A continuación entramos en el primer teorema profundo del libro, un teorema que 
habitualmente se llama el' “lema de Urysohn”. Nos asegura la existencia de ciertas 
funciones continuas con valores reales sobre un espacio normal X'. Es la herramienta 
básica usada al probar un gran número de teoremas importantes. Probaremos tres de 
ellos —el teorema de metrización de Urysolhm, él teorema de extensión de Tietze y 
un teorema de embebimiento para variedades— en las próximas secciones de este 
capítulo. : 

¿Por qué decimos que el lema de Urysohn es un teorema “profundo”? Porque 
su demostración implica una idea realmente original, que las pruebas anteriores no 
hacían. Quizá podamos explicar lo que significa esto: se podría esperar que si alguien 
modificara este libro y borrara todas las demostraciones que hemos dado hasta ahora 
y después le ofreciera el libro a un estudiante brillante que no hubiera estudiado to- 
pología, ese estudiante debería ser capaz de leer el libro y obtener las demostraciones 
independientemente (sería una gran dedicación de tiempo y esfuerzo, por supuesto, y 
no se esperaría que el estudiante demostrara los ejemplos más difíciles). Pero el lema 
de Urysohn está en un nivel distinto. Necesitaría considerablemente más originalidad 
de la que la mayoría de nosotros poseemos para probar este lema, a menos que nos 
dieran bastantes indicaciones. 
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Teorema 33.1 (Lema de Urysohn). Sea X un espacio normal y sean A y B sub- 
conjuntos cerrados disjuntos de: X . Sea [a, b] un intervalo cerrado en la recta real. 
Entonces existe una aplicación continua 


£3 16 [a, b] 
tal que fía) = á para todo x de A y fu) = b para todo zx de B. 


Demostración. Necesitamos considerar sólo el caso donde el intervalo en cuestión 
es el intervalo (0, 1]; el caso general se sigue de éste. El primer paso de la prueba es 
construir, usando la nórmalidad, una cierta familia U, de conjuntos abiertos de X, 
indexadá por los Números racionales. Después 's se usan estos conjuntos para definir la 
función continua f. ' : 


Paso 1. Sea P el conjunto de todos los números racionales en el intervalo [0, 1].* 
Definiremos, para cada p de P, un conjunto abierto Uy de X, de tal modo que siempre 
que p < q, tengamos . 

0, U,. 


Así, los conjuntos U, estarán simplemente ordenados por la inclusión, del mismo 
modo que sus subíndices están orderiados por el orden usual en la recta real. 

Puesto que .P es mumerable, podemos usar la inducción para definir los conjuntos 
U, (o mejor aún, el principio de definición recursiva). Coloquemos los elementos de 
P en una sucesión infinita de cualquier manera; por comodidad, supongamos que los 
números 1 y 0 son los dos primeros elementos de la sucesión. 

Definamos ahora los conjuntos U, como sigue; en primer lugar, definamos U; = 
X -—B.En segundo lugar, puesto que Á es un conjunto cerrado contenido en el 
conjunto abierto U,, podemos elegir, por la normalidad de X, un conjunto abierto Uy 
tal que 

ACU y U Cc Ur. 


En general, dengtemos por P., al conjunto formado por los primeros n números 
racionales en la sucesión. Supongamos que Ur está definido para todos los números 
racionales p que pertenecen al conjunto P,,, satisfaciendo la condición 


(+) p<q => 0, CU 


Denotemos por r al siguiente número racional de la sucesión; deseamos definir U,.. 
Consideremos el conjunto Pn+1 = P U fr). Es un subconjunto finito del in- 
tervalo [O, 1] y, como tal, tiene una ordenación simple derivada de la relación de 


TEn realidad, cualquier subconjunto numerable censo de [O, 1] funcionará, siempre que contenga a 
los puntos O y 1. 
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orden usual <.sobre la recta real.. En un conjunto finito simplemente ordenado, cada 
elemento (distinto del mínimo y del máximo) tiene un inmediato predecesor y unin- 
mediato sucesor (véase el Teorema 10.1). El número 0 es el mínimo y 1 es el máximo 
del conjunto simplemente ordenado P,+1, y r no es ni O ni 1. Así, r tiene un inme- 
diato anterior p en Ph +1, y un inmediato sucesor q en P.,+1. Los conjuntos U, y Uy 

ya están definidos, y U, C U, por la hipótesis de inducción. Usando la, normalidad 
de X, podemos encontrar un conjunto abierto U, de X tal que' 


Up CU: “Y 0, C Uy. 


Afirmamos que (x) se cumple ahora para cada par de elementos de Pei Si ambos 
elementos pertenecen a P,,, (*) se cumple por la hipótesis de inducción, Si uno, de 
ellos es 7 y el otro es un punto s de P,,, entonces s < p, en cuyo caso... 


U, CD, C Ur, 
O $ > q, en cuyo caso 3 
O, CU, CU. 
Así, para cada par de elementos de P,, +1, la relación (+) se cumple. : 
Por inducción, tenemos U definido para todo'p € P. o A 


. Para ilustrarlo, supongafnos que empezamos con el método usual de colocar los elemen- 
tos de P en una sucesión infinita: : 


210112131 
P=010137 bb be .) " 
Después de definir Un y Us definiríamos U,2 de tal modo que Do < Usja y Uy cU,. 
Entonces pondríamos U, 3 entre U y Uy y2, y U2/3 entre Uy ¡2 y Ul, y así sucesivamente. 
En el octavo paso de la prueba tendríamos la situación dibujada en la Figura 33.1. Y el 


noveno paso consistiría en elegir un conjunto abierto Uz /5 Para introducirlo entre U, 13 y 
U, /2, y así sucesivamente. 


Paso 2. Ya hemos definido U, para todos los números racionales p del intervalo 
[0, 1]. Extendemos esta definición a todos los números raciónales p e R Semmiendo 


Up: =90 sip <0, 
Up =X sip > 1. 


Sigue siendo cierto (como puede poi) que pera oe 008 pol de números 
racionales p y q, 
p<q=>Ú0, CU. 


Paso 3. Dado un punto x de X, definamos Q(x) como el conjunto de aquellos 
números racionales p tales que los conjuntos abiertos correspondientes U, contienen 
ar: 


Qíe) = (p|2 € Up). 
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Figura 33.1 


Este conjunto no contiene ningún número menor que 0, puesto que no hay z alguno 
que pertenezca a U, para p < 0. Y contiene a cada número mayor que 1, puesto que 
cada y está en U, para p > 1.Portanto, Q(z) está acotado inferiormente, y su ínfimo 
es un punto del intervalo [0, 1]. Definamos 


f(x) = inf Q(z) = ínf[p | x € Uz). 


Paso 4. Probaremos que 'f es la función deseada. Si x E A, entonces 7 € U, 
Para cada p > 0, por lo que Q(z) es igual al conjunto de todos los racionales no 
negativos, y f(x) = ínfQ(z) = O. De manera similar, six € B, entonces 1 € U, 
siempre que no sea p € 1, por lo que Q(zx) está formado por todos los números 
racionales mayores que 1, y f (2) =1. 

Todo lo anterior es fácil. La única parte difícil es probar que f es continua. Para 
este propósito, primero demostramos los siguientes hechos elementales: 

(1).-E€0,>f(1)<r. 

Q)1¿U,=> fu) >r. 
Para probar (1), observe que si z € Dr, entonces x € U, para cada s > r. Por 
tanto, Q(x) contiene a todos los números racionales mayores que r, por lo que, por 
definición, tenemos E ! 
f(x) = nfQ(z) E r. 

Para probar (2), observe que si x É U, entonces x no está en U, para todo s < r. Por 
tanto, Q(=) no contiene número racional alguno menor que r, por lo que 


f(x) =mfQ(z) >7. 
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Ahora probamos la continuidad de f. Dado un punto zy de X y un intervalo 
abierto (c, d) en R que contenga al punto f(p), deseamos encontrar un entorno [ 


de xq tal que f(U) C (c, d) . Elijamos números racionales p y q tales que 
| e<p< zo) < q <d. 
Afirmamos que el conjunto abierto s 
: 00,30, 


es el entorno deseado de xy (véase la Figura 33 DD 


Figura 33.2 : 


En primer lugar, observemos que zp € U. Esto se verifica por el hecho de que 
F (xp) < q implica, por la condición (2), que za € Uy, mientras que el hecho de que 
f(x0) > p implica, por (1), que zo E Up. 

En segundo lugar, probaremos que f(U) C (c, d). Sea x € U, entonces x € Uy C 
ÚU,, por lo que f(x) < q, por (1). Y x £ Op, por lo que x € U, y f(x). > p, por (2). 
Así, f(x) € [p, q] < (c, d), como deseábamos. , a 


Definición. Si Ay B son dos subconjuntos del espacio topológico X, y existe una 
función continua f : X — [0,1] tal que $(A) = (0) y $(B) = (15, decimos que A 
y B' pueden separarse por una función continua. 


El lema de Urysohn dice que si cada par de conjuntos cerrados disjuntos de .X 
se pueden separar por conjuntos abiertos disjuntos, entonces cada par de ese tipo 
también se puede separar por una función continua. El recíproco es trivial, ya que 
si f : X => [0,1] es la función, entonces f—([0, 3)) y £*((3, 1]) son conjuntos 
abiertos disjuntos que contienen a A y B, respectivamente. : 

Este hecho nos lleva a una cuestión que ya se le puede haber ocurrido: ¿por qué no 
puede generalizarse la demostración del lema de Urysohn para probar que en un es- 
pacio regular, donde pueden separarse puntos de conjuntos cerrados por conjuntos 
abiertos disjuntos, también pueden separarse puntos de conjuntos cerrados por fun- 
ciones continuas? pex 
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A primera vista, parece que la prueba del lema de Urysohn valdría. Se toma un 
punto a y un conjunto cerrado B que no contenga a a, y comienza la demostración 
igual que antes definiendo U¡ = X — B y eligiendo Up para que sea un conjunto 
abierto alrededor de a cuya clausura está contenida en 1, (usando la regularidad de 
X), Pero en el próximo paso de la demostración nos encontramos con dificultades. 
Si suponemos que p es el siguiente número racional en la sucesión después de O y 1, 
se quiere encontrar un conjunto abierto U, tal que Uy C U, y Up C Us. Para esto, la 
regularidad no es suficiente. 


Pedir que se pueda separar un punto de un conjunto cerrado por una función 
continua es, de hecho, una condición más fuerte que pedir que se puedan separar 
por conjuntos abiertos disjuntos. Convertimos esta condición en un nuevo axioma de 
separación: 


Definición. Un espacio X es completamente regular si los conjuntos unipuntuales 
son cerrados en X y si para cada punto xy y cada conjunto cerrado A que no contenga 
a zo, existe una función continua f : X — [0, 1] tal que f(x0) =1 y f(4) = (0). 


Un espacio normal es completamente regular, por el lema de Urysohn, y un ne 
. cepleament regular es regular, puesto que dada f, los conjuntos f”*([O, $)) 
$71((3, 1)) son conjuntos abiertos y disjuntos que contienen a A y Lg, respectiva- 
Be Como consecuencia, este nuevo axioma se introduce entre la regularidad y la 
normalidad en la lista de los axiomas de separación. Observe que en la definición se 
podría pedir perfectamente que la función asociara 24 con 0, y A con (1), ya que 
g(x) = 1— f(x) satisface esta condición. Pero nuestra definición es, en ocasiones, 
más conveniente. 
En los primeros años de la topología, los axiomas de separación, listados en orden 
de fuerza creciente, eran llamados 7, , Ta (Hausdorff), Tz (regular), T4 (normal) y T; 
(completamente normal), respectivamente. La letra “T” proviene del alemán “Tren- 
nungsaxiom”, que significa “axioma de separación”. Más tarde, cuando se introdujo 
la noción de regularidad completa, alguien sugirió en broma que debería llamarse el 
“axioma Ty J ”, puesto que está entre la regularidad y la normalidad. Esta termino- 
logía, de hecho, se usa algunas veces en la literatura matemática. 


A diferencia de la normalidad, este nuevo axioma de separación se comporta bien 
con respecto a subespacios y productos: 


Teorema 33.2. Un subespacio de un espacio completamente regular es completa- 
mente regular. Un producto de espacios completamente regulares es completamente 
regular. 


Demostración. Sea X un espacio completamente regular e Y un subespacio de X. 
Sea zp un punto de Y y A un conjunto cerrado de Y disjunto de xp. Tenemos que 
A = ANY, donde A denota la clausura de A en X. Por tanto, xo É A. Puesto que X 
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es completamente regular, podemos elegir una función continua f : X => [0,1] tal 
que f(x0) = 1 y $(A) = (0). La restricción: de f a Y es la función continua deseada 
sobre Y. 


Sea X = [[X., un producto de espacios completamente gules Sea b = 


(0) un punto de X y sea A un conjunto cerrado de X disjunto con b. Elijamos 
un elemento [] U,. de la base que contenga a b y que no interseque a A; entonces 


Vo = Xa excepto para un número finito de valores de a, digamos a = (1,...,Qn. 
Dado ¿ = 1,...,n,elijamos una función continua 
fi: Xo, — [0,1] 


tal que f:(ba,) = 1 y fi(X — Us) = (0). Hagamos d:(x) = fi(Ta;(x)); entonces 
$; aplica X continuamente sobre R y es nula fuera de LE (U¿,). El producto 


F(x) = b1(x) - bo(x) ----- Ón(x) 


es la función continua deseada sobre X, ya que es igual a 1 en b y es nula fuera de 
II Va. ¿ ] 


EJEMPLO 1. Los espacios R3-y Sy x Sp son completamente regulares, pero no son 
normales. La razón es que son productos de espacios que son completamente regulares 
(de hecho, normales). 

Un espacio que sea regular pero no completamente regular es mucho más difícil de 
encontrar. La mayoría de los ejemplos que se han construido para este propósito son 
difíciles, y requieren estar considerablemente familiarizado con los números cardinales. 
Sin embargo, hace poco tiempo, John Thomas [T] construyó un ejemplo mucho más 
elemental, que presentamos en el Ejercicio 11. 


Ejercicios 


1. Examine la demostración del lema de Urysohn y pruebe que, para un r dado, 
fr) = /%- Uv, 
p>r g<r 
donde p, q son racionales. 


2. (a) Pruebe que un espacio conexo normal con más de un punto no es numera- 
ble. ss 
(b) Pruebe que un espacio conexo regular con más de un punto no es numera- 
ble.* [Indicación: cualquier espacio numerable es de Lindelóf.] 


tSorprendentemente, existe un espacio de Hausdorff conexo que es numerablemente infinito. Véase 
el Ejemplo 75 de [S-S]. 
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Proporcione una prueba directa del lema se Urysohn para un espacio métrico 
(X, d) haciendo 

díz, A) 
díx, A) + d(x, By 


Recordemos que Á es un “conjunto Gs” en X si A es la intersección de una 
colección numerable de conjuntos abiertos de X. 

Teorema. Sea X normal. Existe una función continua f : X — [0,1] tal que 
Fx) =0 parax e A y f(x) > 0 parazx E A si, y sólo si, A es un conjunto Gs 
cerrado en X. 


f(=) = 


Una función que satisface las condiciones de este teorema se dice que es nula 
exactamente sobre A. 


. Pruebe: 


Teorema (versión fuerte del lema de Urysohn). Sea X un espacio normal. 
Existe una función continua f : X — [0,1] tal que f(x) = 0 para x € A, 
Ho) =1 parare By0< f(x) < 1 en el resto si, A YSCIÓ A. A y B son 


- conjuntos G¿ cerrados y disjuntos en X. 


6 


. 


*10. 


Un espacio X se dice que es perfectamente normal si X' es normal y cada 
conjunto cerrado en X es un conjunto G¿ en X. * 


(a) Pruebe que todo espacio metrizable es perfectamente normal. 

(b) Pruebe que un espacio perfectamente normal es completamente normal. 
Por este motivo la condición de normalidad perfecta se llama algunas veces 
“axioma Tg”. [Indicación:-sean A y B conjuntos separados en X. Elija 
funciones continuas f,g : X..— [0,1] que sean nulas exactamente sobre 
A y B, respectivamente, Considere la función f — g.] 

(c) Existe un espacio familiar que es completamente normal pero no perfecta- 
mente normal. ¿Cuál es? 


. Pruebe que todo espacio de Hausdorff localmente compacto es completamente 


regular. 


. Sea X completamente regular y sean A y B subconjuntos cerrados disjuntos de 


X'. Pruebe que si A es compacto, existe una función continua md X —= [0, 1] tal 


que $(A) =(0) y $(B) = (1). 


. Pruebe que R” en la topología por cajas es completamente regular. [Indicación: 


pruebe que es suficiente considerar el caso donde el entorno caja (—1, 1) 7 es 
disjunto de A y-el punto es el origen. Después use el hecho de que una función 
continua en la topología uniforme es también continua en la topología por cajas.] 


Pruebe lo siguiente: 


-Teorema. Todo grupo topológico es  OPaOR regular. 


Demostración. Sea V¿ un entorno del elemento identidad e en el grupo topológi- 
co G. En general, elijamos V,, como un entorno de e tal que V,¿AV, C Vn-1. 
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*11. 


Consideremos el conjunto de todos los racionales emparejados p, esto es, todos 
los números racionales de la forma k/2”, con k y n enteros. Para cada racio- 
nal emparejado p en (0, 1] "definimos un conjunto abierto U (p) inductivamente 
como sigue: U(1) = Vo y U(Í) = Vi. Dado n, si U(k/2”) está definido para 
0 < k/2” < 1, definimos 


UL) = Vasa, 
U((2k +1)/2%*1) = Vi+1 AU (4/2) 


para O < k < 2”. Para p < 0, sea U(p) = Y y para p > 1, sea U(p) = G. 
Pruebe que 
V,¿AU(k/2”) C U((k + 1)/2”) 


para todos k y n. Proceda como en el lema de Urysohn. Este ejercicio está adap- 
tado de [M-Z], al que se remite al lector para más resultados sobre grupos to- 
pológicos. 


Defina un conjunto X como sigue: para cada entero par m, denotemos por L,, 
al segmento de recta m x [—1, 0] en el plano. Para cada entero impar n y cada 
entero k > 2, denotemos por C,, a la unión de los segmentos de recta (n + 1— 
1/k) x [-1,0] y (n — 1+ 1/k) x [—1, 0] y el semicírculo 


[ex yl(1—-n?+y=(1-1/k? e y>0) 


en el plano. Denotemos por p,, , al punto máximo n x (1 — 1/k) de este se- 
micírculo. Sea X la unión de todos los conjuntos Lm y Cr, además de dos 
puntos a y b. Dotemos a X' de una topología tomando conjuntos de los siguien- 
tes cuatro tipos como elementos de la base: 


(i) La intersección de X' con un segmento horizontal abierto de recta que 

no contiene a ninguno de los puntos p,, 4.. 

(11) Un conjunto formado por uno de los conjuntos C,,z al borrar un 
número finito de puntos. 

(iii) Para cada entero par m, la unión de [a) y el conjunto de puntos x x y 
de X para los que x < m. 

(iv) Para cada entero impar mm, la unión de (b) y el conjunto de puntos 
x x y de X para los que r > m. 


(a) Haga un dibujo aproximado de X y pruebe que estos conjuntos forman 
una base para una topología sobre X. 

(b) Sea f un función continua con valores reales sobre X'. Pruebe que para 
cualquier c, el conjunto f7*(c) es un conjunto Gg en X (esto es cierto 
para cualquier espacio X'). Concluya que el conjunto S,, y. formado por 
aquellos puntos p de Cry para los que f(p) X% f(pn;), es numerable. 
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Elija d € [—1, 0] de tal modo que la recta y = d no interseque a ninguno 
de los conjuntos del tipo S,, ;. Pruebe que, para n impar, 


1(n-1)x d)= lím f(0nx) = /(n+1) x d). 


Concluya que f(a) = f(b). 
(c) Pruebe que X' es regular pero no completamente regular. 


$34 El teorema de metrización de Urysohn 


Abordamos ahora el objetivo principal de este capítulo, un teorema que nos da condi- 
ciones bajo las cuales un espacio topológico es metrizable. La prueba relaciona entre 
sí varios conceptos que ya hemos visto en otras partes del libro; usa resultados sobre 
topologías métricas del Capítulo 2, así como hechos sobre los axiomas de separación 
y numerabilidad probados en el presente capítulo. La construcción básica usada en la 
prueba es simple, pero muy útil. Se verá con posterioridad en este libro, de distintas 
formas. 


Existen dos versiones de la prueba, y puesto que cada una tiene generalizaciones 
útiles que aparecerán posteriormente, presentaremos aquí las dos. La primera versión 
se generaliza para dar un teorema de embebimiento para espacios completamente 
regulares. La segunda versión se generalizará en el Capítulo 6 cuando probemos el 
teorema de metrización de Nagata-Smirnov. 


Teorema 34.1 (Teorema de metrización de Urysohn). Todo espacio regular X con 
una base numerable es metrizable. 


Demostración. Probaremos que X es metrizable construyendo un embebimiento 
de X en un espacio. metrizable Y, esto es, mostrando que X' es homeomorfo a un 
subespacio de Y. Las dos versiones de la prueba difieren en la elección del espacio 
metrizable Y. En la primera versión, Y es el espacio R” con la topología producto, 
un espacio que hemos probado previamente que es metrizable (Teorema 20.5). En la 
segunda versión, el espacio Y es también R”, pero.esta vez con la topología dada por 
la distancia uniforme £ (véase 820). En cada caso, se consigue un embebimiento de 
X en el subespacio [0, 1] de R”. 

Paso 1. Probaremos lo siguiente: Existe una colección numerable de funciones 
continuas f. : X —-[0, 1] con la propiedad de que dado cualquier punto y de X y 
cualquier entorno U de xq, existe un índice n tal que f. es positiva en xo y es nula 
fuera de U. 

Como consecuencia del lema de Urysohn, dados xg y U, existe una función de 
ese tipo. Sin embargo, si elegimos dicha función para cada par (xp, U), la colección 
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a 


resultante no será numerable, en general. Nuestra tarea es disminuir el tamaño de la 
colección. Aquí mostramos un manera de proceder: 


Sea [B,,) una base numerable para X. Para cada par n,m de índices para los 
que B, C Bin, aplicamos el lema de Urysohn para elegir una función continua 
9nm : X => [0,1] tal que 9nm(Bn) = (1) y In.m(X — Bm) = (0). Entonces la 
colección [gn m) satisface nuestra condición: dado xo y dado un entorno U de xp, 
se puede elegir un elemento B,n de la base que contenga a zy y que esté contenido 
en U. Utilizando la regularidad, se puede elegir entonces B,, de tal modo que xp € 
Bn y Bn C Bm. Entonces n, m es un par de índices para los que la función g,, mn 
está definida, es positiva en zo y nula fuera de-U. Puesto que la colección [9n,m) 
está indexada con un subconjunto de Zy x Zy, es numerable; por tanto, se puede 
reordenar con los enteros positivos, dándonos la colección deseada ( f.). 


" Paso 2 (Primera versión de la demostración). Dadas las funciones f,, del Paso 1, 
consideramos R“ con la topología producto y definimos una aplicación F': X — R“ 
mediante la regla 
F(z) = (fia), fala), ...). 
Afirmamos que F es un embebimiento. 


En primer lugar, F es continua, porque |R” tiene la topología producto y cada f,, 
es continua. En segundo lugar, F es inyectiva, puesto que dados x 4 y, sabemos que 
existe un índice n tal que f(x) > 0 y f.(y) = 0; por consiguiente, F(x) % F(y). 

Finalmente, debemos probar que F' es un homeomorfismo de X' sobre su imagen, 
el subespacio Z = F(X) de R“. Sabemos que F' define una biyección continua de 
X con Z, por lo que sólo necesitamos probar que para cada conjunto abierto U en 
X, el conjunto F(U es abierto en Z. Sea zg un punto de F'(U). Encontraremos un 
conjunto abierto W de Z tal que 


zp € W C F(U). 


Sea zp el punto de U tal que F'(x0) = zo. Elijamos un índice N para el que fy (xp) > 
Oy In(X — U) = (0). Tomemos el rayo abierto (0, +00) en R, y sea V el conjunto 
abierto 

V = ey ((0, +00)) 


de R”. Sea W = V N Z, entonces W es abierto en Z, por definición de la topología 
de subespacio (véase la Figura 34.1). Afirmamos que zg € W C F(U). En primer 
lugar, zg € W puesto que 


Tn(z0) = Tn(Flzo)) = fu(z0) > 0. 


En segundo lugar, W C F(U). Si fuera 2 € W, entonces 2 = F(x) para algún 
x € X,y ri(z) € (0, +00). Puesto que Ty (2) = rTy(Flx)) = fix), y fu es nula 
fuera de U, el punto x debe estar en U. Entonces 2 = F(x) está en F(U), como se 
deseaba. Así F' es un embebimiento de X en R”. 
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Figura 34.1 


Paso 3 (Segunda versión de la demostración). En esta versión, embebemos X en 
el espacio métrico (IR, 5). En realidad, embebemos X en el subespacio [0, 1]”, en 
el que ¿es igual a la distancia 


p(x, y) = sup(|x; — ysl). 


Utilizaremos la colección numerable de funciones f,, : X — [0, 1] construida en el 
Paso 1. Pero ahora impondremos la condición adicional de que f(x) < 1/n para 
todo x (esta condición es fácil de satisfacer, simplemente dividiendo cada función f,, 
por n). 

Definimos la función F' : X — [0, 1] como antes: 


F(z) = (fito), f(x), ...). 


Afirmamos que F' es ahora un embebimiento relativo a la distancia p sobre [0, 1]“. 
Sabemos, por el Paso 2, que F es inyectiva. Es más, sabemos que si usamos la to- 
pología producto sobre [0, 1|“, la aplicación F lleva conjuntos abiertos de X sobre 
conjuntos abiertos del subespacio Z = F'(X'). Esta afirmación sigue siendo cierta si 
se utiliza la topología más fina (más grande) sobre [0, 1] inducida por la distancia p. 

Lo único que nos queda por hacer es probar que F es continua. Esto no se deduce 
del hecho de que cada función componente sea continua, puesto que no estamos 
utilizando la topología producto sobre R“ ahora. Aquí es donde entra en juego la 
suposición de que f, (1) < 1/n. 
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Sean zg un punto de X y e > 0. Para probar la continuidad, necesitamos encontrar 
un entorno U de zg tal que : > 


reU=> p(F(z), F(zp)) < e. 


En primer lugar elijamos N lo suficientemente grande para que 1/N < e/2. Después, 
para cada n = 1,..., N, usemos la continuidad de f,, para elegir un entomo U,, de 
Ly tal que 


|fnlz) — fnlzo)l < e/2 


para x € U,,. Sea U = U¡ N --- MU; probaremos que U es el entorno deseado de 
zo. Seareée U.Sin<N, 


[fn(2) — fnízo)| < €e/2 
por la elección de U. Y sin > N, entonces 
[fn(x) — fnlzo)| <1/N < e/2 
puesto que f,, aplica X en (0, 1/1]. Por tanto, para todo z € U, 
p(F(z), F(zo)) < e/2 < e, 


como deseábamos. A 


En el Paso 2 de la demostración que acabamos de hacer, realmente hemos probado 
algo más fuerte que el resultado establecido allí. Para un uso posterior, lo enunciare- 
mos aquí: 


Teorema 34.2 (Teorema del embebimiento). Sea X un espacio en el que los con- 
juntos unipuntuales son cerrados, Supongamos que [ fa) ay es una familia indexada 
de funciones continuas f. : X — R satisfaciendo la condición de que para cada 
punto xy de X y cada entorno U de zp, existe un índice a: tal que f., es positiva en 
zo y nula fuera de U. Entonces la función F : X — RY definida por 


F(x) = (falz))aes 


es un embebimiento de X en R” . Si fa aplica X en [0,1] para cada a+, entonces F 
embebe X en [0,1]. 


La prueba es casi una copia del Paso 2 de la demostración anterior; simplemente 
se sustituye n por q, y RY por R7. Se necesita que los conjuntos unipuntuales en X 
sean cerrados para asegurar que, dado x % y, existe un índice a tal que fa(1) 4 


faly). 
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Una familia de funciones continuas que satisface las hipótesis de este teorema se 
dice que separa puntos de conjuntos cerrados en X. Es evidente que la existencia 
de una familia de ese tipo es equivalente, para un espacio X en el que los conjuntos 
unipuntuales son cerrados, a la condición de que X sea completamente regular. Por 
consiguiente se tiene la siguiente consecuencia: 


Teorema 34,3. Un espacio X es completamente regular si, y sólo si, es homeomorfo 
a un subespacio de [0, 1)" para algún J. 


Ejercicios 


1. Encuentre un ejemplo donde se muestre que un espacio de Hausdorff con una 
base numerable no es necesariamente metrizable. 


2. Proporcione un ejemplo donde se muestre que un espacio puede ser comple- 
tamente normal, satisfacer el primer axioma de numerabilidad y la condición 
de Lindelóf, y tener un subconjunto numerable denso y, sin embargo, no ser 
metrizable. 


Da 


Sea X' un espacio compacto de Hausdorff. Pruebe que X es metrizable si, y sólo 
si, X tiene una base numerable. 


> 


Sea X un espacio de Hausdorff localmente compacto. ¿Es cierto que si X tiene 
una base numerable, entonces X es metrizable? ¿Es cierto que si X.es metriza- 
ble, entonces X' tiene una base numerable? 


5, Sea X' un espacio de Hausdorff localmente compacto y sea Y la compactifica- 
ción por un punto de X'. ¿Es cierto que si X tiene una base numerable, entonces 
Y es metrizable? ¿Es cierto que si Y es metrizable, entonces X' tiene una base 
numerable? 


6. Compruebe los detalles de la demostración del Teorema 34.2. 


» 


7. Un espacio X es localmente metrizable si cada punto x= de X tiene un entor- 
no que es metrizable en la topología de subespacio. Pruebe que un espacio de 
Hausdorff compacto X es metrizable si es localmente metrizable. [Indicación: 
pruebe que X' es una unión finita de subespacios abiertos, cada uno de los cuales 
tiene una base numerable.] 


8, Pruebe que un espacio regular de Lindelóf es metrizable si es localmente me- 
trizable. [Indicación: un subespacio cerrado de un espacio de Lindelóf es de 
Lindelóf.] La regularidad es esencial; ¿en qué lugar de la prueba se usará? 


9. Sea X un espacio compacto de Hausdorff que es la unión de los subespacios 
cerrados Xy y X2. Si X; y X2 son metrizables, pruebe que X' es metrizable. 
indicación: construya una colección numerable A de conjuntos abiertos de X 
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cuyas intersecciones con X; formen una base para X;, para i = 1,2. Suponga 
que X, — X2 y X2 — X pertenecen a A. Sea B el conjunto formado por las 
intersecciones finitas de elementos de A.] 


*835 El teorema de extensión de Tietze! 


Una consecuencia inmediata del lema de Urysohn es el útil teorema llamado el teore- 
ma de extensión de Tietze. Se ocupa del problema de extender una función continua 
con valores reales, que está definida sobre un subespacio de un espacio X, a una fun- 
ción continua definida sobre todo X. Este teorema es importante en muchas de las 
aplicaciones de topología. 


Teorema 35.1 (Teorema de extensión de Tietze). Sea X un espacio normal y A un 
subespacio cerrado de X. 


(a) Cualquier aplicación continua de A en el intervalo cerrado [a, b] de R se puede 
extender a una aplicación de todo X en ja, b], 


(b) Cualquier aplicación continua de A en R se puede extender a una aplicación 
continua de todo X enR. 


Demostración. La idea de la prueba es construir una sucesión de funciones conti- 
nuas s, definida sobre todo el espacio X, tal que la sucesión s, converge uniforme- 
mente, y tal que la restricción de s, a A se aproxima cada vez más a f a medida que 
n aumenta. Entonces la función límite será continua y su restricción a Á será igual a 
f. 

Paso 1. El primer paso es construir una función particular g definida sobre todo X 
tal que g no sea demasiado grande, y tal que g aproxime a f sobre el conjunto A con 
una exactitud aceptable. Para ser más precisos, tomemos el caso f : A => [—,rl. 
Afirmamos que existe una función continua g : X — R tal que 


lg(=) para todo z € X, 


| 
lg(a) — £(a)| 


La función g se construye como sigue. 


para todo a € A. 
Dividimos el intervalo [—r, 7] en tres intervalos de igual longitud a ¿r: 
1 1 4 E 
=> =|-55 la=|5 ; 
h = [- r, y] ; La | ¿nar ] 3 EN 


TEsta sección se utilizará en $62, así como en varios ejercicios. 
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Sean B y C los subconjuntos 
B=F Un) y C=f 1) 


de A. Puesto que f es continua, B y C son subconjuntos cerrados y disjuntos de A. 
Por tanto, son cerrados en X. Por el lema de Urysohn, existe una función continua 


mesi 


con la propiedad de que g(x) = —ir para cada x de B, y g(x) = jr para cada x en 
C. 
Entonces |g(x)| <1 y" para todo x. Afirmamos que para cada a en A, 


ls(a) Fa) < 5. 


Figura 35.1 


Hay tres casos. Si a € B, entonces f(a) y g(a) pertenecen a f¡. Sia € C, 
entonces f(a) y g(a) están en l3. Y sia $ BUC, entonces f(a) y g(a) están en Ta. 
En cada caso, |g(a) — f(a)] < Fr (véase la Figura 35.1). 
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Paso 2. A continuación probaremos la parte (a) del teorema de Tietze. Sin pérdida 
de generalidad, podemos sustituir el intervalo cerrado arbitrario [a,b] de R por el 
intervalo [—1, 1]. 

Sea f : X => [-1,1] una aplicación continua. Entonces f satisface las hipótesis 
del Paso 1, con r = 1. Por tanto, existe una función g, continua con valores reales, 
definida sobre todo X, tal que 


Igu(z)] < 1/3 para x € X, 
If (a) — gila)| < 2/3 para a € A. 


Consideremos a continuación la función f — g, . Esta función aplica A en el intervalo 
[-2/3, 2/3], por lo que podemos utilizar el Paso 1 otra vez, haciendo r = 2/3. 
Obtenemos una función ga con valores reales, definida sobre todo X', tal que 


3 


lga(x)] < (5) parax € X, 
2 2 
[f(a) — arta) — eta) < (5) mea 


3 


Después aplicamos el Paso 1 a la función f — gí — ga. Y así sucesivamente. 


En el paso general, tenemos las funciones con valores reales 91,..., gn, definidas 
sobre todo X', tales que 


If(a) — gara) —-—enla)| < (3) 


para a € A. Aplicando el Paso 1 a la función f — g1 — --*— gn,conr = (%)", 
obtenemos una función ga+1 con valores reales, definida sobre todo X, tal que 


1/2” 
l9n+1(x)1 < 3 (5) para TEX, 


n41 
1) a) oatl< (5) pamaca 


Por inducción, las funciones g,, están definidas para todo n. 
Ahora definimos 


a(=) = Y gníx) 
n=1 


para todo x en X. Por supuesto, tenemos que saber que esta serie infinita converge. 
Pero eso se deduce del teorema de comparación del cálculo; converge por compara- 


ción con la serie geométrica 
1 co 2 n-1 
o 
n=1 
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Para probar que g es continua, debemos probar que la sucesión s, converge a 
y uniformemente. Este hecho se sigue del “test-M'de Weierstrass” de análisis. Sin 
suponer este resultado, se puede observar simplemente que si k > n, entonces 


) 


k 


S gilx) 


i=n+1 


lsp(2) — sn(x)| 


| | 
la. aje 
e. 
8d > 
+ 
mo 
re” 
WIN wit 
o. ad 
I ! 
= - 
Il 
SS 
ult 
A 
3 


Manteniendo n fijo y haciendo k > oo, vemos que 


lato) enter (3). 


para todo x € X. Por tanto, s, converge a g uniformemente. 

Probaremos que g(a) = f(a) para a € A. Sea sn(x) = Y;_, gi(x), la n-ésima 
suma parcial de la serie. Entonces g(x) es, por definición, el límite de la sucesión 
infinita s, (1) de sumas parciales. Puesto que 


[£(a) - Y sita) =1F(a) — sata)l < (5) 
í=1 


para todo a en A, se sigue que s,(a) —> f(a) para todo a € A. Por tanto, tenemos 
f(a) = g(a), paraa € A. 

Finalmente, vamos a probar que g aplica X en el intervalo [—1, 1]. Esta condición 
se satisface, de hecho, automáticamente, puesto que la serie (1/3) 57(2/3)” converge 
a 1. Sin embargo, ésta es sólo una casualidad, más que una parte esencial de la prueba. 
Si todo lo que supiéramos fuera que g aplica X en R, entonces la aplicación r o g, 
donde r : R > [-1,1] es la aplicación 


r(y) =y si [y] < 1, 
r(y) = y/lyl si ly) > 1, 


sería una extensión de f que aplicaría X en [—1, 1]. 

Paso 3. A continuación probaremos la parte (b) del teorema, en la que f aplica A 
en R. Podemos sustituir ¡R por el intervalo abierto (—1, 1), ya que este intervalo es 
homeomorfo a R. 

Para ello, sea f una aplicación continua de A en (—1,1). La mitad del teorema 
de Tietze ya probado muestra que podemos extender f a una aplicación continua 
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g: X — [-1,1] que lleva X al intervalo cerrado. ¿Cómo podemos encontrar una 
aplicación h que lleve X al intervalo abierto? 


Dada g, definamos un subconjunto D de X por la ecuación 


D=9 (Li) UI (Ap. 


Puesto que y es continua, D es un subconjunto cerrado de X. Como g(A) = f(A), 
que está contenido en (—1, 1), el conjunto A es disjunto de D. Por el lema de Ury- 
sohn, existe una función continua $ : X — [0, 1] tal que 4(D) = (0) y 6(4) = (1). 
Definamos 


h(x) = p(ag(x). 


Entonces h es continua, por ser el producto de dos funciones continuas. Además, h 
es una extensión de f, ya que, para a en A, 


h(a) = ó(a)g(a) = 1Ag(a) = f(a). 


Finalmente, h aplica todo X en el intervalo abierto (—1, 1). Esto es así porque si 
zx € D, entonces h(x) = 0Ag(x2) = 0, y six £ D, entonces |g(x)| < 1. Se sigue 
que |h(x)] < 1Alg(x)| < 1. n 


Ejercicios 


1. Pruebe que el teorema de extensión de Tietze implica el lema de Urysohn,. 


2. En la prueba del teorema de Tietze, ¿es esencial la ingeniosa decisión en el Paso 
1 de dividir el intervalo [—r, r] en tres partes iguales? Suponga que se divide 
este intervalo en los tres intervalos 


Í, = [-r,—arl, L, = [-ar, ar], I3 = [ar, r], 
para algún a con 0 < a < 1. ¿Para qué valores de a distintos de a = 1/3 (si los 
hay) funciona la prueba? 


3. Sea X metrizable. Pruebe que son equivalentes: 


(1) X está acotado bajo toda distancia que da la topología de X. 
(ii) Toda función continua $ : X — R está acotada. 
(ii). X es compacto por punto límite. 
[Indicación: si¿: X — Res una función continua, entonces F(x) = x= x p(x) 


es un embebimiento de X en X x R. Si A es un subconjunto infinito de X sin 
puntos límites, sea $ una aplicación sobreyectiva de Á en Zy .] 


$35 : El teorema de extensión de Tietze 255 


4, Sea Z un espacio topológico. Si Y es un subespacio de Z, diremos que Y es un 
retracto de Z si existe una aplicación continua r : Z — Y tal que r(y) = y 
para cada y € Y. 


o 


(a) Pruebe que si Z es de Hausdorff e Y es un retracto de Z, entonces Y es 
cerrado en Z. 

(b) Sea A un conjunto de R? con dos puntos. Pruebe que Á no es un retracto 
de R?. 

(c) Sea S! el círculo unidad en R?. Pruebe que $” es un retracto de R? — (0), 
donde 0 es el origen. ¿Podría decir si S* también es, o no, un retracto de 
R?? 


5. Un espacio. Y” se dice que tiene la propiedad universal de extensión si para 
cada terna formada por un espacio normal X', un subconjunto cerrado A de X 
y una función continua f : A — Y, existe una extensión de f a una aplicación 
continua de X' en Y . 


(a) Pruebe que R? tiene la propiedad universal de extensión. 


(b) Pruebe que si Y es homeomorfo a un retracto de R”, entonces Y tiene la 
- propiedad universal de extensión. 


6. Sea Y un espacio normal. Entonces se dice que Y es un retracto absoluto si 
para cada par de espacios (Yo, Z) tal que Z es normal e Y¿ es un subespacio 
cerrado de Z homeomorfo a Y, el espacio Yy es un retracto de Z. 


(a) Pruebe que si Y tiene la propiedad universal de extensión, entonces Y es 
un retracto absoluto. 

(b) Pruebe que si Y es un retracto absoluto e Y es compacto, entonces Y tiene 
la propiedad universal de extensión. [Indicación: utilizando el teorema de 
Tychonoff se obtiene que [0, 1]? es normal. Construya un embebimiento 
de Y en [0, 1]”.] 


7. (a) Pruebe que la espiral logarítmica 
C=(0x03U [et cost x e'sent |t € R) 


es un retracto de R?. ¿Puede definir una retracción específica r : R? — C? 
(b) Pruebe que el “eje x anudado” XK de la Figura 35.2 es un retracto de R3, 


*8. Pruebe el siguiente teorema: 
Teorema. Sea Y un espacio normal. Entonces Y es un retracto absoluto si, y 
sólo si, Y tiene la propiedad universal de extensión. 
[Indicación: si X e Y son espacios normales disjuntos, A es cerrado en X y 
f : A —> Y es una aplicación continua, definimos el espacio adjunto Z; como 
el espacio cociente obtenido de X U Y al identificar cada punto a de A con el 
punto f(a) y con todos los puntos de $7*((f(a))). Utilizando el teorema de 
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—E3— 


Figura 35.2 


Tietze, pruebe que Z¿ es normal. Sip: X UY — Z; es la aplicación cociente, 
pruebe que p|Y es un homeomorfismo de Y con un subespacio cerrado de Z.] 


9. Sea X1 T X2 C --: una sucesión de espacios, donde X; es un subespacio 
cerrado de X¿,1 para cada 2. Sea X la unión de los X¿ y dotemos a X. de una 
topología afirmando que un conjunto U es abierto en X' si U N X; es abierto en 
X para cada 1. 


(a) Pruebe que ésta es una topología sobre X' y que cada espacio X; es un su- 
bespacio (de hecho, un subespacio cerrado) de X' en esta topología. Dicha 
topología se llama topología coherente con los espacios X;. 

(b) Pruebe que f : X —> Y es continua si f|X¿ es continua para cada ¿. 


(c) Pruebe que si cada espacio X¿ es normal, entonces X es normal. [Indi- 
cación: dados conjuntos cerrados disjuntos A y B en X, defina f igual a 
0 sobre A y 1 sobre B, y extienda f sucesivamente a AUBU X; para 
i=1,2,.... 


*$36 Embebimientos de variedades! 


Hemos probado que todo espacio regular con una base numerable se puede embe- 
ber en el espacio euclídeo “infinito-dimensional” R“, Es natural preguntarse bajo 
qué condiciones un espacio X se puede embeber en algún espacio euclídeo finito- 
dimensional RN, Una respuesta a esta cuestión se da en esta sección; una más general 
se obtendrá en el Capítulo 8, cuando estudiemos la teoría de la dimensión. 


Definición. Una m-variedad es un espacio de Hausdorff X' con una base numera- 
ble tal que cada punto x de X' tiene un entorno que es homeomorfo con un subcon- 
junto abierto de R””. 


tEsta sección se utilizará cuando estudiemos la paracompacidad en $41 y cuando estudiemos la 
teoría de la dimensión en $50. 
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Una 1-variedad se denomina curva y una 2-variedad se denomina superficie. Las 
variedades forman una clase muy importante de espacios; se estudian mucho en geo- 
metría diferencial y topología algebraica. 

Probaremos que si X' es una variedad compacta, entonces X se puede embeber 
en un espacio euclídeo finito-dimensional. El teorema se cumple sin la suposición de 
la compacidad, pero la prueba se hace bastante más complicada. 


Para empezar, necesitamos algunas definiciones. 


Sip: X — R, entonces el soporte de $ se define como la clausura del conjunto 
$ (R — ([0)). Así, si z está fuera del soporte de , existe algún entorno de x sobre 
el que $ es nula. 


Definición. Sea (U1,...,U.,) un recubrimiento abierto finito e indexado del espa- 
cio X. Una familia indexada de funciones continuas 


di: X > [0, 1] parai=1,...,n 
se dice que es una partición de la unidad dominada por (U;) si: 
(1) (soporte $;) C U; para cada ¿. 
(2) Nizy Hi (x) = 1 para cada z. 


Teorema 36.1 (Existencia de particiones finitas de la unidad). Sea (U;,...,U,) 
un recubrimiento abierto finito del espacio normal X . Entonces existe una partición 
de la unidad dominada por (U;). 


Demostración. Paso 1. En primer lugar, vamos a probar que se puede “reducir” el 
recubrimiento (U¿) a un recubrimiento abierto (V;,..., V,) de X tal que Y; CU, 
para cada ¿. 


Procederemos por inducción. Antes de empezar, observe que el conjunto 
A=X-—(U¿U---UU,) 


es un subconjunto cerrado de X. Puesto que (Uj,...,U,) recubre a X, el conjun- 
to A está contenido en el conjunto abierto U,. Usando la normalidad, elegimos un 
conjunto abierto V, que contenga a A y tal que Y C Uj. Entonces la colección 
[V,,Uz,..-, Un) recubre a X. 


En general, dados conjuntos abiertos V,,..., Vz.1 tales que la colección 
£V, ...y Vi Ur, Uttto ...) Un) 
recubre a X, pongamos 


A=X-(VU---UVe1)- (Upy1 U+ ++ UU). 
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Entonces Á es un subconjunto cerrado de X que está contenido en el conjunto abier- 
to U;.. Elegimos V; como un conjunto abierto que contiene a A tal que Y; C Ux. 
Entonces [V;,..., Vx_1, Vi, Ug+1,---, Un) recubre a X. En el paso n-ésimo de la 
inducción, se prueba nuestro resultado. 


Paso 2. Ahora probaremos el teorema. Dado un cubrimiento abierto [U;,..., Un) 
de X, elijamos un recubrimiento abierto (Vj,..., V,,) de X tal que Y, C U; para cada 
¿. Después elijamos un recubrimiento abierto (W,..., W,) de X tal que W; C Y; 
para cada ¿. Utilizando el lema de Urysohn, elijamos para cada ¿ una función continua 


Ñ Y: X > [0,1] 


tal que Y¿(W;) = (1) y v(X — V;) = (0). Puesto que 2p;* (R — (0)) está contenido 
en V;, tenemos - 
(soporte 4) € Vi C Us. 


Como la colección (W;) recubre a X, la suma V(x) = NE, 44(x) es positiva para 
cada x. Por tanto, podemos definir, para cada j, 


_ sz) 


ój(z) 5 (zx) Ñ 


Es fácil comprobar que las funciones (y,..., Pn forman la deseada partición de la 
unidad. a 


Hay una noción comparable de partición de la unidad cuando el recubrimiento 
abierto y la colección de funciones no es finita, ni siquiera numerable. Considerare- 
mos este tema en el Capítulo 6, cuando estudiemos la paracompacidad. 


Teorema 36.2. Si X es una m-variedad compacta, entonces X se puede embeber en 
RY para algún entero positivo N. 


Demostración. Recubramos X por un número finito de conjuntos abiertos [Uy,..., 
U,,), cada uno de los cuales puede embeberse en R””. Elijamos embebimientos g; : 
U, = KR” para cada ¿. Como X es de Hausdorff y compacto, también es normal. 
Sea $1,.... , ón una partición de la unidad dominada por [U;) y sea A; = soporte /;; 


para cada ¿ = 1,...,n, definamos una función h; : X — R” por la regla 
a di()Agi(x) para z € U; 
0=(0,...,0) para x € X — As. 


[Aquí p¿(7) es un número real e y g;(x) es un punto y = (y1,--.,Ym) de R”,; el 
producto cAy denota, naturalmente, el punto (cy1,...,CYm) de R””.] La función hz 
está bien definida porque las dos definiciones de h; coinciden en la intersección de 
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sus dominios, y h; es continua porque sus restricciones a los conjuntos abiertos U, y 
X — Aj son continuas. 


Ahora definamos 


F:X=>(Rx--xRxR”x-..xR”) 
Nr, gres 


n veces n veces 


mediante la regla 


Fiz) =(61(x),...,ón(2),hi(z),...,halz)). 


Claramente, FF" es continua. Para probar que FF es un embebimiento, sólo necesitamos 
mostrar que Fes inyectiva (porque X' es compacto). Supongamos que F(x) = F(y). 
Entonces pi(z) = ¿i(y) y hi(1x) = hi(y) para todo ¿. Tenemos que f(x) > 0 
para algún ¿ (puesto que )> H¿(x) = 1). Por tanto, ¿;(y) > O también, por lo que 
zx, y € U;. Entonces 


di(1)Agi(z) = hi(x) = hi(y) = bi(y)Agi(y). 


Como p;(x) = bi(y) > O, concluimos que g;(x) = gi(y). Pero g; : U¡ —> R” es 
inyectiva, por lo que T = y, como deseábamos. - . A 


En muchas aplicaciones de las particiones de la unidad, como la que acabamos de 
presentar, todo lo que necesitamos saber es que la suma ) > p;(2) es positiva para cada 
x. En otras, sin embargo, se necesita la condición más fuerte de que > p;(1) = 1. 
Véase $50. 


Ejercicios 


1. Pruebe que toda variedad es regular y, por tanto, metrizable. ¿Dónde se usa la 
condición de Hausdorff? 


2. Sea X' un espacio compacto de Hausdorff. Supongamos que para cada x € X, 
existe un entorno U de x y un entero positivo k tal que U se puede embeber en 
RF. Pruebe que X se puede embeber en RN para algún entero positivo N. 


3. Sea X' un espacio de Hausdorff tal que cada punto de X tiene un entorno que es 
homeomorfo con un subconjunto abierto de ¡R”". Pruebe que si X es compacto, 
entonces X es una m-variedad. 


4. Una familia indexada (44) de subconjuntos de X se dice que es indexada finita 
para puntos si cada x € X pertenece a A, sólo para un número finito de valores 
de a. 
Lema (El lema de la reducción). Sea X un espacio normal y (Uy, Ux,...) 
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un recubrimiento abierto indexado finito para puntos de X. Entonces existe un 
recubrimiento abierto indexado [V,, Va, ... y de X tal que V;,, € Ur para cada 
n. 


5. La condición de Hausdorff es una parte esencial de la definición de una variedad; 
no se deduce del resto de la definición. Considere el siguiente espacio: sea X 
la unión del conjunto R — (0) y el conjunto de dos puntos [p, q). Dotemos 
a X de una topología tomando como base la colección de todos los intervalos 
abiertos en R que no contienen a 0, junto con todos los conjuntos de la forma 
(—a, 0) U [pp U (0, a) y todos los del tipo (—a, 0) U [qgP U (0, a), para a > 0. 
El espacio X' se denomina recta con dos orígenes. 


(a) Compruebe que ésta es una base para una topología. 


(b) Demuestre que cada uno de los espacios X — [pj y X — ([q) es homeo- 
morfo a R. 


(c) Pruebe que X' satisface el axioma 7], pero no es de Hausdorff. 


(d) Pruebe que X satisface todas las condiciones para una 1-variedad excepto 
la condición de ser de Hausdorff. 


*Ejercicios complementarios: revisión de lo básico 


Consideremos las siguientes propiedades que puede satisfacer un espacio: 

(1) conexo, 
(2) conexo por caminos, 
(3) localmente conexo, 
(4) localmente conexo por caminos, 
(5) compacto, 
(6) compacto por punto límite, 
(7) Hausdorff localmente compacto, 
(8) Hausdorff, 
(9) regular, 

(10) completamente regular, . 

(11) normal, 

(12) 1AN, 

(13) 2AN, 

(14) Lindelóf, 


(15) tener un subconjunto denso numerable, 
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(16) localmente metrizable, 


(17) metrizable. 


1. Para cada uno de los siguientes espacios, determine (si puede) cuáles de estas 
propiedades satisface (utilice el teorema de Tychonoff si lo necesita). 


(a) Sa. 
(0) Sa x Sa. 
(d) El cuadrado ordenado. 
(e) Re. 
(1) R2. 
(g) R* en la topología producto. 
(h) R” en la topología uniforme. 

- (i) R” en la topología por cajas. 
(j) R' en la topología producto, donde / = (0, 1). 
(k) Rk. 

2. ¿Cuáles de esas propiedades debe tener necesariamente un espacio métrico? 


3, ¿Cuáles de esas propiedades debe tener necesariamente un espacio de Hausdorff 
compacto? 


4. ¿Cuáles de esas propiedades se conservan al pasar a subespacios? ¿ Y al pasar a 
un subespacio cerrado? ¿Y a un subespacio abierto? 


5. ¿Cuáles de esas propiedades se conservan en productos finitos? ¿ Y en productos 
numerables? ¿Y en productos arbitrarios? 


6. ¿Cuáles de esas propiedades se conservan por aplicaciones continuas? 


7. Después de estudiar los Capítulos 6 y 7, repita los Ejercicios 1-6 para las si- 
guientes propiedades: 
(18) paracompacidad, 
(19) topológicamente completo. 


Ya debería ser capaz de responder todas las preguntas (340) de los Ejercicios 1-6, 
excepto una, y todas (40) las del Ejercicio 7, excepto una. Estas dos están sin resolver; 
véase la nota en el Ejercicio 5 de $32. 


Capítulo 5 


El teorema de Tychonoff 


Regresamos a un problema que dejamos abierto en el Capítulo 3. Demostraremos 
el teorema de Tychonoff, el cual afirma que los productos arbitrarios de espacios 
compactos son compactos. La prueba hace uso del Lema de Zorn (véase 811). Una 
demostración alternativa basada en el teorema de la buena ordenación se puede en- 
contrar en los ejercicios. 


El teorema de Tychonoff es de gran utilidad para los analistas (bastante menos pa- 
ra los geómetras). Lo aplicamos en $38 para construir la compactificación de Stone- 
Cech de un espacio completamente regular y en $47 para probar la versión general 
del teorema de Ascoli. 


837 El teorema de Tychonoff 


Como el lema de Urysohn, el teorema de Tychonoff es lo que denominamos un teore- 
ma “profundo”. Su demostración involucra no sólo una, sino varias ideas originales; 
ésta podría ser cualquier cosa excepto algo directo y evidente. Discutiremos las ideas 
cruciales de la prueba con cierto detalle antes de desarrollar la prueba en sí misma. 


En el Capítulo 3 probamos que el producto X x Y de dos espacios compactos 
es compacto. Para esa prueba la formulación de la compacidad en términos de cubri- 
mientos era completamente satisfactoria. Dado un cubrimiento por abiertos de X' x Y 
por elementos básicos, cubríamos cada rebanada x x Y por un número finito de ellos. 
A continuación, obteníamos un cubrimiento finito de X x Y. 


Resulta complicado trasladar este argumento para un producto arbitrario de es- 
pacios compactos; se puede establecer un buen orden en el conjunto de índices y 
utilizar la inducción transfinita (véase el Ejercicio 5). Una demostración alternativa 
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que no utilice los cubrimientos por abiertos consiste en considerar la formulación de 
la compacidad en términos de conjuntos cerrados y utilizar el lema de Zorn. 


Para ver cómo esta idea puede funcionar, consideremos primero el caso más sen- 
cillo posible: el producto de dos espacios compactos Xy x' X2. Supongamos que A 
es una colección de subconjuntos cerrados de X¡ x X2 con la propiedad de la in- 
tersección finita. Consideremos la aplicación proyección 1, : X1 x X2 — Xy. La 
colección | 

[m(4)| Ac A) 


de subconjuntos de X, también tiene la propiedad de la intersección finita, y también 
así la colección de sus clausuras 711(A). La compacidad de Xy nos garantiza que la 
intersección de todos los conjuntos 71 (4) es no vacía. Elijamos un punto 1; pertene- 
ciente a esta intersección. Análogamente, podemos elegir un punto ra perteneciente 
atodos los conjuntos 2(4). La conclusión obvia a la que podríamos llegar es que el 
punto x1 x xa está en (|, <a A, y por tanto nuestro teorema estaría probado. 


Figura 37.1 


Desafortunadamente, esto no es cierto. Consideremos el siguiente ejemplo, en 
el cual X, = Xy = [0,1], y la colección A está formada por todas las regiones 


elípticas cerradas acotadas por elipses que tienen como focos los puntos p = (3, 1) y 


q= (3, 3) (véase la Figura 37.1). Ciertamente, la colección A tiene la propiedad de 


la intersección finita. Elijamos ahora un punto 7; en la intersección de los conjuntos 
[m1 (4) | A € A). Cualquier punto del intervalo [F, 5] nos sirve; supongamos que 
elegimos el punto x; = 3. Análogamente, elijamos un punto x3 en la intersección 


de los conjuntos (m2(4) | A € A). Cualquier punto del intervalo [F, 3] nos vale; 
supongamos que tomamos x2 = E Esta elección no es la acertada, ya que el punto 


T] Xx T23= 
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no está en la intersección de todos los conjuntos A. 


Pensará usted: “el problema es que hemos hecho una mala elección. Si después : 
de haber escogido 21 = 3 elegimos 22 = 3, entonces habremos encontrado un punto 
en Maca 4”. La dificultad de la demostración anterior es que nos deja demasiada 
libertad a la hora de escoger 11 y z2 y nos permite hacer una “mala” elección en 
lugar de una “buena” elección. 


¿Cómo podemos modificar la prueba para evitar esta dificultad? 


Esta cuestión nos lleva a la segunda idea de la prueba: quizá, si ampliamos la 
colección A (conservando la propiedad de la intersección finita, por supuesto), esta 
ampliación implicará una restricción en las posibles elecciones de 11 y 22 que será su- 
ficiente para asegurar la elección correcta. Para ilustrar esta situación, supongamos 
que en el ejemplo previo ampliamos la colección A a la colección D que consiste 
en todas las regiones elípticas cerradas acotadas por elipses que tienen como focos a 
p = (3, 3) y a cualquier otro punto del segmento pg. Esta colección está ilustrada en 
la Figura 37.2. La nueva colección D también tiene la propiedad de la intersección 
finita. Pero si intentamos elegir un punto 11 en 


A m(D) 


DED 


la Enea Peenión porible para 21 es 3. Análogamente, la única elección posible para 
xa es y. Y E x $ pertenece a cada conjunto de la colección D y, por tanto, a cada 
conjunto de A. En otras palabras, el ampliar la colección A a la colección D nos 
obliga a efectuar la elección correcta. 


Figura 37.2 


Por supuesto,-en este ejemplo hemos escogido D cuidadosamente para que la 
demostración funcionara. ¿Qué esperanzas tenemos de escoger correctamente la co- 
lección D en general? Aquí está la tercera idea para la prueba: ¿por qué no elegimos 
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D como la colección “más grande posible”, de modo que no exista una colección 
mayor con la propiedad de la intersección finita, y luego comprobamos si esta co- 
lección funciona? No parece obvio que tal colección D deba existir; para probarlo, 
debemos apelar al lema de Zórn. Pero, una vez que hayamos probado que D existe, 
seremos capaces de demostrar que D es lo suficientemente grande como para forzar 
una elección correcta. 


Una observación final. La suposición de que los elementos de la colección A eran 
conjuntos cerrados era irrelevante en esta discusión. El motivo es que, incluso sien- 
do cerrado el conjunto A E A, el conjunto imagen ¡(4) no tiene por qué serlo, 
así que debemos tomar su clausura para poder aplicar la formulación de compacidad 
en términos de conjuntos cerrados. De esta forma, podemos también comenzar con 
una colección arbitraria de subconjuntos de X' verificando la propiedad de la inter- 
sección finita, y probar que la intersección de sus clausuras es no vacía. Este enfoque 
resulta ser mucho más conveniente. 


Lema 37.1. Sea X un conjunto y A una colección de subconjuntos de X verificando 
la propiedad de la intersección finita. Entonces existe una colección D de subconjun- 
los de X' con la propiedad de la intersección finita tal que D contiene a A. Además, 
ninguna colección de subconjuntos de X' verificando dicha propiedad contiene a D 
propiamente. 


Con frecuencia, diremos que una colección D que satisface la conclusión de este 
teorema es maximal con respecto a la propiedad de la intersección finita. 


Demostración. "Vamos a construir D utilizando el lema de Zorn. Este resultado es- 
tablece que dado un conjunto 4 que esté estrictamente parcialmente ordenado y en 
el cual cada subconjunto simplemente ordenado tenga una cota superior, entonces A 
posee un elemento maximal. 

El conjunto A al cual le vamos a aplicar el lema de Zorn no es un subconjun- 
to de X, ni siquiera una colección de subconjuntos de X, sino un conjunto cuyos 
elementos son colecciones de subconjuntos de X'. Para los propósitos de esta prue- 
ba, llamaremos a un conjunto cuyos elementos son colecciones de subconjuntos de 
X un “superconjunto” y lo denotaremos con una letra contorneada. En definitiva, 
utilizaremos la siguiente notación: 

ces un elemento de X. 

C.es un subconjunto de X. 

€ es una colección de subconjuntos de X. 

C es un superconjunto cuyos elementos son colecciones de subconjuntos de X. 

Ahora, por hipótesis, tenemos una colección A de subconjuntos de X' que tiene 
la propiedad de la intersección finita. Denotemos por Á el superconjunto formado 
por todas las colecciones 'B de subconjuntos de X' tales que B > A y B tiene la 
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propiedad dela intersección finita. Consideraremos como orden parcial estricto en Á 
la inclusión propia G. Para probar nuestro lema, necesitamos demostrar que Á tiene 
un elemento maximal D. 


Para aplicar el lema de Zorn, debemos demostrar que si B es un “subsupercon- 
junto” de A que está simplemente ordenado por la inclusión propia, entonces B tiene 
una cota superior en A. De hecho, demostraremos que la colección 


e= Jn 


BcB 


que es la unión de las colecciones pertenecientes a B, es un elemento de A; entonces 
esta unión es la cota superior requerida en B. 


Para demostrar que € es un elemento de A, debemos probar que € > A y que € 
tiene la propiedad de la intersección finita. Ciertamente € contiene a A, ya que cada 
elemento de B contiene a A. Para demostrar que € tiene la propiedad de la intersec- 
ción finita, sean Cy,..., Cn elementos de €. Como € es la unión de los elementos 
de B, existe, para cada ¿, un elemento B; de B tal que C; € Bj. El superconjunto 
[B,,..., Br) está contenido en B, así que está simplemente ordenado por la rela- 
ción de la inclusión propia. Siendo finito, tiene un elemento máximo; esto es, exis- 
te un Índice k tal que B¿ C By para i = 1,...,n. Entonces todos los conjuntos 
C1,..., Cr, son elementos de Bz. Como By tiene la propiedad de la intersección fi- 
nita, la intersección de los conjuntos Cy, ..., Ch es no vacía, tal y como se quería 
demostrar. a 


Lema 37.2. Sea X un conjunto y D una colección de subconjuntos de X que es 
maximal con respecto a la propiedad de la intersección finita. Entonces: 


(a) Cualquier intersección finita de elementos de D es un elemento de D. 


(b) Si A es un subconjunto de X que interseca a cada elemento de D, entonces Á 
es un elemento de D 


Demostración. (a) Sea B la intersección de un número finito de elementos de D. 
Definamos una colección € uniendo B a D, de modo que £ = DU (B). Vamos a 
demostrar que € tiene la propiedad de la intersección finita; entonces, la maximalidad 
de D implica que D = £, luego B € D, tal y como se quería demostrar. 


Escojamos un número finito de elementos de €. Si ninguno de ellos es el conjunto 
B, entonces su intersección es no vacía ya que D verifica dicha propiedad. Si alguno 
de ellos es el conjunto B, entonces su intersección es de la forma 


D¡N--*ADANB. 


Como B es una intersección de un número finito de elementos de D, este conjunto 
es no vacío. : 
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(b) Dado A, definamos € = DU. (A). Veamos que E verifica la propiedad de la 
intersección finita y concluiremos así que A pertenece a D. Escojamos un número 
finito de elementos de £. Si ninguno de ellos es el conjunto A, su intersección es 
automáticamente no vacía. De otra manera, esta intersección es de la forma 


DinN---nD,NA. 


Ahora, D¡ N ;-- M D,, pertenece a D, por (a); de esta forma, esta intersección es no 
vacía, por hipótesis. ] 


Teorema 37.3 (Teorema de Tychonoff). El producto arbitrario de espacios compac- 
tos es compacto en la topología producto, 


Demostración. Sea 


x=][ xo, 


ace 


donde cada espacio X, es compacto. Sea A una colección de subconjuntos de X con 
la propiedad de la intersección finita. Vamos a probar que la intersección 


N 4 
ACA 


es no vacía. Se sigue entonces la compacidad de X. 


Aplicando el Lema 37.1, elegimos una colección D de subconjuntos de X tales 
que D > A y D es maximal con respecto a la propiedad de la intersección finita. 
Será suficiente demostrar que la intersección (Ypygp D es no vacía. 

Dado q: € J, sea To : X — Xa la aplicación proyección. Consideremos la 
colección 


[ra(D) | D € D; 


de subconjuntos de X,. Esta colección tiene la propiedad de la intersección finita ya 
que D la tiene. Por compacidad de X.., podemos elegir para cada a: un punto x., de 
X4 tal que 


Ta € (7) Ta(D). 
DED 


Sea x el punto (Z Jae y de X. Veamos que x € D para cada D € D; entonces nuestra 
prueba habrá acabado. 


Primero, veamos que si a. (Ug) es un elemento cualquiera de la subbase (para 
la topología producto en X') conteniendo a x, entonces TU 8) interseca a cada 


elemento de D. El conjunto Ug es un entorno de zg en Xg. Como xg € tTa(D) 
por definición, Ug interseca r¿(D) en algún punto rg(y), donde y € D. Se sigue 
entonces que y € 3 (Ug) nD. 
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Se deduce: de la parte (b) del Lema 37.2 que cada elemento de la subbase que 
contiene a x pertenece a D. Y se tiene entonces de la parte (a) del mismo lema que 
cada elemento básico que contiene a x pertenece a D. Como D tiene la propiedad 
de la intersección finita, esto significa que cada elemento básico que contiene a Xx 
interseca a cada elemento de D; por tanto, x € D para cada D € D tal y como se 


quería probar. n 
Ejercicios 
1. Sea X un espacio y sea D una colección de subconjuntos de X que es maximal 


con respecto a la propiedad de la intersección finita. 


(a) Demuestre que r € D para cada D € D si, y sólo si, cada entorno de x 
pertenece a D. ¿En qué implicación se utiliza la maximalidad de D? 
(b) Sea D € D. Demuestre que si A > D, entonces AED. 


(c) Demuestre que si X satisface el axioma T, existe al menos un punto per- 
teneciente a [lnen D- 


Una colección A de subconjuntos de X' se dice que tiene la propiedad de la 
intersección numerable si cada intersección numerable de elementos de A es 
no vacía. Demuestre que X es un espacio de Lindelóf si, y sólo si, para cada 
colección A de subconjuntos de X verificando la propiedad de la intersección 
numerable, se tiene que 


es no vacía. 


. Considere las tres afirmaciones siguientes: 


(i) Si X es un conjunto y Á es una colección de subconjuntos de X 
con la propiedad de la intersección numerable, entonces existe una 
colección D de subconjuntos de X tales que D > A y D es maximal 
con respecto a la propiedad de la intersección numerable. 

(íi) Supongamos que 'D es maximal con respecto a la propiedad de la 
intersección numerable. Entonces las intersecciones numerables de 
elementos de D están en D. Además, si A es un subconjunto de X 
que interseca a cada elemento de D, entonces A es un elemento de D. 

(iii) Los productos de espacios de Lindelóf son de Lindelóf. 


(a) Demuestre que (i) y (11) implican (iii). 
(b) Demuestre que (ii) es cierto. 
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(c) Los productos de espacios de Lindelóf no son, necesariamente, de Lindelof 
(véase $30). Así, la propiedad (1) no es cierta. Si se intenta generalizar la 
prueba del Lema 37.1 con la propiedad de la intersección numerable, ¿en 
qué lugar de la demostración se encuentra el fallo? 


4. He aquí otro teorema cuya demostración utiliza el lema de Zorn. Recuérdese 


*5 


. 


que si Á es un espacio y si x, y € A, decimos que z e y pertenecen a la misma 
cuasicomponente de A si no existe una separación A = CU D de A en dos 
conjuntos disjuntos abiertos en A tales que r € Cey€ D. 

Teorema. Sea X un espacio de Hausdorff compacto. Entonces x e y perte- 
necen a la misma cuasicomponente de X. si, y sólo si, pertenecen a la misma 
componente conexa de X. 


(a) Sea A la colección de todos los subespacios cerrados A de X tales que x e 
y están en la misma cuasicomponente de A. Sea B una subcolección de A 
con el orden simple de la inclusión. Demuestre que la intersección de los 
elementos de B pertenece a A. [Indicación: compare con el Ejercicio 11 
de 826.] 


(b) Demuestre que A tiene un elemento minimal D. 
(c) Demuestre que D es conexo. 


He aquí una prueba del teorema de Tychonoff que se apoya en el teorema de 
buena ordenación, en lugar del lema de Zorn. En primer lugar, pruebe la si- 
guiente versión del lema del tubo y a continuación, pruebe el teorema. 

Lema. Sea A una colección de elementos básicos para la topología del espacio 
producto X x Y, tales que ninguna subcolección finita cubre X x Y. Si X es 
compacto, entonces existe un punto x € X tal que ninguna subcolección finita 
de A cubre la rebanada [x) x Y. 

Teorema. Un producto arbitrario de espacios compactos es compacto con la 
topología producto. 

Demostración. Sea [Xa Jae una familia indexada de espacios compactos y sea 


x=] Xo. 


ac 


Sea ra : X => Xu la aplicación proyección. Consideramos que J está bien 
ordenado, de modo que tenga un elemento maximal. 


(a) Sea f € J. Supongamos que están dados los puntos p¿ € X; para todo 
í < 6. Para cada a. < ff, denotemos por Y,, el subespacio de X definido 
por la ecuación 


Y, = (x] m1i(%) = pi parai < aj. 
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Observemos que si a < a, entonces Y, > Y». Demuestre que si A es 
una colección finita de elementos básicos de X' que cubren el espacio 


Za= 8 Y, = (x | mi(x) = p; parai < 6) 
a< 


entonces A cubre Y, para algún a: < 8. [Indicación: si 3 tiene un in- 
mediato predecesor en J, sea a: dicho elemento. En otro caso, para cada 
A € A, denotemos por J.4 el conjunto de aquellos índices ¿ < 8 para los 
cuales r¿(A) + X;; la unión de los conjuntos J4, para A € A, es finita; 
sea a: el elemento máximo de esta. unión .J..] 

(b) Supongamos que A es una colección de elementos básicos de X' tales que 
ninguna subcolección finita de A cubre X. Demuestre que podemos elegir 
puntos p; € X; para todo ¿, tales que para cada ex, el espacio Y., definido en 
(a) no puede estar finitamente cubierto por A. Cuando e es el máximo de 
J, se llega a una contradicción. [Indicación: si o es el mínimo de J, utilice 
el lema anterior para elegir p... Si p; está definido para todo ¿ < f, observe 
que (a) implica que el espacio Zg no puede estar finitamente cubierto por 
A y utilice el lema para encontrar pg.] 
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Ya hemos estudiado una forma de compactificar un espacio topológico X, la compac- 
tificación por un punto ($29); ésta es, en algún sentido, la compactificación minimal 
de X. La compactificación de Stone-Cech de X, que es la que vamos a estudiar aho- 
ra, es en ese mismo sentido la compactificación maximal de X. Fue construida en 
1937 por M. Stone y E. Cech de forma independiente. Tiene una gran cantidad de 
aplicaciones en análisis que se escapan de los objetivos de este libro. 


Recordemos la siguiente definición: 


Definición. Una compactificación de un espacio X es un espacio de Hausdorff 
compacto Y que contiene a X como subespacio y además X = Y. Dos compacti- 
ficaciones Y, e Y2 de X se dice que son equivalentes si existe un homeomorfismo 
h : Y, — Ya tal que h(x) = x para cada x € X. 


Si X tiene una compactificación Y, entonces X' debe ser completamente regular, 
ya que es un subespacio de un espacio completamente regular Y. Rec íprocamente, si 
X es completamente regular, entonces X tiene una compactificación, pues X puede 
ser embebido en el espacio de Hausdorff compacto [0, 1]7 para algún J, y cuales- 
quiera de tales embebimientos da lugar a una compactificación de X, tal y como el 
siguiente lema prueba: 
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Lema 38.1. Sea X un espacio y supongamos que h : X —> Z es un embebimiento 
de X en el espacio de Hausdorff compacto Z. Entonces existe una compactificación 
Y de X; ésta tiene la propiedad de que existe un embebimiento H : Y = Z que 
coincide con h en X. La compactificación Y está unívocamente determinada salvo 
equivalencias. 


Llamaremos a Y la compactificación inducida por el embebimiento h. 


Demostración. Dada h, denotamos por Xp el subespacio h(X') de Z, y sea Yo su 
clausura en Z. Entonces Yy es un espacio de Hausdorff compacto con Xp = Yo; de 
esta forma Y¿ es una compactificación de Xp. 


Ahora construimos un espacio Y conteniendo a X tal que el par (X, Y ) es homeo- 
morfo al par (Xo, Yo). Elijamos un conjunto A disjunto de X que esté en correspon- 
dencia biyectiva con el conjunto Yo — Xy bajo alguna aplicación k : A > Yp — Xo. 
Definimos Y = X U A y una correspondencia biyectiva H : Y —= Y por la regla 


H(x) = h(x) para x € X, 
H(a) = k(a) para a € A. 


8 


A continuación definimos la siguiente topología en Y: un conjunto U es abierto en 
Y si, y sólo si, H(U) es abierto en Yo. La aplicación H es de manera automática 
un homeomorfismo, y el espacio X es un subespacio de Y porque H coincide con 
el homeomorfismo A cuando lo restringimos al subespacio X de Y. Expandiendo el 
rango de A, obtenemos el embebimiento requerido de Y en Z. 


Ahora supongamos que Y; es una compactificación de X y que H, : Y, => Z 
es un embebimiento, siendo además una extensión de h para ¿ = 1,2. Entonces H, 
aplica X sobre h(X') = Xp. Como H; es continua, debe aplicar y, en Xo; como 
H;(Y;) contiene a Xo y es cerrado (ya que es compacto), contiene a Xp. Por tanto, 
Hi(Yi) = Xo, y H;* o H define un homeomorfismo de Y, con Y2 que coincide con 
la identidad en X. || 


En general, existen distintas maneras de compactificar un espacio dado X. Con- 
sideremos, por ejemplo, las siguientes compactificaciones del intervalo abierto 
X= (0,1): 


EJEMPLO 1. Considere el círculo unidad S? en R? y sea h : (0,1) — $? la aplicación 
h(t) = (cos 27t) x (sen 27t). 


La compactificación inducida por el embebimiento h es equivalente a la compactificación 
por un punto de X. 


EJEMPLO 2. Sea Y el espacio [0, 1]. Entonces Y es una compactificación de X; se 
obtiene “añadiendo un punto en cada extremo del intervalo (0, 1)”. 
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podríamos usarlas como funciones coordenadas de un embebimiento de (0, 1) en RY 
para algún J, y de esta forma obtener una compactificación por la cual cada función 
de la colección sea extensible. 


Esta idea es básica a la hora de construir la compactificación de Stone-Cech. Ésta 
se define del siguiente modo: 


Teorema 38.2. Sea X un espacio completamente regular. Existe una compactifica- 
ción Y de X con la propiedad de que cada función acotada y continua f : X — R se 
extiende de forma única a una función continua de Y enR. 


Demostración. Sea [fajaey la colección de todas las funciones reales acotadas y 
continuas en X, indexadas por algún conjunto J. Para cada a: € J, elegimos un 
intervalo cerrado £,, en R que contenga a f..(X), como por ejemplo, 


lo = [inf fo(X), sup fa(X)]. 
A continuación, definimos h : X —= [L,, ¿y La por la regla 


h(x) = (falt)aes. 


Por el teorema de Tychonoff, el producto [[ /, es compacto. Como X es completa- 
mente regular, la colección [ f.) separa puntos de conjuntos cerrados en X. De esta 
forma, por el Teorema 34.2 la aplicación h es un embebimiento. 


Sea Y la compactificación de X inducida por el embebimiento h. Entonces existe 
un embebimiento H : Y —> [[ Z, que coincide con h en el subespacio X de Y. Dada 
una función real continua y acotada f en X, vamos a mostrar cómo se extiende a 
Y. La función f pertenece a la colección [fajae., por tanto coincide con fg para 
algún índice $. Sea mg : ]] la — 1g la aplicación proyección. Entonces la aplicación 
continua 1g o H : Y — Ig es la extensión buscada de f, ya que six € X, tenemos 


rg(H(o)) = mralhízx)) = ral fala) aces) = fglx). 


La unicidad de esta extensión es una consecuencia del lema siguiente: Mm 


Lema 38.3. Sea A C X yf: A > Z una aplicación continua de A en el espacio 
de Hausdorff Z. Entonces existe a lo más una extensión de f a una función continua 
9: A=Z. 


Demostración. Este lema fue propuesto como ejercicio en $18 donde dimos una 
demostración. Supongamos que g,g' : Á => X son dos extensiones distintas de f; 
elijamos x tal que g(x) + g'(x). Sean U y U' dos entornos disjuntos de g(x) y g'(x), 
respectivamente. Elegimos un entorno V de x tal que g(V) C U y g'(V) c U”. 
Ahora, V interseca a A en algún punto y; entonces g(y) € U y g'(y) € U”. Pero 
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como y € A, tenemos g(y) = f(y) y 9 (y) = f(y). Esto contradice el hecho de que 
U y U” son disjuntos. A 


Teorema 38.4. Sea X un espacio completamente regular y sea Y una compactifica- 
ción de X que satisface la propiedad de extensión del Teorema 38.2. Dada cualquier 
aplicación continua f : X — C de X en un espacio de Hausdorff compacto C, la 
aplicación f se extiende de forma única a una aplicación continua g : Y —C. 


Demostración. Observemos que Ces completamente regular, de modo que puede 
ser embebido en [O, 1]7 para algún J. Así, podemos también asumir que C C [0, 1]7. 
Entonces cada función componente f., de la aplicación f es una función real continua 
y acotada en X'; por hipótesis, fa puede ser extendida a una función continua g. de 
Y en R. Definimos g : Y -> RY como g(y) = (gal(y))aey; entonces y es continua 
ya que R” tiene la topología producto, Además, g aplica Y en el subespacio C' de R” 
ya que la continuidad de g implica que 


ay) =94X) cg) =f(X) cC=C. 


Así, g es la extensión buscada de f. | 


Teorema 38.5, Sea X un espacio completamente regular. Si Y] e Y2 son dos com- 
pactificaciones de X que satisfacen la propiedad de extensión del Teorema 38.2, en- 
tonces Y, e Y, son equivalentes. 


Demostración. Consideremos la aplicación inclusión jo : X — Y. Ésta es una 
aplicación continua de X' en el espacio compacto de Hausdorff Y¿. Como Y' tiene la 
propiedad de extensión, podemos, por el teorema anterior, extender ¿2 a una función 
continua fo : Y; — Y. De forma análoga, podemos extender la aplicación inclusión 

1: X > Y auna aplicación continua fi : Y¿ — Y; (ya que Y) tiene la propiedad 
de extensión e Y es un espacio compacto de Hausdorff). 


AA LA 


La composición f¡ o fa : Y¡ —> Yi tiene la propiedad de que para cada r € X,se 
tiene f1(f2(x)) = x. Por lo tanto, f¡ o f¿ es una extensión continua de la aplicación 
identidad ¿x : X — X. Pero la aplicación identidad de Y; es también una extensión 
continua de ¿ x . Por la unicidad de las extensiones (Lema 38.3), f¡ o f2 debe ser igual 
a la aplicación identidad de Y2. Así f, y fa son homeomorfismos. BR 
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Definición. Para cada espacio completamente regular X elegimos, de aquí en ade- 
lante, una compactificación de X verificando la condición de extensión del Teore- 
ma 38.2. Representaremos esta compactificación de X por 6(X) y la llamaremos 
compactificación de Stone-Cech de X.. Se caracteriza por el hecho de que cualquier 
aplicación continua f : X —> C de X en un espacio de Hausdorff compacto € se 
extiende de forma única a una aplicación continua g : B(X) = C. 


Ejercicios 


1. Compruebe las afirmaciones hechas en el Ejemplo 4. 


2. Demuestre que la función continua acotada g : (0, 1) — R definida por g(x) = 
cos(1/x) no. puede extenderse a la compactificación del Ejemplo 3. Defina un 
embebimiento h : (0,1) — [0, 1]$ tal que las funciones x, sen(1/x) y cos(1/x) 
sean extendibles a la compactificación inducida por h. 


3. ¿Bajo qué condiciones un espacio metrizable tiene una compactificación metri- 
zable? 


4. Sea Y una compactificación arbitraria de X y sea £(X) la compactificación 
de Stone-Cech. Demuestre que existe una aplicación sobreyectiva continua y 
cerrada y : B(X) — Y que es igual a la identidad sobre X. 


[Este ejercicio muestra de forma precisa lo que se quiere decir al escribir que 
B(X)) es la “compactificación” maximal de X. Demuestre que toda compactifi- 
cación de X es equivalente a un espacio cociente de 8(X).] 


5. (a) Demuestre que toda función real continua definida sobre Sy es “finalmente 
constante”. [Indicación: demuestre en primer lugar que, para cada e, existe 
un elemento a: de Sy tal que |f(8) — f(a)]| < e para todo 4 > a. Sea 
entonces e = 1/n para n € Zy y considere los correspondientes puntos 
Om] 

(b) Demuestre que la compactificación por un punto de Sy, y la compactifica- 
ción de Stone-Cech son equivalentes. 

(c) Concluya que toda compactificación de Sy es equivalente a la compactifi- 
cación por un punto. 


6. Sea X un espacio completamente regular. Demuestre que X es conexo si, y sólo 
si, B(X) es conexo. [Indicación: si X = AU B es una separación de X, sea 
Fu) =0parare Ay f(2)=1 parazx € B] 


7. Sea X un espacio discreto y considere el espacio B(X). 


(a) Demuestre que si A € X, entonces Á y X — A son disjuntos, donde las 
clausuras se toman en £(X). 
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(b) Demuestre que si U es abierto en $(X), entonces U también es abierto en 
BX). 
(c) Demuestre que 2(X) es totalmente disconexo. 


8. Demuestre que 6(Z,) tiene cardinal, al menos, tan grande como 1*, donde I = 
[0, 1]. [Indicación: el espacio 1* tiene un subconjunto numerable denso.] 


9. (a) Si X es normal e y es un punto de $(X) — X, demuestre que y no puede 
ser el límite de una sucesión de puntos de X. 
(b) Demuestre que si X es completamente regular y no compacto, entonces 
B(X) no es metrizable. : 


10. Hemos construido una correspondencia X —> B(X) que asigna a cada espacio 
completamente regular su compactificación de Stone-Cech. Ahora asignemos, a 
cada aplicación continua f : X — Y entre espacios completamente regulares, 
la única aplicación continua B(f) : PB(X) — B(Y) que extiende la aplicación 
io f,donde ¿ : Y —> B(Y) es la inclusión. Verifique lo siguiente: 


() Silx : X — X es la aplicación identidad de X, entonces 2(1 x) es la 
aplicación identidad de ¿(X). 


(ii) Sif: X — Y yg: Y > Z, entonces B(go f) = B(g) o B(f). 


Estas propiedades nos aseguran que la correspondencia que hemos construido 
es lo que se conoce como fientor; es un funtor de la “categoría” de los espacios 
completamente regulares y las aplicaciones continuas de tales espacios, a la “ca- 
tegoría” de los espacios de Hausdorff compactos y las aplicaciones continuas 
entre éstos. Verá de nuevo estas propiedades en la Parte II del libro puesto que 
son fundamentales en álgebra y en topología algebraica. 


Capítulo 6 


Paracompacidad y teoremas de 
metrización 


El teorema de metrización de Urysohn, estudiado en el Capítulo 4, fue el primer 
paso hacia la consecución de una respuesta a la pregunta: ¿cuándo es metrizable un 
espacio topológico? Este teorema nos proporciona condiciones bajo las cuales un 
espacio X' es metrizable: que sea regular y tenga una base numerable. Sin embargo, 
los matemáticos nunca están satisfechos con un teorema si existe alguna esperanza 
de demostrar un resultado más fuerte. En este caso, se puede mejorar el teorema 
encontrando condiciones necesarias y suficientes sobre X' para que sea metrizable, 
es decir, condiciones equivalentes a la metrizabilidad de X. 

Sabemos que la hipótesis de regularidad en el teorema de metrización de Ury- 
sohn es necesaria, en cambio la condición de .existencia de una base numerable no 
lo es. De manera que el camino obvio que debemos seguir es intentar reemplazar 
la condición de existencia de una base numerable por otra más débil, Encontrar di- 
cha condición es una tarea delicada. Ésta tiene que ser lo suficientemente fuerte para 
implicar metrizabilidad y lo suficientemente débil para que todos los espacios metri- 
zables la satisfagan. En una situación ¿omo ésta, descubrir la hipótesis adecuada es 
más de la mitad del trabajo. 

La condición que fue formulada por casualidad de forma independiente por J. 
Nagata e Y. Smirnov, involucra la noción nueva de finitud local. Decimos que una 
colección A de subconjuntos de un espacio X es localmente finita si todo punto de 
X tiene un entorno que interseca sólo a un número finito de elementos de A. 


Por otro lado, una forma de expresar la condición de que la base B es numerable 
es decir que B se puede escribir como 


=D 


neZz; 
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donde cada colección B,, es finita. Ésta es una manera poco ortodoxa de decir que 
B es numerable, pero sugiere cómo formular una versión más débil de la misma. La 
condición de Nagata-Smirnov no es más que requerir que la base B pueda expresarse 


de la forma 
B= 1) 8», 
neZz+ 


donde cada colección B,, es localmente finita. Decimos entonces que la colección B 
es numerablemente localmente finita. Sorprendentemente esta condición, junto con la 
de regularidad, es necesaria y suficiente para la metrizabilidad de X, lo cual será de- 
mostrado en este capítulo. E Ay 


Hay otro concepto en topología que involucra la noción de finitud local. Éste es 
una generalización del concepto de compacidad denominado “paracompacidad”. A 
pesar del origen medianamente reciente, este concepto ha demostrado ser muy útil en 
numerosas partes de las matemáticas. En este capítulo introducimos dicho concepto, 
el cual nos va a permitir dar otro conjunto de condiciones necesarias y suficientes 
para que un espacio X' sea metrizable. Concretamente, X' es metrizable si, y sólo, si 
X es paracompacto y localmente metrizable, como demostraremos en $42. 


Algunas de las secciones de este capítulo son independientes entre sí. La depen- 
dencia entre ellas se expresa en el siguiente diagrama: 


$39 Finitud local 
az 


840 | El teorema de metrización de Nagata-Smirnov 


Dos $41 Paracompacidad 
] Y 


$42 El teorema de metrización de Smirnov 
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En esta sección probaremos algunas propiedades elementales de las colecciones lo- 
calmente finitas y un lema de gran importancia sobre espacios metrizables. 


Definición. —SeáX un espacio topológico. Una colección 4 de subconjuntos de 
X se dice que es localmente finita en X si todo punto de X tiene un entorno que 
interseca sólo a un número finito de elementos de A. 


EJEMPLO 1. La colección de intervalos 


A=((n,n+23|n€ Z) 


es localmente finita en el espacio topológico R, como fácilmente se puede comprobar. 
Por otro lado, la colección Ñ 
B=((0,1/n)|n e Z,) 
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es localmente finita en (0, 1) pero no en R. Esto mismo ocurre con la colección 
e=((1/(M+1),1/n) [ne 24). 


Lema 39.1. Sea A una colección localmente finita de subconjuntos de X. Entonces: 
(a) Cualquier subcolección de A es localmente finita. 


(b) La colección B = 14) Aca formada por las clausuras de los elementos de A 
es localmente finita. 


(c) Urea A = Uaea A- 


Demostración. La afirmación (a) es trivial. Para probar (b), observemos que cual- 
quier abierto U que interseca al conjunto Á necesariamente interseca a A. Por lo 
tanto, si U es un entorno de x que interseca sólo a un número finito de elementos 
de A entonces U puede intersecar, a lo sumo, el mismo número de conjuntos de la 
colección B (podría intersecar menos conjuntos de B dado que A, y Az pueden ser 
iguales aunque A, y Az no lo sean). 


Para demostrar la afirmación (c), denotemos por Y la unión de los elementos de 


A dada por 

La =Y. 

ACA 
En general, siempre se tiene (YA C Y. Probemos la inclusión inversa utilizando 
la hipótesis de finitud local. Sea z € Y y U un entorno de x que interseca sólo 
a una cantidad finita de elementos de A, pongamos que son Ajy,..., Ax. Veamos 
que x pertenece a uno de los conjuntos Ay,..., Az y, por tanto, pertenece a |) A. 
En caso contrario, el conjunto Y — Aj — --- — Az sería un entorno de xr que no 
interseca a ningún elemento de A y, por consiguiente, no interseca a Y, lo cual es una 
contradicción con el hecho de que x € Y. L 


Existe un concepto análogo al de finitud local para una familia indexada de sub- 
conjuntos de X. La familia indexada [Ao Jaey se dice que es una familia indexada 
localmente finita en X si todo punto z € X' tiene un entorno que interseca a los 
A, sólo para un cantidad finita de valores de a. ¿Cuál es la relación entre las dos 
formulaciones de finitud local? Es fácil ver que [Aa Jaey es una familia indexada 
localmente finita si, y sólo si, es localmente finita como una colección de conjuntos 
y cada subconjunto no vacío A de X es iguala Af a lo sumo para una cantidad finita 
de valores de «.. : 


Nos interesaremos por las familias indexadas localmente finitas en $41, donde 
trabajaremos con particiones de la unidad. 


Definición. Una colección B de subconjuntos de X se dice que es numerablemen- 
te localmente finita si B puede escribirse como una unión numerable de colecciones 
localmente finitas B,,. 
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La mayoría de los autores usan el término “o-localmente finita” para este con- 
cepto. La letra o se toma de la teoría de la medida y se utiliza con el significado 
“unión numerable de”. Obsérvese que las colecciones numerables y las colecciones 
localmente finitas son numerablemente localmente finitas. 


Definición. Sea A una colección de subconjuntos del espacio X. Una colección B 
de subconjuntos de X' se dice que es un refinamiento de A (o que refina A) si para 
cada elemento B de B existe un elemento A de A que contiene a B. Si los elementos 
de B son conjuntos abiertos, llamamos a B un refinamiento abierto de A; si son 
conjuntos cerrados, llamamos a B un refinamiento cerrado. 


Lema 39.2. Sea X un espacio metrizable. Si A es un:cubrimiento abierto de X, 
entonces existe un cubrimiento abierto € de .X que refina A y es numerablemente 
localmente finito. 


Demostración. Para probarlo, vamos a utilizar el teorema de la buena ordenación. 
Elijamos un buen orden < para la colección A y denotemos genéricamente los ele- 
mentos de A por las letras U, V, W,... 


Escojamos una distancia para X. Sea n un entero positivo, fijo por el momento. 
Dado un elemento U de A, definamos S,(U) como el subconjunto de U obtenido 
“recortando” U una distancia de 1/n. De una forma más precisa, sea 


SA(U) = [2] B(x,1/n) c U). 


(Observemos que S,(U) es un conjunto cerrado, aunque esto no es importante pa- 
ra nuestros propósitos.) Ahora utilizamos el buen orden < de A para conseguir un 
conjunto aún más pequeño. Para cada U de A, definamos 


Ta(U) = 5n(U)— U Y. 
V<U 


La situación donde A está formado por tres conjuntos U < V < W se muestra 
en la Figura 39.1. Precisamente, como sugiere la figura, los conjuntos que hemos 
construido son disjuntos. 


De hecho, están separados por una distancia de al menos 1/n. Esto significa que 
si V y W son elementos distintos de A, entonces d(x, y) > 1/n para todo x.€ Tn (V) 
ey € Ta(W). 

Para probarlo, podemos suponer que V < W. Dado que x está en T,,(V), también 
z está en S,(V) y, por tanto, B(z, 1/n) está contenido en V. Por otro lado, como 
Y < W e y pertenece a T,¿(W), por la definición de este último conjunto, y no 
está en el conjunto V. Se deduce entonces que y no pertenece al entorno B(x,1/m) 
de x. ; 
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Figura 39.1 


“Los conjuntos T,,(U) no son todavía los que estamos buscando, ya que no sabe- 
mos si son conjuntos abiertos (de hecho, son cerrados). Así, vamos a dilatar ligera- 
mente cada uno de estos conjuntos para obtener conjuntos abiertos En(U). Concre- 
tqmente, sea E, (U) el entorno de T,,(U”) de radio 1/3n, es decir, sea En (U) la unión 
de todas la bolas abiertas B(w, 1/3m) con x € T,(U). 

En el caso U < V < W, tenemos la situación representada en la Figura 39.2. 
Como la figura sugiere, los conjuntos que hemos construido son disjuntos. Efectiva- 
mente, si V y W son elementos distintos de A, podemos asegurar que d(z, y) > 1 /3n 
para todo x € E, (V) e y € En(W). Este hecho se sigue directamente de la desigual- 
dad triangular. Observemos que, para cada V € A, el conjunto E,,(V) está contenido 
en Y. 


EM) 
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Definamos ahora 4 
En = [En(U)|U € Aj. 


Vamos a probar que €, es una colección localmente finita de conjuntos abiertos que 
refina A. El hecho de que £,, refine A se deduce de que En(V) C V, para cada 
V € A. Por otro lado, que la colección £,, sea localmente finita se debe a que, para 
cualquier punto x de X, la bola abierta de centro x y radio 1 /6n interseca como 
máximo a un elemento de €... A 


Desde luego, la colección €,, no recubrirá todo X' (la Figura 39.2 ilustra este 
hecho). Sin embargo, aseguramos que la colección 


E= |) £, 


neZy 


sí cubre todo X. 


Sea x un punto de X. Dado que la colección A con la cual comenzamos cubre 
X y debido al buen orden de <, existe un primer elemento U de A que contiene al 
punto x. Como U es abierto, podemos escoger n tal que B(x, 1/n)'C U. Entonces, 
por definición, x € S,(U). Como U es el primer elemento de A que contiene a z, el 
punto x pertenece a Tn (U) y, por tanto, x también está en el elemento E, (U) de Es, 
como deseábamos probar. M 


Ejercicios 


1. Compruebe las afirmaciones del Ejemplo 1. 


2. Encuentre un cubrimiento abierto puntualmente finito A de R que no sea local- 
mente finito (la colección A es puntualmente finita si cada punto de R pertenece 
sólo a un número finito de elementos de A). 


3. Dé un ejemplo de una colección de conjuntos A que no sea localmente finita y, 
sin embargo, la colección B = (A | A € A) sí lo sea. 


4. Sea A la siguiente colección de subconjuntos de KR: * 
A=((n,n+2)|n€ Z). 
De las siguientes colecciones, ¿cuáles refinan A? 
B=Hx,2+1)|xEeR), 
E€=([(n,n+ >) Inez), 


D= ((2,1+5)12 ER). 
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5. Demuestre que si X tiene una base numerable, una colección A de subconjuntos 
de X es numerablemente localmente finita si, y sólo si, es numerable. 


6. Considere R“ con la topología uniforme. Dado n, sea B,, la colección de todos 
los subconjuntos de R“ de la forma [] 4;, donde A; = R parai < ny A; 
es igual a (0) o (1) en otro caso. Demuestre que la colección B = UB, es 
numerablemente localmente finita, pero no es numerable ni localmente finita. 
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En esta sección vamos a probar que la regularidad de X y la existencia de una base 
numerablemente localmente finita para X' son equivalentes a la metrizabilidad de X. 


La demostración de que estas dos condiciones implican metrizabilidad sigue muy 
de cerca la segunda prueba que dimos del teorema de metrización de Urysohn. En 
aquella demostración construimos una aplicación del espacio X en R” que resultaba 
ser un embebimiento relativo a la distancia uniforme ¿en R”. A continuación, pasa- 
mos a revisar los principales elementos de la prueba. El primer paso fue demostrar 
que todo espacio regular X con una base numerable es normal. El segundo paso fue 
construir una colección numerable (f,) de funciones reales definidas sobre X las 
cuales separaban puntos de conjuntos cerrados. El tercer paso consistió en utilizar 
las funciones f,, para definir un embebimiento de X en el espacio producto R”. Fj- 
nalmente, el cuarto paso fue mostrar que si f, (1) < 1/n para todo x, entonces esta 
aplicación realmente es un embebimiento de X en el espacio métrico (R“, p). 


Con el fin de probar el teorema de metrización generalizado, es necesario extender 
cada uno de estos pasos. En primer lugar, demostraremos que un espacio regular X 
con una base que es numerablemente localmente finita es normal. En segundo lugar, 
construirermos una colección de funciones reales [ f..) sobre X que separa puntos de 
conjuntos cerrados. En tercer lugar, utilizaremos estas funciones para embeber X en 
el espacio producto R”, para algún conjunto /. Y finalmente, probaremos que si las 
funciones f son lo suficientemente pequeñas, esta aplicación realmente embebe X 
en el espacio métrico (R7, 5). 

Antes de comenzar, necesitamos recordar la noción de conjunto Gs, la cual ya fue 
introducida en los ejercicios. : 


Definición. _ Un subconjunto A de un espacio X se dice que es un conjunto G 5 en 
X si es igual a la intersección de una colección numerable de subconjuntos abiertos 
de X. 


EJEMPLO 1. Cada subconjunto abierto de X es un conjunto Gs trivialmente. En un 
espacio de Hausdorff y 1AN, cada conjunto unipuntual es un conjunto Gs. El subconjunto 
unipuntual ($2) de Sp no es un conjunto Gs, como puede comprobar. 
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EJEMPLO 2. Enun espacio métrico X, cada conjunto cerrado es un Gs. Dado A C X, 
denotemos por U(A, e) el e-entorno de A. Si A es cerrado, puede comprobar que 


A= (| U(A,1/m) 
LA ¿ 
Fs 
Lema 40.1. Sea X' un espacio regular con una base 3 que es bla local- 


mente finita. Entonces X es Snermal y todo subconjunto cerrado de X' es un conjunto 
GjsenX. 


Demostración. Paso 1. Sea W un abierto en X. Vamos a probar que existe una 
colección numerable (U,,) de conjuntos abiertos de X' tal que 


w =J0, = 0. 
Dado que la base B para X' es numerablemente localmente finita, podemos escribir 
B = |) B,, donde cada colección B,, es localmente finita. Sea C,, la coleceión for- 


mada por los elementos básicos B tales que B € Bray BcW. Entonces €n es 
localmente finita por ser una cen de B,. Definamos 


0013 


BECn 


Entonces U,, es un conjunto abierto y, por el Lema 39.1, 


Por lo tanto U,, C W, de manera que 


La Uew 


Podemos asegurar que se da la igualdad. Fijado x € W , por la regularidad, existe un 
elemento básico B € B tal que x € B y B C W. Ahora bien, existe un n tal que 
B € B,,. Entonces B € €, por definición, y así € U,,. Por lo tanto > W c UU», 
como deseábamos probar. 


Paso 2. Vamos a demostrar que todo conjunto cerrado Cen X es un conjunto G; 


enX. Dado C,sea W = X — C. Porel Paso 1, existen conjuntos U,, en X tales que 
W = JU,,. Entonces 


C=(UX - Un) 
de forma que C es igual a la intersección de una colección numerable de conjuntos 
abiertos de X. 


Paso 3. Vamos a probar que X es normal. Sean C y D conjuntos cerrados y 
disjuntos en X. Aplicando el Paso 1 al conjunto abierto X — D, construimos una 
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colección numerable (U,,) de conjuntos abiertos tal que |JU,, = UU, = X — D. 
Entonces [U,,) recubre C y cada conjunto Ú,, es disjunto con DD. De manera similar, 
existe un cubrimiento numerable (V,) de D por conjuntos abiertos.cuyas clausuras 
son disjuntas con C.. . a 


Volvemos ahora a la misma situación en la que nos encontrábamos al demostrar 


que un espacio regular con una basé numerable es normal (Teorema 32.1). Podemos 
repetir la prueba palabra por palabra. Definamos 


Ñ n n 
U,=U.- UY y vi=W-U0. 
co d=l “d=1 


Entonces los conjuntos 


y = UN y .V=U 


nEZ+ nEZz+ 


son abiertos disjuntos que contienen a C' y D, respectivamente. mn 


Lema 40.2. Sea X un espacio normal y sea A un conjunto cerrado G¿ en X. Enton- 
ces existe una función continua f : X —> [0, 1] tal que f(x) = 0 para todo x € A y 
F(=) > 0 para todo x E A. 


Demostración. Esta propiedad la planteamos como un ejercicio en $833; la prueba 
la realizaremos ahora. Escribamos A como la intersección de los conjuntos abiertos 
Un, n € 24. Para cada n, elijamos una función continua f,, : X — [0,1] tal que 
f(x) = 0 para todo x € A y f(x) = 1 para todo x € X — Un. Definamos Fa) = 


2 fn(x)/2”. La serie converge uniformemente, como se comprueba comparándola 
con 27 1/2”. Por lo tanto, f es continua, se anula en A y es positiva en X — A. MW 


Teorema 40.3 (Teorema de metrización de Nagata-Smirnov). Un espacio X es me- 
trizable si, y sólo si, X es regular y tiene una base numerablemente localmente finita, 


Demostración. Paso 1. Supongamos que X es regular y tiene una base numerable- 
mente localmente finita B. Entonces X es normal y todo conjunto cerrado en X es un 
conjunto G¿ en X. Vamos a probar que X es metrizable embebiendo X en el espacio 
métrico (R”, p), para algún conjunto J. - 

Sea B = |] B,,, donde cada colección B,, es localmente finita. Para cada entero 
positivo n y cada elemento básico B € B, etijamos una función continua 


fa: X — [0,1/n] 


tal que fn,p (1) > 0 para todo z € B y f,,g(x) = 0 para todo x € B. La colección 
[fa,p) separa puntos de conjuntos cerrados en X. En efecto, dado un punto zo y 
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un entorno U de zp, existe un elemento básico B tal que xp € -B. C-U. Entonces 
B € B» para algún n, de manera. que fn,g(Zo) > 0 y f.,p se anula fuera de U. 

Sea J el subconjunto de Z.; 'x-B formado por todos los pares (1, ar tales que B 
es un elemento de B,,. Definamos 


por la ecuación 
F(x)= Un.a(2)m,B)es: 


Considerando la topología producto en [0, 1]”, la aplicación F' es un embebimiento 
por el Teorema 34.2. 


Dotemos ahora a [0,1]? con la topología inducida por la distancia uniforme y 
mostremos que FF és un embebimiento relativo. a' esta topología. Aquí es donde se 
utiliza la condición f. p(x) < 1/n. La topología uniforme es más fina que la to- 
pología producto. Por lo tanto, relativo a la distancia uniforme, la aplicación F es 
inyectiva y lleva conjuntos abiertos de X sobre conjuntos abiertos del espacio ima- 
gen Z = F(X). Debemos dar una demostración por separado de que FF es continua. 

Observemos que én el subespacio [0, 1] de R”, la distancia uniforme es igual a 
la distancia 

P((Za), (Ya)) = SUPÍl Ta — Yal)- 


Para probar la continuidad, tomemos un punto xy de E y un número e > 0 con el fin 
de encontrar un entorno W de zp tal que - 


EW = p(F(z), F(z0)) < e. 


Fijemos n por el momento. Elijamos un entorno U, de xy que interseque sólo a un 
número finito de elementos de la colección B,,. Esto significa que, como B recorre 
todo B,,, todas salvo un número finito de las funciones Fa, Bson idénticamente nulas 
en U,,. Dado que cada función Fn8 es Continua, podemos “ahora elegir un entorno 
V,, de xp contenido en U,, en el cual cada una de las funciones restantes fa, B» para 
B€ B,, varía a lo más €/2. j 


Elijamos dicho entorno V,, de xp para cada n€ Z,. Entonés escogemos N de 
forma que 1/N < e/2 y definimos W = Y, N---M.Vy. As que W es el 
entorno deseado de xp. Sea z € W;sin < N, entonces 


|/n.a(2) — fn,a(z0)| < €/2 


ya que si la función f,, 4 no se anula idénticamente entonces varía a lo más e/2 sobre 
W.Sin > N, entonces 


lfa.a(0) — Fua(ro)| <1/n e 6/2 
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ya que fa aplica X en [0, 1/n), Por lo tanto, 


(Fs), F (a 0)) < e/2- <e€ 


como deseábamos probar. 


Paso 2. A continuación, vamos a demostrar el recíproco. Si suponemos que X 
es metrizable, entoncés sabemos que X' es regular. Vamos a probar quo X tiene una 
base numerablemente localmente finita. 


Elijamos una distancia pára Xx Dado mM, Sea Am el cubrimiento de X formado 
por todas las bolas abiertas de radio 1 /m. Por el Lema 39.2, existe un recubrimiento 
abierto Bm de X' que refina A,;, y tal qué B,,, es numerableniente localmente finito. 
Observemos que cada elemento dé-B,,, tiene diámetro a lo'súmo igual a 2/m. Séa 
B la unión de las colecciones B,,, para m € Z,. Dado que cada colección B. es 
numerablemente localmente finita, también lo es B. "Vamos a probar que B es una 
base para X. 


Dados x € X y € > 0, veamos que existe un elemento B de B que contiene 
a I y que está contenido en B(zx, e). Elijamos primero 11m de forma que 1 Jm < 
e/2. Entonces, como B, recubre X, podemos encontrar un elemento B de B,,, que 
contiene al punto 7. Dado que B contiene a z y tiene diámetro a lo sumo 2/m < €, 
deducimos que B está contenido en B(z, e), como deseábamos probar. 


Ejercicios 


1. Compruebe los detalles de los Ejemplos 1 y 2. 


2. Un subconjunto W de X se dice que es un e codiliató Fo,” en X si W es una 
unión numerable de conjuntos cerrados de X. Pruebe que W es un conjunto Fo 
en X si, y sólo si, X — W es un conjunto Gen X. 


[La terminología viene del francés. La letra “F” viene de “fermé” que significa 
“cerrado” y la letra “o” de “somine” que significa “unión”. 


3. Muchos espacios tienen bases numerables, pero ningún espacio T tiene una 
base localmente finita a menos que sea discreto. Pruebe este hecho. 


4. Encuentre un espacio que no sea discreto y que tenga una base numerablemente 
localmente finita pero que no tenga una base numerable. 


5. Una colección A de subconjuntos de X se dice que es localmente discreta si 
cada punto de.X' tiene un entorno que interseca a lo sumo un elemento de A. 
Una colección B es numerablemente localmente discreta (o “o-localmente dis- 
creta”) si es igual a una. unión numerable de colecciones locales discretas. 
Pruebe la siguiente afirmación: , 
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Teorema (Teorema de metrización de Bing). . Un espacio X' es.metrizable si, y 
sólo si, X es regular y tiene una base numerablemente localmente discreta. 


$41 Paracompacidad 


El concepto de paracompacidad es una de las generalizaciones más útiles del con- 
cepto de compacidad que ha sido descubierta en los últimos años. Es particularmente 
útil para aplicaciones en topología y geometría diferencial. Vamos a dar precisamente 
una aplicación, un teorema de metrización ( que probaremos en la siguiente sección. 


Muchos de los espacios que nos son familiares son paracompactos. Por ejemplo, 
todo espacio compacto es paracompacto; esto será una consecuencia inmediata de 
la definición. También es cierto que todo espacio metrizable es paracompacto; esto 
es un teorema debido. A. H. Stone, el cual probaremos. De modo que la clase de 
los espacios paracompactos incluye las dos clases más importantes de espacios que 
hemos estudiado, También incluye varios espacios más. 


Para ver cómo la paracompacidad generaliza la compacidad,. recordamos la defi- 
nición de compacidad: un espacio X' se dice que es compacto si todo recubrimiento 
abierto A de X contiene una subcolección finita que recubre. .X. Una forma equiva- 
lente de decir esto es la siguiente: 


Un espacio X es compacto si todo cubrimiento abierto A de X tiene un 
refinamiento abierto finito B que recubre X.. 


Esta definición es equivalente a la usual ya que dado tal refinamiento B, uno pueda 
elegir para cada elemento de B un elemento de A que lo contiene. De esta forma, 
obtenemos una subcolección finita de A que recubre X. 


Esta nueva formulación de compacidad. es un tanto complicada, pero sugiere una 
forma de generalizarla: 


Definición. - Un espacio X es paracompacto si todo cubrimiento abierto A de X 
tiene un refinamiento abierto localmente finito B que recubre X. 


Muchos autores, siguiendo la indicación de Bourbaki, incluyen como parte de la 
definición del concepto de paracompacidad la condición de que el espacio sea de 
Hausdorff (Bourbaki también incluye la propiedad de Hausdorff como parte de la 
definición del término compacidad). Nosotros no seguiremos esta convención. 


EJEMPLO 1. El espacio R” es paracompacto. Sean X = R” y A un cubrimiento 
ábierto de X. Sea By = 2 y, para cada entero positivo m, sea B.n la bola abierta de 
radio m:centrada en el origen. Dado mm, elijamos uña cantidad finita deelementos de A 
que recubren B,, e intersecan cada uno al conjunto abierto X.- B..1; denotemos a 
esta colección finita de conjuntos abiertos por €,» Entonces la colección € = |) €, es 
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un fefinamiento de A. ticas es localmente finita ya:que el conjunto abierto B;, 
interseca sólo a una cantidad finita de irc de.C, concretamente aquellos elementos 
que pertenecen ala colección €, U--- UC. Finalmente, veamos que C. recubre X. Dado 
x, sea m el menor entero tal que x. € Ban . Entonces E pertenece a un elemento de Cm 
por definición. 


Algunas de las propiedades de un espacio paracompacto son similares a las de 
un espacio compacto. Por ejemplo, un subespacio de un espacio paracompacto no es 
necesariamente paracompacto; sin. embargo, un subespacio cerrado sí lo es. También 
un espacio de Hausdorff paracompacto es normal; para otras propiedades, un espacio 
de este tipo no es similar a un espacio compacto. En particular, el producto de dos 
espacios paracompactos no es necesariamente PARO LApActO: Comprobaremos estas 
afirmaciones a continuación: , - 


Teorema 41.1. Todo espacio de Hausdorff paracompacto X' es normal. 


Demostración. Esta demostración es un tanto similar a la prueba de que un espacio 
de Hausdorff compacto es normal. 


Primero probaremos la regularidad. Sean a un punto de X y B un conjunto cerra- 
do de X disjunto con a. La condición de Hausdorff nos permite elegir, para cada b de 
B, un conjunto abierto U; que contiene a hb y cuya clausura no contiene al punto a. 
Recubramos X' por los conjuntos abiertos U;, junto con el conjunto abierto X — B, 
Tomemos un refinamiento abierto localmente finito € que recubra X. Construyamos 
la subcolección D de € consistente en todos los elementos de € que intersecan aB: 
Entonces D recubre B. Además, si D € D entonces Des disjunto con a. En este 
caso D interseca a B, por tanto, está contenido en algún deta Us cuya clausura 
es disjunta con a. Sea 

Ve Ur D; E, 


DED 


entonces V es un conjunto abierto en X que contiene a B. Dado que D es localmente 
finita, 


DeD 


de forma que V es den con a. La regularidad ueda así probada. 


Para demostrar la normalidad sólo tenemos que repetir el mismo argumento, 
reemplazando a por el conjunto cerrado A y cambiando la condición de Hausdorff 
por la condición de regularidad. . MU 


Teorema 41.2. Todo subespacio cerrado de un espacio ES es paracom- 
pacto. 
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Demostración. Sea Y -un subespacio cerrado de un espacio paracompacto X'. Sea 
A un cubrimiento de Y por conjuntos abiertos en Y. Para cada A € Al, elijamos un 
conjunto abierto A' de X tal que A' M Y = A. Recubramos X por los conjuntos 
abiertos A”, además del conjunto abierto X — Y. Para este cubrimiento, sea B un 
refinamiento abierto localmente finito que recubra X. Entonces, la colección 


e=(BnY|BEB) 


es el refinamiento abiérto localmente finito de A que buscábamos. i A 


EJEMPLO 2. Un subespacio paracompacto de un espacio de Hausdor/f X no es nece- 
sariamente cerrado en X . Efectivamente, el intervalo abierto (0, 1):es paracompacto ya 
que es homeomorfo a R, sin embargo no es cerrado en R. 


EJEMPLO 3. Un subespacio de un espacio paracompacto 1 no es necesariamente para- 
compacto. El espacio Sa x Sa es compacto y, por tanto, paracompacto. Sin embargo, el 
subespacio Sa x Sg no es paracompacto porque es de Hausdorff pero no es normal, 


Para probar el importante teorema que afirma que todo espacio metrizable es pa- 
racompacto, necesitamos el siguiente lema, debido a E. Michael, el cual es también 
muy útil para otros propósitos. 


Lema 41.3. Sea X un espacio regular. Entonces las siguientes condiciones sobre X 
son equivalentes. 
Todo cubrimiento abierto de X tiene un refinamiento que e es: 


(1) Un cubrimiento abierto de X numerablemente localmente finito. 
(2) Un cubrimiento de X localmente finito. 
(3) Un cubrimiento cerrado de X localmente finito. 


(4) Un cubrimiento abierto de X localmente finito. 


Demostración. Es trivial que (4) => (1). Lo que necesitamos probar para nuestro 
teorema es el recíproco. Con esta finalidad, debemos ir dando los pasos (1) > (0) > 
(3) => (4), ineludiblemente. Es por ello que hemos enumerado por conveniencia las 
condiciones en el orden del lema. a z 

(1) > (Q). Sea A un cubrimiento abierto de X. Sea B un refinamiento abierto de 
A que recubra X y sea numerablemente localmente finito. Pongamos 


3=|)8, 


donde cada B,, es localmente finito. 
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Aplicamos ahora esencialmente el mismo orden de pequeños arreglos que hemos 
utilizado anteriormente con el fin de hacer Aieguuitos los conjuntos de los qee 
Bn. Dado +,pongamos : e 

e U U. 


: VEB 
Entonces, para era n€ Z, y cada elemento U de B;,, definamos 


SU) = 0 Uv... 


i<n 


[Observemos que S,,(U) no es necesariamente abierto, ni cerrado.] Sea 
Ep = ([Sn(U) | U € Bar. 


Entonces Cn es un refinamiento de B, ya que Sn (U) C U, para cada U € Ba: 


Sea € = U£». Afirmamos que £ es el refinamiento localmente finito de A que 
recubre X' requerido. 


Sea x un punto de X. Necesitamos probar que x está contenido en un elemento 
de € y que x tiene un entorno que interseca sólo a una cantidad finita de elementos 
de €. Consideremos el cubrimiento B = |) B,, y sea N el menor entero tal que x 
está en un elemento de By. Sea U un elemento de By que contiene a x. Primero 
observemos que, dado que x no pertenece a ningún elemento de B;, para ¿ <N, 
el punto x pertenece al elemento Sy(U) de €. Segundo observemos que, dado que 
cada colección B,, es localmente finita, podemos elegir para cada n = 1,...,N 
un entorno W,, de x que interseca sólo a una cantidad finita de elementos de B», 
Entonces si W,, interseca al elemento Sa(V) de En, debe intersecar al elemento V 
de B», porque Sn(V) C V. Por lo tanto, W,, interseca sólo a una cantidad finita 
de elementos de C.,. Además, debido a que U está en By, U no interseca ningún 
elemento de Cr, para n > N. Como resultado, el entorno 


WOonWn--AWynU 


de x interseca sólo a una cantidad finita de elementos de €. . 


(2) > (3). Sea A un cubrimiento abierto de X. Sea B la colección de todos los 
conjuntos abiertos U de X tales que U está contenido en un elemento de-:A: Por la 
regularidad, B recubre X'. Utilizando (2) podemos encontrar un refinamiento € de B 
que recubra X y sea localmente finito. Sea 


D=(C|Ceej: 


Entonces D también recubre X', es localmente finito por el Lema 39.1 y refina A ; 
(3) > (4). Sea A un cubrimiento abierto de X'. Utilizando (3), elijamos un refi- 
namiento B de A que recubra. X y sea localmente finito (si lo deseamos, podemos 
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tomar 'B de forma que sea un refinamiento cerrado, pero esto es irrelevante). Ahora 
vamos a ampliar ligeramente cada elemento B de B a un conjunto abierto, hacien- 
do la extensión lo suficientemente pequeña como para que la colección resultante de 
conjuntos abiertos siga siendo localmente finita y refine A. 


Este paso implica un nuevo método. El método previo, usado en muchas oca- 
siones, consistía en ordenar los conjuntos de una determinada manera y formar un 
nuevo conjunto restando todos los anteriores, Aquel método contraía los conjuntos, 
de manera que para extenderlos necesitamos algo diferente. Vamos a introducir un 
cubrimiento cerrado localmente finito auxiliar € de X y lo utilizaremos para exten- 
der los elementos de B. 


Para cada punto x de X, existe un entorno de z que interseca sólo a una cantidad 
finita de elementos de B. La colección de todos los conjuntos abiertos que intersecan 
sólo a una cantidad finita de elementos de B es, por tanto, un cubrimiento abierto de 
X.. Utilizando (3) de nuevo, sea € un refinamiento cerrado de este cubrimiento que 
sea localmente finito y recubra X. Cada elemento de Cinterseca sólo a una cantidad 
finita de elementos de B. 


Para cada elemento B de B, sea 


C(B)=([(C|Cel y CCX-B) 
Entonces definamos 
E(B)=X- |) C. 
CEC(B) 


Dado que € es una colección localmente finita de conjuntos cerrados, la unión de 
los elementos de cualquier subcolección de C es un cerrado, por el Lema 39.1. Por 
lo tanto, el conjunto E(B) es un conjunto abierto. Además, E(B) > B por defini- 
ción (véase la Figura 41.1, en la cual los elementos de B están representados como 
regiones circulares cerradas y segmentos de rectas, y los elementos de € están repre- 
sentados como regiones cuadrangulares cerradas). 


Puede ocurrir que hayamos extendido demasiado cada conjunto B; la colección 
[E(B)) puede no ser un refinamiento de A, lo cual puede ser fácilmente remediado. 
Para cada B € B, elijamos un elemento F(B) de A que contenga a B. Entonces 
definamos 

D=(E(B)NF(B)|B e Bj. 


La colección D es un refinamiento de A. Dado que B C (E(B)NF(B)) y B recubre 
X, la colección D también recubre X. 


Finalmente, tenemos que probar que D es localmente finita. Dado un punto z 
de X, escojamos un entorno W de z que interseque sólo a una cantidad finita de 
elementos de €, pongamos C1,...,Cg. Veamos que W interseca sólo a una canti- 
dad finita de elementos de D. Como € recubre X, el conjunto W está recubierto 
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Figura 41.1 


por Ci, ..., Cj. De esta forma, es suficiente probar que cada elemento C' de € in- 
terseca sólo a una cantidad finita de elementos de D. Así, si U interseca el conjunto 
E(B) N F(B) entonces interseca a E(B), por tanto, por la definición de E(B), C' 
no está contenido en X — B. Esto implica que C' debe intersecar a B. Dado que C 
interseca sólo a una cantidad finita de elementos de B, C' puede intersecar, a lo sumo, 
el mismo número de elementos de la colección D. | 


Teorema 41.4. Todo espacio metrizable es paracompacto. 


Demostración. Sea X un espacio metrizable. Ya sabemos por el Lema 39.2 que, 
dado un recubrimiento abierto A de X, existe un refinamiento abierto del mismo que 
recubre X y es numerablemente localmente finito. El lema anterior implica entonces 
que A admite un refinamiento abierto que recubre.X' y es localmente finito. a 


Teorenia 415, Todo espacio regular y de Lindelóf es paracompacto. 


Demostración. Sea X regular y de Lindelóf. Dado un cubrimiento abierto A de 
X, existe una subcolección numerable que recubre X. Esta subcolección es de forma 
automática numerablemente localmente finita. Aplicando el lema anterior, resulta que 
A admite un refinamiento abierto que recubre X y es localmente finito. MW 


EJEMPLO 4. El producto de dos espacios paracompactos ño es necesariamente para" 
compacto. El espacio ¡R¿ es paracompacto porque es regular y de Lindelof. Sin embargo, 
R¿ x"R¿ no es paracompacto porque es de Hausdorff pero no es normal. 
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EJEMPLO 5. El espacio R” es paracompacto tanto con la topología producto como 

con la topología uniforme. Este resultado se sigue del hecho de.queR“ es metrizable con 

estas topologías. No se sabe si ¡R” es paracompacto con la topología por cajas (véase el 
comentario del Ejercicio 3 de $32). : 

EJEMPLO 6. El espacio prodicto RY no es paracoimpacto si J no es numerable. Esto 

se debe a que R” es de Hausdorff pero no es normal. 

Una de las propiedades más átiles que un espacio paracompacto X' posee tie- 
ne que ver con la existencia de párticionés “de la unidad sobre X'. Ya hemos visto la 
versión finita de este concepto en $36. Ahora vamos a estudiar el caso general. Recor- 
demos que si $ : X — R es tuna función, el soporte de Es es la cldusura del conjunto 
de puntos x para los cuales p(x) X 0. 


Definición. Sea (UaJagy un cubrimiento abierto indexado de .X. Una familia in- 
dexada de funciones continuas 


Da: x= [0, 1] 


se dice que es una partición de la unidad sobre X, subordinada a [Ua), si: 
(1) (soporte fa) € U¿., para cada o. 
(2) La familia indexada [soporte H¿) es localmente finita. 
(3) Y da(x) = 1, para cada x € X. 


La condición (2) implica que cada € X tiene un entorno en el cual la función 
Pa es idénticamente nula para todos salvo para un número finito: de valores de a. De 
esta forma, se le puede dar sentido a la “suma” indicada en (3), nro ándola como 
la suma de los términos H4(x) que no son iguales a cero. 


Vamos a construir ahora una partición de la unidad para un espacio de Hausdorff 
paracompacto arbitrario. Comenzamos probando un “lema de encogimiento”, igual 
que hicimos para el caso finito en 836. 


*Lema 41.6. Sea X un espacio de Hausdorff paracompacto. Sea (Us Jaey una fa- 
milia indexada de conjuntos abiertos que recubra X. Entonces existe una familia 
indexada localmente finita [Va aey de conjuntos abiertos que recubre X' y tal que 
V,, C Ua, para cada a. 


La condición V, C Uz, para cada a, algunas veces se expresa diciendo que la 
familia (V,,) es un refinamiento preciso de la familia (U,). 
Demostración. Sea A la colección formada por todos los conjuntos abiertos A ta- 
les que A está contenido en algún elemento de la colección (U.,). La regularidad de 
X implica que A recubre X. Dado que X es paracompacto, podemos encontrar una 
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colección localmente finita B de conjuntos abiertos que recubre X y refina A. Repre- 
sentemos B como una familia indexada por un:conjunto de índices K'; un elemento 
general de B podemos denotarlo por Bg, para 5:€ K, y entonces (Bg)gex es una 
familia indexada localmente finita. Como B refina A, podemos definir una función 
f : K —= J eligiendo, para cada S de K, un elemento f(8) € J tal que 


Bp C Us(g)- 


Entonces para cada a € J, definimos V,, como la unión de los elementos de la 
colección 


: ] Ba =[Bg | F(6) = a). 

(Observemos que V,, es el conjunto vacío si no existe un índice 6 tal que f(8) = a.) 
Para cada elemento Bg de la colección Ba tenemos, por definición, que Bg CU. 
Dado que la colección B, es localmente finita, V,, es igual a: la unión de las clausuras 
de los elementos de B.,, por tanto Y, C Us. 


Finalmente, vamos a comprobar la finitud local.Dado zx € X, elijamos un entorno 
W de x tal: que W interseca a Bg sólo para una cantidad finita de valores de f, 
pongamos que son 3 = B1,...,/Bx. Entonces MW puede intersecar a V4 sólo si a: es 
uno de los índices f(81),..., F(8x)- " 


"Teorema 41.7. Sea X un espacio de Hausdorff paracompacto y sea (Ualaey Un 
cubrimiento abierto indexado de X. Entonces existe una partición de la unidad sobre 
X subordinada a [Ua). 


Demostración. (Comenzamos aplicando dos veces el lema del encogimiento para 
encontrar familias indexadas localmente finitas de conjuntos abiertos (W.) y fVa) 
que recubren X y tales que Wa C Va y Va € Us, para cada o. Dado que X es 
normal, podemos elegir, para cada o», una función continua Y, : X — [0, 1] tal que 
ValWa) = 11) y Ya(X — Va) = (0). Como 14 es distinta de cero sólo en puntos 
de V,,, tenemos 

(soporte Ya) C Vo; C Un. 


Además, la familia indexada (V,, F es localmente finita (dado que un conjunto abierto 
interseca V,, sólo si interseca Va). Por tanto, la familia indexada [soporte y, ) tam- 
bién es localmente finita. Observemos que, como [W.,) recubre X, para cualquier x, 
al menos una de las funciones 4, es positiva en z. 


Tiene ahora sentido la suma formalmente infinita 
W(=) = Y valo). 
Q 


Dado que cada r € X tiene un entorno W., que interseca al conjunto (soporte 4.,) 
sólo para una cantidad finita de valores de «, podemos interpretar la suma infinita 
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como la suma finita de sus denibos o nulos. Se sigue que la restricción de Y a W, 
es igual a una suma finita de funciones continuas y,. por consiguiente, es continua. 
Entonces al ser Y continua sobre W,,, para cada x, Y es continua sobre X . También 
Y es positiva, lo cual nos permite definir , : 


bala) =Ya(a)/W(z) 


para obtener la partición de la unidad que deseábamos, MU 


Las particiones de la unidad son utilizadas frecuentemente en matemáticas para 
“pegar” funciones que están definidas localmente con el fin de obtener.una función 
definida globalmente. Su uso en $36 ilustra este proceso. A continuación, damos otra 
aplicación de este método. .. : 


*Teorema 41.8. Sea X un espacio de Hausdorff paracompacto. Sea € una colección 
de subconjuntos de X' y, para cada C' € €, sea ey un número positivo, Si C es 
localmente finita, entonces existe una función continua f : X —>R.tal que f(x) >0 
para todo x y f(x) < eg parax € C. 


Demostración. Recubramos X por conjuntos abiertos de forma que cada uno de 
ellos interseque sólo a una cantidad finita de elementos de C; pongámosle índices 
a esta colección de conjuntos abiertos de manera que se convierta en una familia 
indexada (Up. Jae.y. Escojamos una partición de la unidad ($.) sobre X subordinada 
a (Ua). Dado a, sea dy el mínimo de los números ec, donde. C' recorre todos los 
elementos de € que intersecan el soporte de Da, y si no hubiera ningún elemento en 
estas condiciones, ponemos ó, = 1. Entonces definimos - 


| Fx) sE Y dadala). 


Como todos los números d, son positivos, también f es positiva. Vamos a comprobar 
que f(x) < ec, para z € C. Será suficiente probar que, para x € C y q arbitrario, 
tenemos 


(x) uba (x) < €Cda (x) 


y entonces la desigualdad buscada se obtiene sumando, debido a que > da(x) = 1. 
Si a E soporte /. entonces la desigualdad (x) es trivial porque Ha(x) = 0. Y si 
ocurre que x E soporte, y z € C, entonces C' interseca el soporte de f., de 
manera que d, < €c por construcción y se satisface (+). E 
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Ejercicios 
1, Dé. un ejemplo que. demuestre que el hecho de que X. sea paracompacto no 
implica que para todo cubrimiento abierto A de X , exista una. subcolección 
localmente finita de A que recubra X. 


2. (a) Demuestre que el producto de un espacio paracompacto y un espacio com- 
pacto es paracompacto. [Indicación: use el lema del tubo.] 


(b) Concluya que Sp no es paracompacto. 
3. ¿Todo espacio de Hausdorff localmente compacto es paracompacto? 


4. (a) Demuestre que si X tiene la topología discreta entonces X' es paracom- 
pacto. y ' 

(b). Demuestre que si f : X — Y es continua y X es paracompacto, el subes- 
pacio f(X) de Y no es necesariamente paracompacto. 


5. Sea X un espacio paracompacto. En esta sección hemos probado úun “lema de 
encogimiento” para cubrimientos abiertos indexados y arbitrarios de X. Damos 
aquí un “lema de expansión” para familias indexadas localmente finitas y arbi- 
trarias en X. " : E a a 
Lema. Sea (BaJaey una familia indexada locálmente finita de subconjúntos 
de un espacio de Hausdorff paracompacto X. Entonces existe una familia inde- 
xada localmente finita (U.. jac, de conjuntos abiértos en X tal que BC Uz, 
para cada tx. : . e 

6. (a) Sea X un espacio regular, Si X es una unión numerable de subespacios 

compactos de X, entonces X es paracompacto. 
(b) Demuestre que R” es paracompacto como subespacio de R“ con la topo- 
logía por cajas. Pi , 


*7. Sea X un espacio regular. 


(a) Si X es una unión finita de súbespacios paracompactos cerrados de X, 
entonces X es paracompacto. i E 

(b) Si X es una unión numerable de subespacios paracompactos cerrados de 
X cuyos interiores recubren X, entonces X es paracompacto. 


$. Seap; X — Y una aplicación perfecta (véase el Ejercicio 7 de $31), 


(a) Demuestre que si Y es paracompacto entonces también lo es X: [/ndi- 
cación: si A es un cubrimiento abierto de X, encuentre un cubrimiento 
abierto localmente finito de Y formado por conjuntos B tales que p"+(B) 
puede ser recubierto por una cantidad finita de elementos de..4. Entonces 
interseque p”*(B) con estos elementos de A.] 

(b) Demuestre que si X' es un espacio de Hausdorff paracompacto entonces 
también lo es Y . [Indicación: si B:es un recubrimiento cerrado localmen- 
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te finito de X, entonces (p(B) | B € B) es un recubrimiento cerrado 
localmente finito de Y .] 


9. Sea G un grupo topológico conexo y localmente compacto. Demuestre que G 
es paracompacto. [Indicactón: sea UV] un entorno de e con clausura compacta. 
En general, defina Un+1 = U, AU. Pruebe que la unión de los conjuntos Dn 
es, a la vez, abierta y cerrada en G..] 

Este resultado es cierto sin suponer que G' es conexo, pero la demostración re- 
quiere más esfuerzo. 


10. Teorema. Si X es un espacio de Hausdorff localmente compacto y paracom- 
pacto, entonces cada componente de X tiene una base numerable. 
Demostración. Si Xy es una compoherite de X, entonces Xp es localmente com- 
pacto y paracompacto. Sea € un cubrimiento localmente finito de Xy por con- 

“ juntos abiertos en Xp que tienen clausuras compactas. Sea U; un elemento no 
vacío de € y, en general, sea U, la unión de todos los elementos de € que inter- 
secan Ú,, 1. Demuestre que Ú,, es compacto y que los conjuntos U,, recubren 
Xo. 


$42 El teorema de metrización de Smirnov 


El teorema de metrización de Nagata-Smirnov nos da un conjunto de condiciones 
necesarias y suficientes para que un espacio sea metrizable. En esta sección probamos 
un teorema que nos ofrece otro conjunto de tales condiciones. Es un corolario del 
teorema de Nagata-Smirnov, el cual fue probado priniero pe Smirnov. 


Definición. Unespacio X es iooalmenió metrizable si todo punto x de X tiene un 
entorno U que es metrizable con la topología del subespacio. 


Teorema 42.1 (Teorema de metrización de Smirnov). Un espacio X es metrizable 
si, y sólo si, X es un espacio de Hausdorff paracompacto y localmente metrizable. 


Demostración. Supongamos que X es metrizable. Entonces X' es localmente me- 
trizable y también es paracompacto, por el Teorema 41.4. 


Recíprocamente, supongamos que X' es un espacio de Hausdorff paracompacto y 
localmente metrizable. Vamos a probar que X tiene una base que es numerablemente 
localmente finita y, dado que X' es regular, entonces se deducirá, por el teorema de 
Nagata-Smirnov, que X es metrizable. 


La demostración es una: adaptación de la última parte de la omueÑ del Teorema 
40.3. Recubramos X' por conjuntos abiertos y metrizables; entonces escojamos un 
refinamiento € de este cubrimiento que sea abierto localmente finito y que recubra X. 
Cada elemento C' de € es metrizable, por tanto existe una distancia do : CxC =R 
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que induce la topología de C. Dado x € C, sea Bo(z, e) el conjunto de todos los 
puntos y de C tales que do(z, y) < e. Entonces Bo(x, e) es abierto en X, ya que es 
abierto en C., 


Dado m € Zx., sea An el cubrimiento de X formado por todas estas bolas abier- 
tas de radio 1/m, concretamente, 


Am = [Bolx,1/m)|xe CyC ee). 


Sea D,n un refinamiento abierto localmente finito de Am que recubra X' (aquí es 
donde usamos la paracompacidad). Sea D la unión de las colecciones Dn. Entonces 
D es numerablemente locálmente finita. Aseguramos que D es una base pará X, de 
donde se sigue nuestro teorema. La a NN ml 

Sea z un punto de X y sea U un entómno der. Nuestro objetivo es entontrar un 
elemento D de D tal que z € D C U. Ahora bien, zx pertenece sólo a una cantidad 
finita de elementos de €, pongamos que son C1,..., Cp. Entonces U M C, es un 
entorno de z en el espacio C; y, por tanto, existe un e; > 0 tal que 


Bc,(x,e) € (Un C;). 


Elijamos m de forma que 2/m < mín(ez,...,€x). Como la colección D,y, recubre a 
X, debe existir un elemento D de D., que contenga a z: y, dado que la colección D,y, 
refina Am, debe existir un elemento By (y, 1/m) de Am, para algún C € € y algún 
y € C, que contenga a D. Como 


E DC Bely,1/m) 
el punto x pertenece a C, de donde C' debe ser uno de los conjuntos Cy,...,Ch, 
pongamos que C = C;. Finalmente, dado que By(y, 1/m) tiene diámetro no más 
grande que 2/m < e;, se sigue que 
1 E€DC Bo (y,1/m) € Be.(x,e) CU 


como queríamos demostrar, A 


Ejercicios 


1. Compare el Teorema 42.1.con los Ejercicios 7 y 8 de $34. 


2. (a) Demuestre que, para cada x € Sa, la sección de Sp por x tiene una base 
numerable y, por tanto, es metrizable. 


(b) Concluya que Sy no es paracompacto. 


Capítulo 7 


Espacios métricos completos y 
espacios de funciones. 


El concepto de completitud para un espacio métrico puede haber sido estudiado ya 
por el lector. Es un concepto básico para todos los aspectos del análisis. Aunque 
la completitud es una propiedad métrica más que una propiedad topológica, hay una 
cierta cantidad de teoremas que implican a los espacios métricos completos y que, sin 
embargo, son de naturaleza topológica. En este capítulo, estudiamos los ejemplos más 
importantes de espacios métricos completos y probamos algunos de estos teoremas. 

El ejemplo más familiar de espacio métrico completo es el espacio euclídeo con 
cualquiera de sus distancias usuales. Otro ejemplo, tan importante como el anterior, 
es el conjunto C(X, Y) de todas las aplicaciones continuas de un espacio X en un 
espacio métrico Y . Este conjunto tiene una distancia denominada distancia uniforme, 
análoga a la distancia uniforme definida para RY en $20. Si Y es un espacio métrico 
completo, entonces C(X, Y) es completo con la distancia uniforme. Esta propiedad 
será demostrada en $43. Como aplicación, construimos en $44 la bien conocida curva 
de Peano que llena el espacio. 


Un teorema de naturaleza topológica concerniente a espacios métricos completos 
es un teorema que relaciona la compacidad de un espacio con la completitud del 
mismo. Tratamos esto en $45. Como corolario inmediato, obtenemos un teorema en 
relación con los subespacios compactos del espacio de funciones € (X,R”); es una 
versión clásica del famoso teorema conocido como teorema de Ascoli. 


Existen otras topologías usuales para el espacio de funciones e(X, Y ) además de 
la topología derivada de la distancia uniforme. Estudiamos algunas de ellas en $46, 
llegando a una prueba de la versión general del teorema de Ascoli en $47. 
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843 . Espacios métricos completos 


En esta sección definimos la noción de completitud y demostramos que si Y es un 
espacio métrico completo, entonces el espacio de funciones € (X, Y) es completo 
con la distancia uniforme. También probamos que todo espacio métrico puede ser 
embebido isométricamente en un espacio métrico completo. EN 


Definición. Sea (X, d) un espacio métrico. Una sucesión (xn) de puntos de X se 
dice que es una sucesión de Cauchy en (X, d) si tiene la propiedad de que, dado 
€ > 0, existe un entero N tal que : ; 


d(Ln, Im) < € para todo n,m > ÑN. 


El espacio métrico (X, d) se dice que es completo si toda sucesión de Cauchy.en X 
es convergente. 

Es trivial que cualquier sucesión convergente en X es necesariamente una suce- 
sión de Cauchy; la completitud obliga a que se verifique el recíproco. 

Observemos que un subconjunto cerrado A de un espacio métrico completo (X, d) 
es necesariamente completo con la distancia restringida, ya que una sucesión de 
Cauchy en A también es una sucesión de Cauchy en X' y, por tanto, converge en 
X. Como A es cerrado en X, el límite de la sucesión debe permanecer en A. 


Observemos también que si X es completo con la distancia d, entonces X es 
completo con la distancia acotada estándar 


da = míníd(x, Y), 1) 


correspondiente a d, y recíprocamente. Esto se debe a que una sucesión (Zn) es una 
sucesión de Cauchy para la distancia d si, y sólo si, es una sucesión de Cauchy para 
la distancia d. Y una sucesión converge en la distancia d si, y sólo si, converge en la 
distancia d. oa 


Un criterio útil para comprobar si un espacio métrico es completo, es el siguiente: 


Lema 43.1. Un espacio métrico X es completo si toda sucesión de Cauchy tiene una 
subsucesión convergente. 


Demostración. Sea (2n) una sucesión de Cauchy en (X, d). Vamos a probar que 
si (Ln) tiene una subsucesión (Tn,) que converge a un punto x, entonces la propia 
sucesión (x,) converge a x. e 

“Dado e > 0, elijamos primero N lo suficientemente grande para que 


d(En, Em) <€/2 - 
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para todos n, m > N (utilizando el hecho de que (2) es una sucesión de Cauchy). 
Entonces sea ¿ un entero lo suficientemente grande pu quen; > N y 


dea < Ej2. 


(utilizamos aquí el hecho de que ni <n2<...es una sucesión creciente de enteros 
y que (Z.,) converge a 2). Teniendo en Nena ambas desigualdades, obtenemos el 
resultado deseado de que para n > N, 


d(£n, 1) S d(En, En;) + d(Lm,y 1) < E Y 


Teorema 43.2. El espacio euclídeo R* es completo con cualquiera de sus distancias 
usuales, la distancia euclídea d o la:distancia del supremo p. 


Demostración. Para probar que el espacio métrico (RF, p) es completo, sea (2) 
una sucesión de Cauchy en (R*, p). Entonces el conjunto, [x,) es un subconjunto 
acotado de (RF, p), ya que si NV es:tal que 


pli6ns Tm) < 1 
para todos n, m > N, entonces el número 
¿M= máx[p(z1, 0), ... ,p(ey-1,0), ploN, 0) + 1) 


es una cota superior para p(z,,, 0). De este modo, los puntos de la sucesión (2) per 
manecen todos en el cubo [—M, M]*. Dado que este cubo es compacto, la sucesión 
(£n) tiene una subsucesión convergente, por el TepreIna 28.2. Entonces ee, » es 
completo. : : 


Para probar que (R*, d) es completo, observermnos que una sucesión es una suce- 
sión de Cauchy para d si, y sólo si,es una sucesión de Cauchy para p, y una sucesión 
converge en la distancia d si, y sólo si, converge en la distancia p. y 


Vamos a estudiar ahora el espacio producto R”. Antes necesitamos un mida acerci 
de sucesiones en un espacio procuro: 


Lema 43.3. Sea X el espacio producto X = yl Xa y sea xy una sucesión de : punto 
deX. Entonces Xp >Xsi, e sólo si, Ta(Xn) > TalX), para cada a. 


Demostración. Este resultado fue enunciado como un” Udo en 619, ahora ofre 
cemos una prueba. En primer lugar, como la proyección Ty : X — X,'es un 
aplicación continua, entonces conserva la convergencia de sucesiones y deducimo: 
la condición necesaria del lema. 
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Para probar el recíproco, supongamos que Ta(Xy) —> To (x), para cada a: € 4. 
Sea U = [] U,, un elemento básico de X que contenga a x. Para cada a; de forma 
que U,, no es igual a todo el espacio X.,, sea Na un entero tal que ra¿(Xn) € Un para 
todo n > Na. Si N es el número más grande de todos los N¿, entonces Xy E U, 
para todo n > N, i : ! , A] 


Teorema 43.4. Existe una distancia para el espacio producto R“ con la cual RY es 
completo. A 


Demostración. Sea d(a,b) = mín[Ja — b], 1) la distancia acotada estándar sobre 
R. Sea D la distancia sobre R“ definida por 


D(x, y) = sup(d(z, y:)/1). 


Entonces D induce la topología producto sobre R“. Vamos a comprobar que R“ es 
completo con la distancia D. Sea x, tina sucesión de Cauchy en (R“, D). Como 


d(ri(x), ri(y)) < ¿D(x, y) 


observamos que, para ¿ fijo, la sucesión 7; (x.) es una sucesión de Cauchy en R 
y, por tanto, converge a un número a;. Entonces la sucesión X,, converge al punto 
a= (a1,49,...) de R“, " 


EJEMPLO 1. Un ejemplo de un espacio métrico que no es completo, es el espacio Q de 
los números racionales con la distancia usual d(x, y) = lx — y |. Por ejemplo, la sucesión 


1.4, 1.41, 1.414, 1.4142, 1.41421,... 


de números con una cantidad finita de decimales, que converge (en R) a y2, es una 
sucesión de Cauchy en Q que no converge en Q. 


EJEMPLO 2. Otro espacio que no es completo es el intervalo abierto (—1, 1) de R con 
la distancia d(x, y) = |x — y!. En este espacio, la sucesión (x,,) definida por 


Ln =1-1/n 


es una sucesión de Cauchy que no converge. Este ejemplo demuestra que la.completitud 
no es una propiedad topológica, es decir, no se conserva por homeomorfismos, ya que 
el intervalo (—1, 1) es homeomorfo a la recta real R y este espacio es completo con su 
distancia usual. : 


Aunque ambos espacios producto R” y R“ tengan distancias con las cuales son 
completos, no podemos esperar una demostración del mismo resultado para el es- 
pacio producto RY en general, ya que RY no es ni siquiera metrizable cuando .J no 
es numerable (véase 821). Sin embargo, existe otra topología sobre el conjunto R”, 
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aquélla inducida por la distancia uniforme. Relativo a esta distancia, R? es completo, 
como veremos. 


Definimos la distancia uniforme en general como sigue: 


Definición. Sea (Y, d) un espacio métrico. Pongamos d(a,b) = mínfd(a, b),1) 
se la distancia acotada estándar sobre Y correspondiente a d. Six = (TaJaeJ € 
= (Ya)Jaey Son puntos del producto cartesiano ó definimos 


p(x, y) = supíd(za, Ya) | a € J). 


Es fácil comprobar que ¿es una distancia, denominada distancia unterne sobre Y * 
correspondiente a la distancia d sobre Y . 


Hemos usado la notación estándar de “upla” para los elementos dei producto car- 
tesiano Y. Como los elementos de Y? son simplemente aplicaciones de J en Y, 
podemos utilizar también la notación funcional para ellos. En este capítulo, Ta nota- 
ción funcional será más conveniente que la notación de upla, por lo que la usaremos a 
lo largo del mismo. Con esta notación, la definición de la distancia uniforme adquiere 
la siguiente forma: para f,g : J — Y entonces 


P(f.9) =sup[d($(a), 9(a) la € 3). 


Teorema 43.5. Si el espacio Y es completo con la distancia d, entonces el espacio 
Y ? es completo con la distancia uniforme f¿ correspondiente a d. 


Demostración. Recordemos que si (Y, d) es completo, entonces (Y, d) también lo 
es, donde d es la distancia acotada correspondiente a d. Supongamos que f1, f2,-. 

es una sucesión de puntos de Y Y que es una sucesión de Cauchy para la distancia: p. 
Dado « en J, el hecho de que 


d(fn(a), fm(0a)) < Pl Fm) 


para todos n, m se traduce en que la sucesión f1(a), fo(a), ... es una sucesión de 
Cauchy en (Y, d). Por tanto, la sucesión converge a un punto ya. Seaf: J=>Yla 
aplicación definida por f(a) = ya. Afirmamos que la sucesión (fn) converge a f en 
la distancia fp. 

Dado e > 0, elijamos N lo suficientemente grande para que Pta Fm) < €/2 
para todos n, m > N. Entonces, en particular, 


(fala), Fmla)) < e/2 


para n,m > N y a € J. Manteniendo n y:a fijos y haciendo tender m a infinito, 
obtenemos que : 


dfala), Ka):< €/2. 
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Esta desigualdad es cierta para:todo a», siempre quen > N. Por consiguiente, 


Plfn,f) <e/2< e: 


para n > N, como deseábamos probar. a 


Vamos a centrarnos ahora en un caso peculiar considerando el conjunto Y %, don- 
de X es un espacio topológico más que un conjunto. Desde luego, esto no tiene 
influencia en lo que hemos estudiado ántes; la topología de X es irrelevante cuando 
consideramos el conjunto de todas las aplicaciones f : X —= Y. Pero supongamos 
que consideramos el subconjunto C(X, Y) de YX consistente en todas las aplicacio- 
nes continuas f : X —> Y . Resulta entonces que si Y es completo, este subconjunto 
es también completo con la distancia uniforme. Lo mismo ocurre para el conjunto 
B(X, Y) de todas las aplicaciones f : X —> Y acotadas (una aplicación f se dice 
que es acotada si su imagen f(X') es un “subconjunto “acotado del espacio métrico 
(Y, d)). 


Teorema 43.6. Sea X un espacio topológico y sea (Y, d) un espacio métrico. El con- 
junto C(X, Y ) de las aplicaciones continias es cerrado en Y X con la distancia uni- 
forme. También lo es el conjunto B(_X, Y) de las aplicaciones acotadas. Por tanto, si 
Y es completo entonces estos dos espacios son completos con la distancia uniforme. 


Demostración. La primera parte de este teorema es justo el teorema del límite uni- 
forme (Teorema 21.6) en otro formato. Veamos primero que si una sucesión de ele- 
mentos f,, de Y Y converge al elemento f de Y * en la distancia p de Y X, entonces la 
sucesión converge uniformemente a f en el sentido definido en $21, para la distancia 
dsobre Y. Dado e > 0, elijamos un entero N tal que 


Alf, fn) <€ 


para todo n > NV. Entonces, para todo x € X y todo n > N, 


Atala), Ha) < plfa, f) <e 


Y, por tanto, (f,,) converge uniformemente a f. 


Probemos ahora que C(X, Y) es cerrado en Y* con la distancia 5. Sea f un 
elemento de YX que es un punto límite de C(X, Y). Existe entonces una sucesión 
(fr) de elementos de €(X, Y) convergente a f en la distancia p. Por el teorema del 
límite uniforme, f es continua, de forma que f e €(X, Y). 

Finalmente, probemos que B(X, Y) es cerrado en YX. Si f es un punto límite de 
B(X, Y), existe una sucesión de elementos f,, de B(X, Y ) convergente a f. Elija- 
mos N lo suficientemente grande para que p(fyw, f) < 1/2. Entonces, para x € X, 
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tenemos que d(fy(x), f(x)) < 1/2, lo cual implica que d(fy(x), f(x)) < 1/2.De- 
ducimos que, si M es el diámetro del conjunto fy(X'), entonces f(X) tiene diámetro 
menor o igual que M + 1. Por tanto, f € B(X, Y). 


- Concluimos que e(x, Y) y B(X, Y) son completos con la distancia ¿ si Y es 
completo con la distancia d. ] 


Definición. — Si (Y, d) es un espacio métrico, podemos definir otra distancia en el 
conjunto B(X, Y) de las aplicaciones acotadas de Xen Y por la ecuación 


p(f,9) =supta(S(x), g(2)) | x € Xy. 


Es fácil observar que p está bien definida porque el conjunto f(X) U g(X) está aco- 
tado si F(X) y g(X) lo están. La distancia p se conoce como distancia del supremo. 


Hay una relación sencilla entre la distancia del supremo y la distancia uniforme. 
Efectivamente, si f, g € B(X, Y) entonces 


$, =míntolf, 9), 1 


ya que si p(f, g) > 1 entonces d(f (xo), g(xo)) > 1 para algún. zp € 5 de a 
que d(f(x0), g(xo)) = 1 y A(f, 9) = 1, por definición. Por otro lado, si-p(f, g) < 
entonces d(f(x), g(%)) = d(S(2), g(z)) < 1 para todo zx, y así p(f, 9) = el 
Observemos que sobre B(X, Y), la distancia /¿ es justamente la distancia acotada 
estándar derivada de la distancia p. Esta es la razón por la que hemos InuUcIda la 
notación ¿para la distancia uniforme, volviendo-a $20. : 


Si'X es un espacio compacto, entonces toda aplicación continua f : X — Y 
está acotada; por tanto, la distancia del supremo está definida en C(X, Y). Si Y es 
completo con la distancia d, entonces C(X, Y) es completo con la correspondiente 
distancia uniforme / y, por consiguiente, es también completo con la distancia de 
supremo p. Frecuentemente utilizamos la distancia del supremo más que la distancia 
uniforme en esta situación. 

Vamos a probar ahora un teorema clásico, el cual afirma que todo espacio métrico 
se puede embeber isométricamente en un espacio métrico completo (una demostra- 
ción diferente, de alguna manera más directa, está esbozada en el Ejercicio 9). Aun- 
que no necesitaremos este teorema, es muy útil en-otras partes de las matemáticas. 


*Teorema 43.7. Sea (X, d) un espacio énico: Existe un embebimiento isométrico 
de X en un espacio métrico completo. 


Demostración. Sea B(X,R) el conjunto de todas las funciones acotadas de X' en 
R. Sea zp un punto fijo de X. Dado a € X, definamos da : X —. R mediante la 
ecuación 


dalz) = d(z, a) — d(x,zo). 
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Aseguramos que ¿, está acotada. Efectivamente, de las desigualdades 


d(x,a) < d(x,0) + d(a,b), 
d(x,b) < d(x,a) + d(a,b), 
se deduce que 
E ld(z, a) — d(x, b)| < ala, 0). 
Poniendo ds = zo, concluimos que |, (1)| < día, Zo), para todo z. 
Definamos 9 : X — B(X,R) por 


Vamos a probar que 9 es un embebimiento isométrico de (X, d) en el espacio métrico 
completo (B(X, R), p). Es decir, vamos a probar que, para todo par de puntos a, b € 


plóx, 60) = d(a,b). 
Por definición, 

Plda, do) = supllóa(x) — dolo): z € X) 
sup([|d(x, a) — d(x,b)|: € X). 


Il 


Por tanto, concluimos que . 
Alda, do) < d(a, b). 


Por otro lado, esta desigualdad no puede ser estricta, ya que si x = a entonces 


ld(x,a) — d(=,b)] =d(a,b). a 


Definición. Sea X un espacio métrico. Si h : X — Y es un embebimiento 
isométrico de X' en un espacio métrico completo Y, entonces el subespacio h(X) 
de Y es un espacio métrico completo. Se conoce como completación de X. 


La completación de X está unívocamente determinada salvo isometrías (vease el 
Ejercicio 10). 


Ejercicios 
1. Sea X un espacio métrico. 


(a) Suponga que, para algún e > O, toda e-bola en X tiene clausura compacta. 
Pruebe que X es completo. 
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2. 


6. 


(b) Suponga que, para cada x € -X, existe un e > O tal que la bola B(z, e) 
tiene clausura compacta. Muestre mediante un ejemplo que X' no es com- 
pleto necesariamente. 


Sean (X, dx) e (Y, dy) dos espacios métricos, con Y completo. Sea A C Y. 
Demuestre que si f : A — Y es uniformemente continua, entonces f puede ser 
extendida unívocamente a una aplicación uniformemente continua y : Á > Y. 


Dos distancias d y d' sobre un conjunto X' se dice que son métricamente equi- 
valentes si la aplicación identidad i : (X, d) > (X, d') y su inversa son unifor- 
memente continuas. 
(a) Demuestre que d es métricamente equivalente a la distancia acotada están- 
dar d asociada a d. 
(b) Demuestre que si d y d' son métricamente equivalentes, entonces X es 
completo con la distancia d si, y sólo si, es completo con la distancia d”. 


. Demuestre que el espacio métrico (X,d) es completo si, y sólo si, para toda 


sucesión encajada A¡ > A2 > +-* de subconjuntos cerrados no vacíos de X 
tales que diám A,, — 0, la intersección de los conjuntos A, no es vacía. 


. Si (X, d) es un espacio métrico, recuerde que una aplicación f : X — X se 


dice que es una contracción si existe un número a: < 1 tal que 


d(f(), f(y)) < aa(z, y), 


para todos x,y € X. Demuestre que si f es una contracción de un espacio 
métrico completo, entonces existe un único punto € X tal que f(1) = z. 
Compare con el Ejercicio 7 de $28. 


Un espacio X se dice que es topológicamente completo si existe una distancia 
para la topología de X para la cual X es completo, 


(a) Demuestre que un subespacio cerrado de un espacio topológicamente com- 
pleto es topológicamente completo. 

(b) Pruebe que un producto numerable de espacios topológicamente comple- 
tos es topológicamente completo (con la topología producto). 

(c) Demuestre que un subespacio abierto de un espacio topológicamente com- 
pleto es topológicamente completo. [Indicación: si U CE X y X es com- 
pleto con la distancia d, defina $ : U — R por la ecuación - 


p(a) = 1/d(x, X — U). 


Embeba U en X x R poniendo f(1) = xx H(x).] 

(d) Pruebe que si A es un conjunto G¿ en un espacio topológicamente com- 
pleto, entonces A es topológicamente completo. [Indicación: sea A la in- 
tersección de los conjuntos abiertos U”,, para n € Z.4. Considere el em- 
bebimiento diagonal f(a) = (a,a,...) de A en [[ U,,.] Concluya que el 
espacio de los números irracionales es topológicamente completo. 
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7. Demuestre que el conjunto de todas las sucesiones (71, 22, ....) tales que Na 


10 


. 


converge, es completo con la distancia £? (véase el Ejercicio 8 de $20). 
Si X e Y son espacios topológicos, defina 


e: Xx C(X, Y) > Y 


por la ecuación e(x, f) = f(x); la aplicación e se denomina aplicación evalua- 
ción, Demuestre que si d'es una distancia para Y y C(X, Y) tiene la topología 
uniforme correspondiente, entonces e es continua. Generalizaremos este resul- 
tado en $46. 


. Sea (X, d) un espacio métrico. Pruebe que existe un embebimiento isométrico 


h de X en un espacio métrico completo (Y, D), como sigue: denote por Xx el 
conjunto de todas las sucesiones de Cauchy 


x= (21, Ta, .. ) 
de puntos de X. Definax = y si 
(Cn; Yn) ae 0. 


Denote por [x] la clase de equivalencia dex, y denote por Y al conjunto de estas 
clases de equivalencia. Defina una distancia Den Y por la ecuación. 


D([x), [y E uN Altn Yn)- 


(a) Pruebe que -- es una relación de equivalencia, y demuestre que D es una 
distancia bien definida. 

(b) Defina A: X — Y poniendo h(x) igual a la clase de equivalencia asociada 
a la sucesión constante (2, x,...): 


h(=) = [(2, 2,...)]. 


Demuestre que h es un embebimiento isométrico. 

(c) Pruebe que h(X') es denso en Y ; efectivamente, dado x = (11,22,...) € 
X', pruebe que la sucesión h(xn) de puntos de Y converge al punto [x] de 
Y. 

(d) Demuestre que si 4 es un subconjunto denso de un espacio métrico (2, p), 
y si toda sucesión de Cauchy en Á converge en Z, entonces Z es completo. 

(e) Pruebe que (Y, D) es completo. 


Teorema (Unicidad de la completación). Seanh: X = Y yk: X =Y' 
dos embebimientos isométricos de un espacio métrico (X, d) en los espacios 
métricos completos (Y, D) e (Y”, D”), respectivamente. Entonces existe una 
isometría de (h(X), D) en (RX), D') que coincide con h'h” sobre el su- 
bespacio h(X). poa 
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*844 Una curva que llena el espacio 


Como una aplicación de la completitud del espacio métrico C(X, Y) con la distancia 
uniforme cuando Y es completo, vamos a construir la famosa “curva de Peano que 
llena el espacio”. . 


Teorema 44.1, Sea I = [0, 1]. Existe una aplicación continua f : 1. => P cuya 
imagen llena todo el cuadrado 1?.... 


La existencia de este camino choca con nuestra inocente intuición geométrica de 
la misma forma que la existencia de una función continua y no :derivable e en ningún 
punto (la cual nos encontraremos más adelante). 


Demostración. Paso 1. Vamos a construir la aplicación f como o el límite de Una su- 
cesión de aplicaciones continuas f.,. Describiremos primero una operación particular 
sobre caminos, la cual será utilizada para generar la sucesión f.. 


Comenzamos con un intervalo cerrado arbitrario [a, b] de la recta real y un cuadra- 
do arbitrario en el plano con lados paralelos a los ejes coordenados, y consideremos 
el camino triangular g dibujado en la Figura 44.1, el cual es una aplicación continua 
de [á, b] en el cuádrado. La operación que deseamos describir reemplaza el camino g 
por el camino g' dibujado en la Figura 44.2. Está hecho con cuatro caminos triangu- 
lares, cada uno de la mitad del tamaño de y. Observemos que y y g' tienen el mismo 
punto inicial y el mismo punto final. El lector puede escribir las ecuaciones para y y 


g' silo desea... . a 
9 
——— 
A 
a b ÓN 


Figura 44.1 


g 
——_A 


EN 


Figura 44.2 
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La misma. operación también puede aplicarse a cualquier camino triangular co- 
nectando dos. esquinas adyacentes del cuadrado. Por ejemplo, cuando aplicamos esta 
operación al camino h:, dibujado en-la Figura 44.3, obtenemos el camino h”, 


- Paso 2. Vamos a definir ahora una sucesión de aplicaciones fn-: 1 > 1%. 2 La 
primera aplicación, la cuál denotaremos por fo por conveniencia, es el camino trian- 
gular dibujado 'en la Figura 44.1, haciendo a = 0 y b= 1. La siguiente aplicación f; 
es la aplicación obtenida" al realizar la operación descrita en el Paso 1 sobre la apli- 
cación fo, dibujada en la Figura 442. La siguiente aplicación f2 es la que se obtiene 
mediante la misma operación sobre cada uno de los cuatro caminos triangulares que 
constituyen el camino f'. Está dibujado en la Figura 44.4. La siguiente aplicación f3 
se obtiene aplicando el mismo proceso a cadá uno de los 16 caminos triangulares que 
constituyen el camino f2 que está dibujado en la Figura 44.5, y así sucesivamente. 
En general, f,, es un camino formado por 4” caminos triangulares del tipo conside- 
rado en el Paso 1, cada uno de ellos permaneciendo en un cuadrado de lado 1/2”. 
La aplicación .f..,1 se obtiene aplicando la operación del Paso 1 a estos caminos 
triangulares, reemplazando cada uno de ellos por cuatro caminos triangulares más 
pequeños. 


> | 2] 


Figura 44.3 


Figura 444 


Paso 3. Para los propósitos de esta demostración, denotemos por d(x, y) la dis- 
tancia del supremo sobre R?, 


d(x, y) = máx(|x1 — yil, [za — yal). 
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Figura 44.5 : 


Entonces podemos Benotar por p la correspondiente distancia del supremo sobre 
e(z, Pr) 


plf,9) =suptad(F( (1), 91) |t e 1). 


Como 1? es cerrado en R?, es completo con la Anda del supremo; entonces 
€(1, 1?) es completo con la distancia p. : 


Aseguramos que la sucesión de aplicaciones (f,), definida en el Paso 2, es una 
sucesión de Cauchy para la distancia p, Con el fin de probar este hecho, estudiemos 
lo que sucede cuando pasamos de f, a fn+1. Cada uno de los pequeños caminos 
triangulares que forman f., está contenido en un cuadrado de lado 1/2”. La operación 
con la cual obtenemos f, +1, reemplaza cada camino triangular por cuatro caminos 
triangulares que están contenidos en el mismo cuadrado. Por tanto, con la distancia 
del supremo sobre 1?, la distancia entre f..(t) y fn+1(t) es a lo más 1/2”. De manera 
que pl fa, fn+1) < 1/2”. Se deduce entonces que (f.) es una sucesión de Cauchy, 
ya que 

Plfns farm) SUP 41/97 441/2749 < 2/97 


para todos n y m. 

Paso 4. Como C(I, 1?) es completo, la sucesión f, converge a una aplicación 
continua f : ] — 1?. Vamos a probar que f es sobreyectiva. 

Sea x un punto de 1? y veamos que x pertenece a f (1). Observemos primero que, 
dado n, el camino f,, se encuentra a una distancia menor o igual qué 1/2” del punto 
x, ya que el camino f,, toca cada uno de los pequeños cuadrados de lado 1/2” en los 
cuales hemos dividido 7?. 


Utilizando este hecho, vamos a probar que, dado e > 0, el e-entorno de x interseca 
F(D). Elijamos N suficientemente grande para que 


fm f)<e/2 y 1/2 <e/2. 
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Por el resultado del párrafo anterior, existe un punto ty € T tal que d(x, fw(to)) < 
1 Ls Entonces, como dl In (t), F(6)) < e/2 para todo t, deducimos que 


díx, f(to)) < e, 


y así, el e-entorno de x interseca f (1): 

Se sigue que x pertenece a la clausura de f(1). Pero les compacto, luego f(1) es 
compacto y, por tanto, cerrado. pen manera que x pertenece a f (1), como deseábamos 
probar. : o mM 


Ejercicios 


1. Dado n, pruebe que existe una aplicación g : T => 1” continua y sobreyectiva. 
[indicación: considere fx f:IxI>1P xP] 


2, Demuestre que existe una aplicación f : R — RR” continua y sobreyectiva. 


3. (a) SiR” tiene la topología producto, demuestre que no existe una aplicación 
f : R > R” continua y sobreyectiva. [Indicación: pruebe que ro no es 
Una unión numerable de subespacios compactos.] 
(b) Si R“ tiene la topología producto, determine si existe o no una aplicación 
continua y sobreyectiva de R en el subespacio R*. 
(c) ¿Qué sucede si, en los apartados (a) y (b), consideramos sobre R“ la topo- 
logía uniforme o la topología por cajas? , 


4. (a) Sea X un espacio de Hausdorff. Demuestre que si existe una aplicación 
f : TI — X continua y sobreyectiva, entonces X es compacto, COnexo, 
débilmente localmente compacto y métrizable, [Indicación: pruebe que f 
es una aplicación perfecta.] 

(b) El recíproco del resultado de (a) es un famoso teorema de topología con- 
juntista conocido por el teorema de Hahn-Mazurkiewicz (véase [H-Y], 
pág. 129). Suponiendo este teorema, demuestre que existe uná aplicación 
f: I —= 1“ continua y sobreyectiva. 


Un espacio de Hausdorff que es la i imagen continua de un intervalo unidad ce- 
trado es frecuentemente denominado espacio de Peano. 


345 Compacidad en espacios métricos 


Ya hemos demostrado que la compacidad, la compacidad por punto límite y la com- 
pacidad sucesional son equivalentes para espacios métricos. Hay otra formulación 
para la compacidad én espacios métricos que involucra la noción de completitud que 
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estudiaremos en esta sección. Como una aplicación, probamos un teorema que carac- 
teriza aquellos subespacios de C(X, RR”) que son compactos para la topología unifor- 
me. e E 


¿Cómo está relacionada la compacidad de un espacio métrico X' con la comple- 
titud de X? Del Lema 43.1 se deduce que todo espacio métrico compacto es com- 
pleto. El recíproco no es cierto —un espacio métrico completo no es necesariamente 
compacto. Es razonable preguntarse qué cóndición extra necesitamos imponer a 
un espacio completo para asegurarnos que sea compacto. Dicha condición se conoce 
por el nombre de acotación total. 


Definición. Un espacio métrico (X, d) se dice que está totalmente acotado si, para 
todo e > 0, existe un cubrimiento finito de X formado por e-bolas. 


EJEMPLO 1. La acotación total implica claramente acotación, pues si B(x1,1/2),..., 

B(2%., 1/2) es un cubrimiento finito de X por bolas abiertas de radio 1/2, entonces X' 

tiene diámetro menor o igual que 1 + máx(d(z;, 27)). Sin embargo, el recíproco no es 

cierto. Por ejemplo, con la distancia d(a, ys mín(1, [a —b|), la recta real R está acotada 
pero no está E acotada. Fada 


EJEMPLO 2. — Con la distancia d(a,b) = ja — b], la recta real ¡R es completa pero no 
está totalmente acotada, mientras el subespacio (—1, 1) está totalmente acotado pero no 
es completo. El subespacio [1,1] es completo y está totalmente acotado, a la vez. 


Teorema 45.1. Un espacio métrico (X, d) es compacto si, y sólo si, es ES y 
está totalmente acotado. 


Demostración. Si X es un espacio métrico compacto, entonces X es completo, 
como se ha dicho antes. El hecho de que X esté totalmente acotado es una conse- 
cuencia del hecho de que todo cubrimiento de X' por e-bolas abiertas debe contener 
un subrecubrimiento finito. 


Recíprocamente, sea X completo y totalmente acotado. Vamos a probar que X' es 
sucesionalmente compacto, lo cual será suficiente. 


Sea (2, ) una sucesión de puntos de X. Vamos a construir una subsucesión de 
(Zn) que sea una sucesión de Cauchy, de manera que necesariamente converja. En 
primer lugar, recubramos X' con una cantidad finita de bolas de radio 1. Al menos 
una de estas bolas, pongamos B:, contiene Z», para un número infinito de valores 
de n. Sea J, el subconjunto de Z, consistente en todos los índices n para los que 
In € Bj. . ; > os 

En el paso siguiente, recdbriaos X con una cantidad finita de las de radio 
1/2. Como 3, es infinito, al menos una de estas bolas, pongamos Ba, debe contener 
Z, para una cantidad infinita de valores de n en J¡. Denoterios por Jz el conjunto 
formado por los índices n para los que n € Ji y: In. € Ba3. En general, dado un 
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conjunto infinito /,, de enteros positivos, denotemos por y, 1 el subconjunto infinito 
de J; tal que existe una bola By: de radio 1/(k + 1) que contiene z,,, para todo 
n€ Tetto 

Escojamos n; € J,. Dado nx, escojamos Njy1 E Jy1 tal que n41 > np, lo 
cual puede hacerse porque J,.,1 es un conjunto infinito. Ahora bien, para ¿,j > k, 
los índices n; y. nj pertenecen a Jy (ya que J D Ja > - - es una sucesión encajada 
de conjuntos). Por lo tanto, para todos ¿, j > k, los puntos Ln, Y Tn, > están contenidos 
en la bola By de radio 1/k. Se sigue que la subsucesión (x,,) es una sucesión de 
Cauchy, como deseábamos. : L] 


Vamos a aplicar ahora este resultado para encontrar subespacios compactos del 
espacio C(X, IR”), con la topología uniforme. Sabemos que un subespacio de IR” es 
compacto si, y sólo si, es cerrado e acotado. Podemos esperar que se dé un resultado 
análogo para C(X, R”). Pero no es así, aunque X sea compacto. Necesitamos su- 
poner que el subespacio de C(X,R”) satisface una condición adicional, denominada 
equicontinuidad. Ahora consideramos esta noción. 


Definición. — Sea (Y, d) un espacio métrico. Sea F un subconjunto del espacio de 
funciones C(X, Y). Si xp € X, el conjunto $ de aplicaciones se dice que es equi- 
continuo en xy si, dado € > 0, existe un entorno U de: Lo tal que, para todo x € U y 
toda f € F, 


d(S(2), f(z0)) < e. 


Si el conjunto F es equicontinuo en zo, para todo ry € X, se dice simplemente que 
es equicontinuo. 


La continuidad de la aplicación f en xy significa que, dada f y dado € e>0, existe 
un entorno U de zo tal que d( (2), f(x0)) < e, para todo x € U. La equicontinui- 
dad de $ significa que existe un-éntorno U válido simultáneamente para todas las 
aplicaciones f de la colección F. 


Observemos que la equicontinuidad depende no tanto de la topología sobre Y si 
no de la distancia concreta d. 


Lema 45.2. Sean X' un espacio topológico e (Y, d) un espacio métrico. Si el sub- 
conjunto F de C(X, Y) está totalmente acotado para la distancia uniforme corres- 
pondiente a d, entonces F es equicontinuo respecto a d. 


Demostración. Supongamos que F está totalmente acotado. Dado O < e < 1 y 
dado xp, encontramos un entorno U de xp tal que Al f(x), f(20)) < €; para todo 
eUyfes. A 


Pongamos 4 = e/3 y recubramos F con un cantidad finita de d-bolas abiertas 


B(f1,8),..., B(fn,0) 
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en €(X, Y). Cada aplicación f; es continua; por tanto, podemos escoger un entorno 
U de xo tal que, parai=1,...,n, 


d(fi(=), fi(w0)) < 8 


siempre que x € U.. 


Sea f un elemento arbitrario de F. Entonces f pertenece al menos a una de las 
J-bolas anteriores, pongamos que es B(f;, 0). De manera que, para z € U, tenemos 


d(f(a), fi(a)) < 6, 
d(fi(x), fil0)) < 9 
(filo), f(x0)) < d. 


La primera y la tercera desigualdad se deben a que p(f, f;) < 6, y la segunda se tiene 
porque x € U, Dado que $ < 1,la primera y la tercera también se verifican si d se 
reemplaza por d. Entonces, la desigualdad triangular implica que d(f(x), f(20)) <e, 
para todo x € U, como deseábamos probar. A 


Probamos ahora la versión clásica del teorema de Ascoli, el cual tiene que ver 
con los subespacios compactos del espacio de funciones C(X, Y). En $47 damos una 
versión más general, cuya prueba no depende de ésta. Sin embargo, la versión general 
depende del teorema de Tychonoff, mientras que ésta no. 


Comenzamos probando un recíproco parcial del lema anterior, que se verifica 
cuando X e Y son compactos. 


*Lema 45.3. Sea X un espacio topológico e (Y, d) un espacio métrico, y suponga- 
mos que X e Y son compactos. Si el subconjunto F de C(X, Y) es equicontinuo 
respecto a d, entonces F está totalmente acotado respecto de lás distancias uniforme 
y del supremo correspondientes a d. 


Demostración. Como X es compacto, la distancia del supremo p está definidasobre 
e(X, Y). La acotación total respecto a p es equivalente a la acotación total respecto 
a fp, ya que para e < 1, toda e-bola para p es también una e-bola para f, y recíproca- 
mente. Por consiguiente, podemos utilizar igualmente la distancia p a le dai de la 
demostración. 


Supongamos que $ es equicontinuo. Dado e > O, recubramos $ por una cantidad 
finita de conjuntos que sean e-bolas abiertas para la distancia p. 


Pongamos ¿ = e/3. Dado cualquier a € X, existe un entorno U, de a tal que 
d(f(x=), f(a)) < 6, para todo x € U, y toda f € F. Recubramos X con un cantidad 
finita de tales entornos U,, para a = a7,..., ag; denotemos U,, por U;. Recubramos 
también Y con una cantidad finita de conjuntos abiertos V1,..., Vi de diámetro 
menor que ó. 
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Sea J la colección de todas las aplicaciones a: : (1,...,k) —X1,....,m). Dado 
a € Y, si existe una aplicación f de F tal que f(a;) € Vo.(;), para cada ¿ =1,...,k, 
elijámosla y denotémosla por f... La colección (f) está indexada por un subcon- 
junto J” del conjunto J y, por tanto, es finita. Aseguramos. que las bolas ARIEIDE 

Bol fo, €), para a: € J”, recubren $. 

Sea f un elemento de $. Para cada ¿ = 1,..., k, escojamos un entero a(i) tal que 
f(a;)-€ Vo(;). Entonces la aplicación a: pe en y d ¿canos que de ponele ala 
bola Bp( fo, €). 


Sea x un punto de X y élijamos ¿ tal que x € U;. Entonces 


d(f(x), f(as)) < 9, 
d(f(as), falas)) < 6 
A(falas), falx)) < 0 


La primera y la tercera desigualdad se verifican porque x € U; > y la segunda desigual- 
dad es cierta porque f(a;) y f.(a;) están en Va(s)- Por lo tanto d(f (2), falx)) < e. 
Como esta desigualdad es cierta para todo TEX, 


Alf fa) = méxta(fz), falz))) <c. 


Por lo tanto, f pertenece a Bp(fa, €), como deseábamos probar. A 


Definición. — Si (Y, d) es un espacio métrico, un subconjunto F de C(X, Y) se dice 
que está ici acotado respecto a d si, para cada'a € X, el subconjunto 


d.=1$(0)119) 


de Y, está acotado en la distancia d. 


*Teorema 45.4 (Teorema de Ascoli, versión clásica). Sea X un espacio compacto; 
denotemos por (¡R”, d) el espacio euclídeo con la distancia euclídea o la distancia 
del supremo; dotemos a C(X,R”) con la correspondiente distancia uniforme. Un 
subespacio $ de € (x, R”) tiene clausura compacta si, y sólo si, F es equicontinuo y 
está puntualmente acotado respecto a d. 


Demostración. Dado que X es compacto, la distancia del supremo p está definida 
sobre €(X, R”) y proporciona la topología uniforme sobre C(X, R”). A lo largo de 
la prueba, denotemos por $ la clausura de F en €(X,R”). 

Paso 1. Vamos a demostrar que si 9 es compacto, entonces Y es equicontinuo y 
puntualmente acotado respecto a d. Entonces, como F C 9, deducimós que Fes 
también equicontinuo y puntualmente acotado respecto a d, con lo cual la condición 
necesaria del teorema estaría probada. 
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La compacidad de $ implica que 9 está totalmente acotado respecto a p y f, por 
el Teorema 45.1; a su vez, esto implica que 3 es equicontinuo respecto a d, por el 
Lema 45.2. La compacidad de G también implica que-9 está acotado respecto a p, 
y a su vez, esto. implica que 9 está puntualmente acotado respecto a d, porque si 
p(f, 9) < M, para todas f, y € 9, entonces en particular d(f(a), g(a)) < M para 
f,9 € 9, de manera que Sa tiene diámetro no mayor que M. 

Paso 2. Vamos a probar que si F es equicontinuo y puntualmente acotado respecto 
a d, entonces también lo es 9. 


En primer lugar, comprobamos la equicontinuidad. Dado:19 € X. y dado e > 0, 
escojamos un entorno U de zp tal que d(f(w), f(x0)) < e/3, para todo x € U y toda 
f € F. Dada y € 9, elijamos f € $ tal que p(f, g) < e/3. La desigualdad triangular 
implica que d(g(x), g(x0)) < e, para todo z € U. Como y es arbitraria, se deduce 
que $ es equicontinuo en zo. 


En segundo lugar, comprobamos la acotación puntual. Dado a, escojamos M 
de manera que diámF, < M. Entonces, dadas g,g' € 9, existen f, fe Ft 
les que p(f,g) < 1 y p(F",9') < 1. Como d(f(a), f'(a)) < M, deducimos que 
d(gía), g'(a)) < M +2. Finalmente obtenémos que diám 9, < M +2, debido a que 
g y g' son arbitrarias. 

Paso 3. Vamos a probar que si 9 es equicontinuo y puntualmente acotado, enton- 
ces existe un subespacio compacto Y de R” que contiene a la unión de los conjuntos 
g(X), para g € 9. 

Elijamos, para cada a € X, un entorno U, de a tal que d(g(z), g(a)) < 1, para 
w € Un y 9 € 9. Dado que X es compacto, podemos recubrir X por una cantidad 
finita de dichos entornos, pongamos para a = 01,..., ag. Como los conjuntos Ya, 
están acotados, su unión también está acotada; supongamos que está contenida en la 
bola de radio N de R” centrada en el origen. Entonces, para toda g € 9, el conjunto 
g(X está contenido en la bola de radio N +1 centrada en el origen. Sea Y la clausura 
de esta bola. 


Paso 4. Probamos ahora la condición suficiente del teorema. Supongamos que $ 
es equicontinuo y puntualmente acotado respecto a d. Vamos a ver que 9 es completo 
y totalmente acotado respecto a p; entonces, por el Teorema 45.1, se tiene que $ es 
compacto. 


La completitud es fácil, ya que Y es un subespacio cerrado del espacio métrico 
completo (C(X, R”), p). : 

Vamos a comprobar la-acotación total. En primer lugar, el Paso 2 implica que Ges 
equicontinuo y puntualmente acotado respecto.a d; entonces el Paso-3 nos dice que 
existe un subespacio compacto Y de IR” tal que 9 C €(X, Y). La equicontinuidad de 
S implica ahora, por el Lema 45,3, que Y está totalmente acotado respecto a d, como 
deseábamos probar. ee o E n 
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*Corolario 45.5. Sea X un espacio compacto; denotemos por d la distancia euclídea 
o la distancia del supremo sobre R”; doternos a C(X¿R”) con Ja correspondiente to- 
pología uniforme. Un subespacio F de C(X, R”) es compacto si, y sólo si, es cerrado 
y acotado drid ala distancia del supremo Py idea: respecto.a d. 


Demostración, Si F es compacto, entonces debe s ser condo y acotado; el teore- 
ma anterior implica que es también equicontinuo. Recíprocamente, si F es cerrado, 
entonces es igual a su clausura $; si está acotado respecto a p, está puntualmente 
acotado respecto a d; y si es también equicontinuo, el teorema anterior implica que 
es compacto: E : A 


Ejercicios 
1. Si X,, es metrizable con la distancia d,,, entonces : 


D(x, y) = => sup(da (tn, Yn)/n) 


es una distancia para el espacio producto X = [] X;,. Demuestre que X está to- 
talmente acotado respecto a D si cada X,, está totalmente acotado respecto a dy. 
Concluya, sin utilizar el teorema de Tychonoff, que un producto numerable de 
espacios metrizables compactos es compacto. 


2. Sea (Y, d) un espacio métrico y sea F un subconjunto de C(X, Y). 


(a) Demuestre que si F es finito, entonces $ es equicontinuo. 

(b) Pruebe que si f, es una sucesión de elementos de € (x , Y ) que converge 
uniformemente, entonces la colección [f,,) es equicontinua. 

(c) Suponga que $ es una colección de funciones diferenciables f : R >R 
tales que cada x € R pertenece a un entorno U/ en el que las derivadas de 
las funciones de F están uniformemente acotadas (esto significa que existe 
un M tal que |f'(x)| < M, para toda f en $ y todo x € U). Demuestre 
que $ es equicontinua. 


3. Pruebe el siguiente resultado: 
Teorema (teorema de Arzela). Sean X un espacio compacto y fa € C(X,R*). 
Si la colección [f,,) está puntualmente acotada y es equicontinua, entonces la 
sucesión f,, tiene una subsucesión que converge uniformemente. 


4. (a) Sea fa : 1 —R la función f(x) =x”. La colección $ = [fn) está pun- 
tualmente acotada pero la sucesión (f,) no tiene una subsucesión que con- 
verja uniformemente. ¿En.qué punto.o puntos deja de ser F equicontinua? - 


(b) Repita (a) para las funciones f,, del Ejercicio 9 de $21. 
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5. Sea X un espacio topológico. Un subconjunto + de C(X, R)-se dice que se anu- 


*7, 


la.uniformemente en el infinito si, dado e > 0, existe un subespacio compacto 
C de X tal que |f(x)| <:e, para todo x € X —C y.f € F.:Si F consiste en una 
sola función f; decimos simplemente que f se anula en el infinito. Denote por 
Co(X, R) el conjunto de las funciones continuas ón X>=>R qué se anulan en 
el infinito. 

Teorema. Sea X un eatio de Hausdorff lcalienia compacto; dotemos a 
Co(X,R) con la topología uniforme. Un subconjunto F de Co(X, RR) tiene clau- 
sura: compacta si, y sólo si, está puntualmente acotado, es equicontinuo y se 
anula uniformemente en el infinito. 

[Indicación: denote por Y la compactificación por un punto de X. Demuestre 
que Co(X, R) es isométrico a un subespacio cerrado de C(Y, ¡R) si ambos tienen 
la distancia del supremo.] 


Demuestre que nuestra prueba del teorema de Ascoli también es válida si cam- 
biamos [R” por cualquier espacio métrico en el cual todos los subespacios cerra- 
dos y acotados son compactos. 


Sea (X, d) un espacio métrico. Si A C X y e > 0, sea U(A, €) el e-entorno de 
A. Sea H la colección de todos los subconjuntos (no vacíos) cerrados y acotados 
de X.Si A, B € H, defina 


D(A, B) = ínffe| ACU(B,e) y BC U(A,0)). 


(a) Demuestre que D es una distancia sóbre H; ésta se conoce como distancia 
de Hausdorff. 

(b) Pruebe que si (X, d) es completo, también lo es (T, D). Indicación: sea 
A, una sucesión de Cauchy en H; pasando a una subsucesión, suponga 
que D(An, An+1) < 1/2”. Defina A como el conjunto de todos los puntos 
x que son límite de las sucesiones 11, 22,... tales que 1; € As, para cada 
iy d(x;, 241) < 1/2 Demuestre que AL >A] 

(c) Demuestre que si (X, d) está totalmente acotado, también lo está (K, D). 
[Indicación: dado e, elija 4 < e y sea S un subconjunto finito de X tal que 
la colección (Bg(x, 9)|x € SY recubre X. Sea A la colección de todos los 
subconjuntos no vacíos de S; demuestre que (Bp(A, e) | A € A) recubre 
K1] 

(d) Teorema. Si X es compacto con la distancia d, entonces el espacio H es 
compacto-con la distancia de Hausdorff D. 


*8. Sean (X, dx) e (Y, dy) dos espacios métricos; dote a X x Y con la correspon- 


diente distancia del supremo y denote por H la colección de todos-los subcon- 
juntos cerrados y acotados no vacíos de X x Y con la distancia de Hausdorff 
resultante. Considere el espacio C(X, Y) con la distancia uniforme y sea gr : 
C(X, Y) —= KHla aplicación que asigna, a cada aplicación continua f: X > Y, 
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su grafo 
Gi=([x f(0)|ze X). 

(a) Demuestre que la aplicación gr es inyectiva y uniformemente continua. 

(b) Denote por Hp el conjunto imagen de la aplicación gr y sea g : C(Xx, Y) = 
Ho la aplicación sobreyectiva obtenida de gr..Demuestre que si f : X => 
Y es unifórmemente continua, entonces la aplicación g7* es continua en 
el punto Gf. ] 

(c) Dé un ejemplo donde g”* no sea continua en el punto GF. 

(d) Teorema. SiX es compacto, entonces gr :C(X, Y) — H es un embebi- 
miento. 


$46 Convergencia puntual y convergencia compacta 


Existen otras topologías útiles sobre los espacios YX y C(X, Y) adicionalmente a 
la topología uniforme. Consideraremos aquí tres de ellas que son conocidas como la 
topología de la convergencia puntual, la topología de la convergencia compacta y la 
topología compacto-abierta. 


Definición. Dado un punto x en el conjunto X y un conjunto abierto U del espacio 
Y, sea 

S(,U) =111f € Y? y f(x) € U). 
Los conjuntos S(x, U) determinan una subbase para una topología sobre YX, la cual 
se conoce como topología de la convergencia puntual (o topología punto-abierta). 


El elemento básico general para esta topología es una intersección finita de ele- 
mentos subbásicos S(x, U). Así, un elemento básico típico alrededor de la aplicación 
f consiste en todas las aplicaciones y que están “cerca” de f en una cantidad finita 
de puntos. Dicho entorno aparece ilustrado en la Figura 46.1 y consiste en todas las 
aplicaciones g cuyas gráficas intersecan los tres intervalos verticales dibujados. 


La topología de la convergencia puntual sobre Y X no es nada nueva. Es preci- 
samente la topología producto que ya hemos estudiado. Si cambiamos X por J y 
denotamos el elemento general de J por «+ para que parezca más familiar, entonces 
el conjunto S(a, 17) de todas las aplicaciones x : J — Y tales que x(a) € U es 
precisamente el subconjunto 7 *(U) de Y Y, que es el elemento subbásico estándar 
para la topología producto. 


- La razón por la que llamamos a ésta la topología de la convergencia puntual pro- 
viene del siguiente teorema: d , 


Teorema 46.1. Una sucesión f, de aplicaciones converge a la aplicación f en la 
topología de la convergencia puntual si,-y sólo si, para cada x €: X, la sucesión 
f(x) de puntos de Y converge al punto f(x). : 


322 Espacios métricos completos y espacios de funciones Capítulo 7 


* Figura 46.1 


Demostración. Este resultado es justo una reformulación, en términos de la nueva 
notación, de un resultado estándar para la topología producto probado como Lema 
43.3. Lo : .s A 


EJEMPLO 1. Consideremos el espacio R?, donde Y = [0,1]. La sucesión (f.) de fun- 
ciones continuas dadas por fn(1) = 2” converge, en la, topología de la. convergencia 
puntual, a la función f definida por E 


0 para 0<zx<l 
sb a 
1 para z=1. 


Este ejemplo muestra que el subespacio C(T,R) de las funciones continuas no es cerrado 
en R? con la topología de la convergencia puntual. 


Sabemos que una sucesión (f,,) de aplicaciones continuas que converge en la to- 
pología uniforme, tiene un límite continuo, y el ejemplo anterior muestra que una 
sucesión que converge sólo en la topología de la convergencia puntual, no necesa- 
riamente. Podemos preguntarnos si existe una topología intermedia entre estas dos 
que sea suficiente para asegurar que el límite de una sucesión convergente de apli- 
caciones continuas sea una aplicación continua. La respuesta es “sí”; asumiendo la 
(medianamente débil) restricción de que el espacio X sea compactamente generado, 
será suficiente si f,, converge a f en la topología de la convergencia compacta, la cual 
definimos ahora. 


Definición. Sean (Y, d) un espacio métrico y X un espacio topológico. Dados un 
elemento f de Y X, un subespacio compacto € de X y un número e > 0, sea Be(f, e) 
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el conjunto de todos aquellos elementos g de Y * para los cuales 


supld(f(2), 9(x)) [2 € Cj<e. 


Los conjuntos Bolf, e) conforman una base para una topología sobre YX, Se de- 
nomina topología de la convergencia compacta (o algunas veces “topología de la 
convergencia uniforme sobre conjuntos compactos”). 


Es fácil comprobar que los conjuntos Bg(f, e) satisfacen las condiciones para ser 
una base. El paso crucial está en darse cuenta de que si g € Bg(f, €), entonces para 


¿== suplad(f(z), g(a)) | x € O), 


tenemos que Bo(g,6) C Bolf, e). a 


La topología de la convergencia compacta se diferencia de la topología de la con- 
vergencia puntual én que el elemento básico general que contiene a f consiste en las 
aplicaciones que están “cerca” de f no para un número finito de puntos, sino para 
todos los puntos de algún conjunto compacto. 


La justificación para la elección de la terminología se desprende del siguiente 
teorema, cuya demostración es inmediata. 


Teorema 46.2. Una sucesión f,, : X — Y de aplicaciones converge a la aplicación 
f en la topología de la convergencia compacta si, y sólo si, para cada subespacio 
compacto € de X, la sucesión f, |C' converge uniformemente a f [C. 


Definición. Un espacio X se dice que está compactamente generado si satisface 
la siguiente condición: un conjunto Á es abierto en X si AMC es abierto en C, para 
cada subespacio compacto C de X. 


Esta condición equivale a decir que un conjunto B es cerrado en X si BM C es 
cerrado en €, para cada compacto C. Es una restricción relativamente débil sobre el 
espacio; muchos espacios familiares están compactamente generados. Por ejemplo: 


Lema 46.3. Si X es localmente compacto, o si X satisface el primer axioma de 
numerabilidad, entonces X está compactamente generado. 


Demostración. Supongamos que X es localmente compacto. Sea AM C abierto en 
C para todo subespacio compacto C' de X. Probemos que A es abierto en X. Dado 
1 € A, elijamos un entorno U de xx que esté incluido en un subespacio compacto C 
de X. Como ANC es abierto en C por hipótesis, AN U es abierto en U y, por tanto, 
abierto en X. Entonces A M U es un entorno de x contenido en A, de manera que A 
es abierto en X. 
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Supongamos que X satisface el primer axioma de numerabilidad. Si BN C es 
cerrado en C, para cada subespacio compacto C de X, probemos que B es cerrado en 
X.. Sea x un punto de B y veamos que x € B. Dado que X tiene una base numerable 
en x, existe una sucesión (1) de puntos de B que converge a x. El subespacio 


C=4(xjU [2 |neZzy,) 


es compacto, de manera que B NC es cerrado en C por hipótesis. Como B NC con- 
tiene a z,,, para todo n, también contiene a x. Por lo tanto z € B; como deseábamos 
probar. : E B 


El hecho clave para los espacios compactamente generados es el siguiente: 


Lema 46.4. Si X está compactamente generado, entonces una aplicación f : X = 
Y es continua si para cada subespacio compacto C de X', la aplicación restringida 
FIC es continua. 


Demostración. Sea V un subconjunto abierto de Y y probemos que f7*(V) es 
abierto en X. Dado cualquier subespacio C de X, 


fUV)nC=(f10)(V). 


Si C es compacto, este conjunto es abierto en C porque f[C es continua. Dado que 
X está compactamente generado, deducimos que f7*(V) es abierto en X. A 


Teorema 46.5. Sean X un espacio compactamente generado e (Y, d) un espacio 
métrico. Entonces C(X, Y) es cerrado en YX con la topología de la convergencia 
compacta. 


Demostración. Sea f € Y% un punto límite de C(X, Y ); tenemos que probar.que f 
es continua. Es suficiente comprobar que f|C es continua para cada subespacio com- 
pacto C de X. Para cada n, consideremos el entorno By(f, 1/n) de f; éste interseca 
a C(X, Y), de manera que podemos elegir una aplicación f. € C(X, Y) dentro de 
este entorno. La sucesión de aplicaciones .fn [C: C — Y converge uniformemente a 
la aplicación f|C . Por tanto, por el teorema del límite uniforme, f|C es continua. 

. A 


Corolario 46.6. Sean X un espacio compactamente generado e (Y, d) un espacio 
métrico. Si una sucesión de aplicaciones continuas f,, : X — Y converge a f en la 
topología de la convergencia compacta, entonces f es continua. 
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* Tenemos ahora tres topologías para el espacio de funciones Y %, cuando Y es un 
espacio métrico. La relación entre ellas queda establecida en el siguiente teorema, 
cuya demostración es directa. 


Teorema 46.7. Sean X un espacio topológico e (Y, d) un espacio métrico. Para el 
espacio de funciones Y *, tenemos las siguientes inclusiones de topologías: 


(uniforme) > (convergencia compacta) > (convergencia puntual). 


Si X es compacto, las dos primeras coinciden, y si X es discreto, las dos últimas 
coinciden. 


Observemos que las definiciones de la topología uniforme y la topología de la 
convergencia compacta hacen uso específico de la distancia d para el espacio Y. Sin 
embargo, la topología de la convergencia puntual no lo.hacé; de hecho, está definida 
para cualquier espacio Y. Es natural preguntarse si alguna de estas topologías pue- 
de ser extendida al caso donde Y es un espacio topológico arbitrario. No existe una 
respuesta satisfactoria a esta cuestión para el espacio YX de todas las aplicaciones 
de X en Y. Sin embargo, para el subespacio C(X, Y) de las aplicaciones continuas, 
sí que podemos probar algo. Resulta que existe una topología general sobre € AD, 
conocida como topología compacto-abierta, que coincide con la topología de la con- 
vergencia compacta cuando Y es un espacio métrico. Esta topología es importante ya 
de por sí, como veremos. 


Definición. Sean X e Y espacios topológicos. Si C' es un subespacio compacto de 
X y U es un subconjunto abierto de Y, definimos 


S(C,U)=4f|f € ((X, Y) y H(C) CU). 


Los conjuntos S(C, U) conforman una subbase para una topología sobre e(x, Y) 
que se conoce como topología compacto-abierta. 


Se desprende claramente de la definición que la topología compacto-abierta es 
más fina que la topología de la convergencia puntual. La topología compacto-abierta 
puede, de hecho, definirse en todo el espacio de funciones YX. Sin embargo, es 
interesante sólo para el subespacio C(X, Y), de manera que consideraremos esta to- 
pología Únicamente para este espacio. 


Teorema 46.8. Sean X un espacio topológico e (Y, d) un espacio métrico. Sobre el 
conjunto €(X, Y), la topología compacto-abierta y la topología de la id 
compacta coinciden. 


Demostración. Si A es un subconjunto de Y y e > 0, sea U(A, €) el e-entorno de 
A.Si A es compacto y Y es un conjunto abierto que contiene a A. entonces existe un 
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e > 0 tal que U(A, e) C V.. Desde luego, el valor mínimo de la función da A X-V) 
es el requerido e. 


Probemos primero que la topología de la convergencia compacta es más fina que 
la topología compacto-abierta. Sea S(C, U) un elemento subbásico para la topología 
compacto-abierta y sea f un elemento de S(C,U). Como f és continua, f(C) es 
un subconjunto compacto del conjunto abierto U. Por lo tanto, podemos elegir e de 
forma que el e-entorno de f(C) esté contenido en U. Entonces, como deseábamos, 


Balf, €) E 5(C, 0). 


Probemos ahora que la topología compacto-abierta es más fina que la topología de la 
convergencia compacta. Sea f € C(X, Y). Dado un conjunto abierto alrededor de f 
en la topología de la convergencia compacta, existe un elemento básico de la forma 
Boff, e) contenido en él. Vamos a encontrar un elemento básico para la topología 
compacto-abierta que contenga a f y esté contenido en Bo(f, e). - 


Cada punto x de X tiene un entorno V,, tal que f(V.,) está contenido en un con- 
junto abierto U, de Y con diámetro menor que e. (Por ejemplo, escojamos V, de 
forma que f(V,,) esté contenido en el e/4-entorno de f(x). Entonces f(V.,) está con- 
tenido en el e/3-entorno de f (7), el cual tiene diámetro no más grande que 2€/3,) 
Recubramos C' mediante una cantidad finita de tales conjuntos V.;, digamos para 
Z =L1,:.., Tn. Sea Cy =V, MC. Entonces C., es compacto y el elemento básico 


S(Ca, ¡ Us, ) uses AS(Ca,,, Uz,,) 


contiene a f y está contenido en Bg(f, e), como deseábamos. A 


Corolario 46.9. Sea Y un espacio métrico. La topología de la convergencia compac- 
ta sobre C(X, Y) no depende de la distancia de Y . Por lo tanto, si X es compacto, la 
topología uniforme sobre C(X, Y”) no depende de la distancia de Y . 


El hecho de que la definición de la topología compacto-abierta no involucre una 
distancia es precisamente una de sus usuales ventajas. Otra es el hecho de que satisfa- 
ce el requisito de “unificar la continuidad”. Hablando a grandes rasgos, esto significa 
que la expresión f(x) es continua no sólo en la “variable” x, sino que es continua 
conjuntamente en ambas “variables” x y f. Siendo más precisos, tenemos el siguien- 
te teorema: : 


Teorema 46.10. Sea X un espacio de Hausdorff localmente compacto y dotemos a 
e(X, Y) con la topología compacto-abierta. Entonces la aplicación 


e: X xC(xX, Y) — Y 
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definida por la ecuación 
es continua. 


La aplicación e se conoce como aplicación evaluación. 


Demostración, Dado un punto (zx, f) de X x C(X, Y) y un conjunto abierto V 
de Y alrededor del punto imagen e(f,x)+= f(x), deseamos encontrar un conjunto 
abierto alrededor de (.x, f) que sea aplicado sobre Y mediante e. Primero, utilizando 
la continuidad de f y el hecho de que X' es de Hausdorff y localmente compacto, 
podemos escoger un conjunto abierto U alrededor de x con clausura compacta Ú, tal 
que f aplica U sobre V. Entonces consideremos el conjunto abierto U x S(0,V) en 
X x C(X, Y). Es un conjunto abierto que kontiene a (x, f). Y si (x”, f”) pertenece a 
este conjunto, entonces ERA F”) = f(x”) pertenece a V, como o deseábamos. n 


Una consecuencia de este teorema es el teorema que sigue. Es útil en topología 
algebraica. 


Definición. Dada una aplicación f : X x Z — Y, existe una aplicación asociada 
F:Z —>€(X, Y ), definida por la ecuación . 


(F(2)2) = f(z, 2). 


Recíprocamente, dada F" : Z —= C(X, Y ), esta ecuación define la correspondiente 
aplicación f : X x ll —> Y. Decimos que F es la aplicación de Z en C(X, 10 que 
está inducida por f. 


*Teorema 46.11. Sean X e Y espacios topológicos y consideremos en e(x, Y) la 
topología compacto-abierta. Si f : X x Z —= Y es continua, entonces la aplicación 
inducida F : Z — C(X, Y) también es continua. El recíproco es cierto si X es un 
espacio de Hausdorff localmente compacto. 


Demostración. Supongamos primero que FF es continua y que X es de Hausdorff 
localmente compacto, Se sigue que f es continua, ya que f es igual a la composición 


ixxF 


lo dE O de y 


donde ¿x es la aplicación identidad de X. 


Supongamos ahora que f es continua. Para comprobar la continuidad de F, tome- 
mos un punto zg de Z y un elemento subbásico S(C, U) para C(X; Y) que contiene a 
F (zp), y encontremos un entorno W de zp que sea aplicado mediante F en S(C, U). 
Esto será suficiente. 
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El hecho de que F(2p) esté en S(C, U) significa simplemente que (F(29))(x) = 
f(x, zp) está en U, para todo x € C, es decir, F(C x zp) C U. La continuidad de f 
implica que f7*(U) es un conjunto abierto en X x Z que contiene a C' x zg. Entonces 


fHUU)N(Cx2) 


es un conjunto abierto en el subespacio C' x Z que contiene la rebanada C x zp. El 
lema del tubo de $26 implica que existe un entorno W de zg en Z tal que el tubo 
completo C' x W está contenido en f7!(U) (véase la Figura 46.2). Entonces, para 
z € W y z € C, tenemos que f(x, 2) € U. Por lo tanto, F(W) ZS(C, U), como 
deseábamos probar. : : : coo 


Y 
FSA 
Pza 
a 
OO] 
PRL 
EII 

ELLA 


f(Cxzp) 


Figura 46.2 


Vamos a abordar brevemente las relaciones existentes entre la topología compacto-abierta 
y el concepto de homotopía, el cual surge en topología algebraica. 


Si f y g son aplicaciones continuas de X en Y, decimos que f y g son homotópicas 
si existe una aplicación continua : 


h:X x [0,1] — Y 


tal que h(x,0) = f(x) y h(x,1) = g(x), para todo z € X. La aplicación h se llama 
homotopía entre f y g. 

Hablando a grandes rasgos, una homotopía es una “familia uniparamétrica continua” 
de aplicaciones de X en Y. Siendo más precisos, observemos que una homotopía h puede 


verse como una aplicación ; 
H: [0,1] — C(X, Y) 


que asigna, a cada valor del parámetro + en [O, 1], la correspondiente aplicación continua 
de X en Y. Suponiendo que X' es de Hausdorff y localmente compacto, vemos que h es 
continua si, y sólo si, H es continua. Esto significa que una homotopía h entre f y g se 
corresponde precisamente con un.camino en el espacio de funciones C(X, Y) desde el 
punto f de €(X, Y) al punto g. 


Volveremos a un estudio más detallado de la homotopía en la Parte EH del libro. 
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Ejercicios 
1. Demuestre que los conjuntos Bg(f, e) forman una base para una topología sobre 
yx. 
2. Pruebe el Teorema 46.7. 


3. Demuestre que el conjunto B(R,|R) de las funciones acotadas f : R > R 
es cerrado en RE con la topolójia uniforme, pero no con la topología de la 
convergencia compacta. 


4, Considere la sucesión de fisio: continuas f, : R — R definidas por 


fa(2) =2/n. 
¿En cuál de las tres topologías del Teorema 46.7 converge esta sucesión? Res- 
ponda a la misma cuestión para la sucesión dada en el Ejercicio 9 de $21.. 


5. Considere la sucesión de funciones f : (—1,1) — R, definidas por 
E : 
falz) = Y ha. 
. k=1 


(a) Demuestre que (f») converge en la topología de la convergencia compacta 
y concluya que la función límite es continua (éste es un hecho estándar 
sobre series de potencias). 


(b), Pruebe que (f,,) no converge en la topología uniforme. 
6. Demuestre que, con la topología compacto-abierta, C(X, Y) es de Hausdorff si 


Y es de Hausdorff, y regular si Y es regular. [Indicación: si Ú CV, entonces 
S(C,U) C S(C,V).] 


7. Demuestre que si Y es de Hausdorff y localmente compacto, entonces la com- 
posición de aplicaciones 


C(X, Y) x C(Y, Z) — e(X, Z) 


es continua, siempre que se utilice la topología compacto-abierta. [Indicación: 
sigo f € S(C, U), encuentre V tal que F(C) € V y g(V) cU] 

8, Denote por €'(X, Y) el conjunto €(X, Y) con alguna topología 7. Demuestre 
que si la aplicación evaluación 


e: X xCO(X,Y) +» Y 


es continua, entonces T contiene a la topología compacto-abierta. [Indicación: 
la aplicación inducida E : C'(X, Y) — C(X, Y) es continua.] 
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9. Damos aquí una aplicación (inesperada) del Teorema 46.11 a las aplicaciones 


*10. 


11. 


cociente (compare con el Ejercicio 11 de $29). 

Teorema. Sip: A — Bes una aplicación cociente y X.es de Hausdorff y 
localmente compacto, entonces ix xp: X x A —= X x B es una aplicación 
cociente. 

Demostración. 


(a) Sea Y el espacio cociente inducido por ¿x x p y seaq: X x A —> Y la 
aplicación cociente. Demuestre que existe una aplicación continua biyec- 
tivaf: Y >XxBtalque fog=ix xp. 

(b) Sea g = f7*.SeanG : B => C(X, Y) y Q : A — C(X, Y) las aplicacio- 
nes inducidas por g y q, respectivamente. Demuestre que Q = Go p. 

(c) Demuestre que (2 es continua y concluya que G es continua, de manera 
que g es continua. 


Un espacio es localmente compacto si puede ser recubierto por conjuntos abier- 
tos de modo que cada uno de los cuales esté contenido en un subespacio com- 
pacto de X. Se dice que es v-compacto si puede ser recubierto por una cantidad 
numerable de tales conjuntos abiertos. 


(a) Demuestre que si X es localmente compacto y 2AN, entonces X es d- 
compacto. 

(b) Sea (Y, d) un espacio métrico. Demuestre que si X' es o-compacto, exis- 
te una distancia para la topología de la convergencia compacta sobre Y * 
tal que si (Y, d) es completo, entonces YX es completo con esta distan- 
cia. [Indicación: sea A,, Az,... una colección numerable de subespacios 
compactos de X cuyos interiores recubren X. Denote por Y; el conjunto 
de todas las aplicaciones de A; en Y, con la topología uniforme. Defina un 
homeomorfismo entre Y % y un subespacio cerrado del espacio producto 
Y xYx-... 


Sea (Y, d) un espacio métrico y X un espacio topológico. Defina una topología 
sobre C(X, Y) como sigue: dada f € C(X, Y) y dada un función continua 
positiva 4 : X — Ry en X, sea 


B(f,0) = [9] d(f(w), ga) < ó(a) para todo x € X). 


(a) Demuestre que los conjuntos B(f, 9) forman una base para una topología 
sobre C(X, Y ) que se conoce como topología fina. 


(b) Pruebe que la topología fina contiene a la topología uniforme. 
(c) Demuestre que si X es compacto, las topologías fina y uniforme coinciden, 


(d) Pruebe que si X es discreto, entonces C(X, Y) = Y * y las topologías fina 
y por cajas coinciden. 
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847 El teorema de Ascoli 


Probamos ahora una versión más general del teorema de Ascoli. Ésta caracteriza a 
los subespacios compactos de C(X, Y) con la topología de la convergencia compacta. 
La demostración, sin embargo, involucra a nuestras tres topologías estándar para los 
espacios de funciones: la topología de la convergencia puntal; la topología de la 
convergencia compacta y la topología uniforme. 


Teorema Ús (Teorema de Ascoli). Sean .X un espacio topológico e (Y, d) un es- 
pacio métrico. Dotemos a C(X, Y) con la topología de la convergencia compacta y 
sea $ un subconjunto de €(X, Y). 


(a) Si F es equicontinuo respecto a d y el conjunto 


F=1(()|fE5) 


tiene clausura compacta para cada a € X, entonces F está contenido en un 
subespacio compacto de C(X, Y). 


(b) El recíproco es cierto si X es de Hausdorff y localmente compacto. 


Demostración de (a). Consideremos sobre Y * la topología producto, la cual coin- 
cide con la topología de la convergencia puntual. Entonces Y Y es un espacio de 
Hausdorff. El espacio €(X, Y ), que tiene la topología de la convergencia compacta, 
no es un subespacio de Y *. Sea 9 la clausura de Fen YX, 


Paso 1. Veamos que $ es un subespacio compacto de YX, Dado a € X, denote- 


mos por €, la clausura de F, en Y; por hipótesis, C. es un subespacio compacto de 
Y. El conjunto $ está contenido en el espacio producto 


[Tc 

aX 
ya que este producto consiste, por definición, en todas las aplicaciones f : X = Y 
que satisfacen la condición f(a) € C,, para todo a. Este espacio producto es com- 
pacto, por el teorema de Tychonoff, y es un subespacio cerrado del espacio producto 
Y%. Dado que $ es igual a la clausura de F en Y %, 9 está contenido en TI] Ca; por 
tanto, al ser cerrado, Y es compacto. 


Paso 2. Probamos ahora que cada aplicación perteneciente a 9 es continua y, más 
aún, que Y es equicontinua respecto a d. 


Dados xy € X y e > 0, escojamos un entorno U de xp tal que 
(x) d(f(x), f(z0)) <e/3 paratodo f € F y todo zx € U. 


Vamos a demostrar que d(g(x%), g(xo)) < e para todo g € $ y todo x € U; de aquí se 
deduce que 9 es equicontinua. 
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Sean g € % y z un punto de U. Definamos V.; como el subconjunto de Y 4, abierto 
en YX, consistente en todos los elementos h de Y * tales que 


(o. Maa) <e/3s y  díh(ao),glan)<e/3. 


Dado que g pertenece a la clausura de F, el entorno V,, de g debe contener un 
elemento e SS F, Aplicando la desigualdad triangular a (+) y (+x*), se deduce que 
d(g(x), g(zo)) < e, como deseábamos. 

Paso 3. Probemos que la topología producto sobre Y X y la topología de la con- 
vergencia compacta sobre C(X, Y) coinciden en el subconjunto 9. 

En general, la topología de la convergencia compacta es más fina que la topología 
producto. Probemos que se tiene la inclusión inversa para el subconjunto Y. Sean y 
un elemento de Y y Be(g, e) un elemento básico para la topología de la convergencia 
compacta sobre YX que contenga a g. Encontremos un elemento básico B para la 
topología de la convergencia puntual sobre YX que contenga a g y tal que 


[BN 8] c [Bc(9,e) N 3. 


Utilizando la equicontinuidad de 9 y la compacidad de C, podemos recubrir C con 
una cantidad finita de conjuntos abiertos Uy,...,U, de X, que contenga puntos 
Z1,..., Tn respectivamente, tales que, para cada ¿, se verifica 


d(g(x), g(rs)) < e/3 


para x € U; y yg € 9. Entonces definimos B como el elemento básico para YX dado 
por ' 
B=(h|heY? y d(h(x;), g(x;)) <e/3 parai=1,...,n). 


Probemos que si h es un elemento de B N 9, entonces h pertenece a Bo(g, e). Es 
decir, probemos que d(h(x), g(x)) < e, para x € C. Dado x € C, escojamos : tal 
que x € U;. Entonces 


d(h(z),h(x:)) <e/3 y 
 (g(z), g(z:)) <.e/3 


ya que x € U, y g,h € 9, mientras que 


d(h(x;), g(x;)) < e/3 


porque h € B. Se sigue, por la desigualdad triangular, que d(h(x), g(x)) < e, como 
deseábamos. 

Paso 4. Completemos la demostración. El conjunto $ contiene a $ y está conteni- 
do en C(X, Y). Es compacto como subespacio de Y * con la topología producto. Y, 
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por el resultado que acabamos de probar, es también compacto como subespacio de 
e(X, Y) con la topología de la convergencia compacta: 


Demostración de (b). Sea H un subespacio compacto de C(X, Y) que contenga a 
$. Probemos que 4H es equicontinuo y que H, es compacto, para cada a € X. Se 
tendrá entonces que $ es equicontinuo (dado que F C H) y que F, está Aontenido 
en el subespacio compacto H,, de Y, de manera que $, es compacto. 


Para probar que H¿ es compacto, consideremos la composición de la aplicación 
j:COX, Y) => Xxe(x, Y) 
definida [ por rl f=axf,yla apreció evaluación 
e:X x.0(X, Y) => Y 


dada por la ecuación e(x x f) = f(x). La aplicación ¡ es obviamente continua y la 
aplicación e es continua por los Teoremas 46.8 y 46.10. La composición e o j aplica 
H en Ha; como H es compacto, también: lo es Ha. 


Vamos a demostrar ahora que K es equicontinua en a, respecto a la distancia d. 
Sea A un subespacio compacto de X que contenga unentomno de a. Es suficiente 
probar que el subconjunto . 
R=(FA:f EH) 
de C(A, Y) es equicontinuo en a. 


Dotemos a C(A, Y) con la topología de la convergencia compacta. Veamos que la 
aplicación restricción 
r:C(X, Y) > C(4, Y) 


es continua. Sea f un elemento de e(X, Y) y sea B = Be(flA, e) un elemento 
básico para C(A, Y) conteniendo a f [4, donde C es un subespacio compacto de A. 
Entonces C es un subespacio compacto de X yr aplica en B el entorno Bol. f, €) de 
fene(X, Y). 

La aplicación 7 lleva H sobre R; como H es compacto, también lo es R. Ahora R 
es un subespacio de C(A, Y ); dado que A es compacto, la topología de la convergen- 
cia compacta y la topología uniforme coinciden sobre C(A, Y). Se deduce del Teo- 
rema 45.1 que R está totalmente acotado para la distancia uniforme sobre C(A, Y); 
entonces el Lema 45.2 implica que R es equicontinuo respecto a d. ] 


Una versión aún más general del teorema de Ascoli la podemos encontrar en [K] 
o [Wd]. En ésta no se supone que Y es un espacio métrico, sino únicamente que tiene 
lo que se conoce como una estructura uniforme, lo cual es una generalización del 
concepto de distancia. 


El teorema de Ascoli tiene muchas aplicaciones en análisis, pero éstas se salen 
fuera del alcance de este libro (véase [K-F] para algunas de tales aplicaciones). 
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Ejercicios 


1. 


5. 


¿Cuáles de los siguientes pbconiuntes de C(R, R) están puntuales acota- 
dos? ¿Cuáles son equicóntinuos? 

(a) La colección [f.), donde f (£) = x +sennz. 

(b) La colección [gn y, donde gx) = =n+s8senz. 

(c) La colección (An), donde hn(x) = |2/ 1/7. 

(d) La colección (kn), donde kn (x) = nsen(x/n). 


. Pruebe el siguiente resultado: 


Teorema. Si X es un espacio de Hausdorff localmente compacto, entonces un 
subespacio F de C(X,R”) con la topología de la convergencia compacta tiene 
clausura compacta si, y sólo si, F está puntualmente acotado y es equicontinuo 
respecto a cualquiera de las distancias estándar sobre R”., 


Demuestre que la versión general del teorema de Ascoli Implica versión clási- 
ca (Teorema 45.4) cuando X es de Hausdorff. 


. Pruebe el siguiente resultado: 


Teorema (teorema de Arzela, versión general). Sea X un espacio de Hausdorff 
que es c-compacto y sea f,, una sucesión de aplicaciones f, : X —= R*. Sila 
colección ( f,, y está puntualmente acotada y es equicontinua, entonces la suce- 
sión f,, tiene una subsucesión que converge, en la topología de la convergencia 
compacta, a una aplicación continua. 

[Indicación: demuestre que C(X, R*) satisface el primer axioma de numerabi- 
lidad.] 


Sea (Y, d) un espacio métrico y sea f,, : X —= Y una sucesión de aplicaciones 
continuas y f : X > Y una aplicación (no necesariamente continua). Suponga 
que f, converge a f en la topología de la convergencia puntual. Demuestre 
que si (f,,) es equicontinua, entonces f es continua y f, converge a f en la 
topología de la convergencia compacta. 


LO 
Capítulo 8 


Espacios de Baire y teoría de la 
dimensión 


En este capítulo introducimos una clase de espacios topológicos llamados los espa- 
cios de Baire. La condición que caracteriza a un espacio de Baire es un poco .com- 
plicada para ser enunciada pero es, a menudo, muy útil en las aplicaciones, tanto 
en análisis como en topología. La mayoría de los espacios que hemos estudiado son 
espacios de Baire. Por ejemplo, un espacio de Hausdorff es un espacio de Baire si 
es compacto, o incluso si es localmente compacto. Un espacio metrizable X es un 
espacio de Baire si es topológicamente completo, esto es, si existe una distancia en 
X relativa a la cual X' es un espacio completo. 


Como el espacio C(X, IR”) de todas las funciones continuas de un espacio X en 
R*” es completo en la distancia uniforme, se sigue que dicho espacio es un espacio de 
Baire en la topología uniforme. Este hecho tiene numerosas e interesantes aplicacio- 
nes. 


Una aplicación se presenta en la prueba que damos en 849 acerca de la existencia 
de una ftinción continua, con valores en R, que no es diferenciable en ningún punto. 


Otra aplicación surge en la rama de topología llamada teoría de la dimensión. 
En $50 definimos una versión topológica de la dimensión debida a Lebesgue. Y pro- 
bamos el clásico teorema que afirma que todo espacio metrizable compacto de di- 
mensión topológica m puede ser embebido en el espacio euclídeo RY de dimensión 
N = 2m + 1. Sé deduce que toda variedad m-dimensional compacta puede ser em- 
bebida en R27+1, lo cual generaliza el teorema del embebimiento probado en 836. 

A lo largo del capítulo se supone que el lector está familiarizado con los espacios 
métricos completos ($43). Cuando estudiemos la teoría de la dimensión haremos uso 
de la sección $36, de los embebimientos de variedades así como de los resultados 
básicos del álgebra lineal. 
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$48 Espacios de Baire 


La condición que caracteriza a los espacios de Baire es probablemente la “menos 
natural” de todas las que han sido introducidas en este libro. 


En esta sección definiremos los espacios de Baire y probaremos que dos importan- 
tes familias de espacios —los espacios métricos completos y lós espacios de Haus- 
dorff compactos— están contenidas en la clase de los espacios de Baire. Después 
presentaremos algunas aplicaciones que, incluso si no hacen que la condición de Ba:- 
re parezca más natural, probarán al menos lo útil que dicho concepto puede llegar 
a ser. De hecho, es una herramienta muy útil y bastante sofisticada tanto en análisis 
como en topología. o 


Definición. Recordemos que si Á es un subconjunto de un espacio X,el interior de 
A se define como la unión de todos los conjuntos abiertos de X' que están contenidos 
en A. Decir que A tiene interior vacío significa que Á no contiene ningún conjunto 
abierto de X distinto del conjunto vacío. Equivalentemente, A tiene interior vacío si 
todo punto de A.es un punto límite del complementario de A, es decir, si el conjunto 
complementario de A es denso en X. 


EJEMPLO 1. El conjunto Q de los números racionales tiene interior vacío como sub- 
conjunto de R, pero el intervalo (0, 1] tiene interior no vacío. El intervalo [0, 1] x 0 tiene 
interior vacío como subconjunto del plano RR?, igual que el subconjunto Q x R. 


Definición. Un conjunto X se dice que es un espacio de Baire si se satisface la 
siguiente condición: dada cualquier familia numerable (A) de conjuntos cerrados 
de X, todos ellos con interior vacío en X', su unión (Y A,, también tiene interior vacío 
en X. ; e 


EJEMPLO 2. El espacio Q de los números racionales no es un espacio de Baire. Los 
conjuntos unipuntuales de Q son cerrados y tienen interior vacío en Q; sin embargo, Q es 
la unión numerable de sus subconjuntos unipuntuales. 

El espacio Z,, por otra parte, es un espacio de Baire. Todo subconjunto de Zy es 
abierto, por lo que no existen subconjuntos de Z, con interior vacío, excepto el conjunto 
vacío. Por tanto, Z., satisface trivialmente la condición de Baire. 

En general, cualquier subespacio cerrado-de R, al ser un espacio métrico completo, 
es un espacio de Baire. Sorprende el hecho de que los números irracionales de R también 
constituyan un espacio de Baire (véase el Ejercicio 6). 


La terminología utilizada originalmente por R. Baire para este cóncepto involu- 
craba la palabra “categoría”. Un subconjunto A de un espacio X' se dice que es de 
primera categoría en X si está contenido en la unión de una familia numerable de 
conjuntos cerrados de X' con interiores vacíos en X; en otro caso 'se dice que es de 
segunda categoría. Usando esta terminología, podemos decir lo siguiente: 


j 
: 
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Un espacio X es un espacio de Baire si, y sólo si, todo conjunto abierto 
no vacío de X es de segunda categoría. 


En este libro no utilizaremos los términos “primera categoría” y “segunda cate- 
goría”. 

La definición precedente es la “definición por conjuntos cerrados” de un espacio 
de Baire. Existe también una formulación que utiliza conjuntos abiertos y que es a 
menudo muy útil. Se enuncia en el siguiente lema: 


Lema 48,1. X es un espacio de Baire si, y sólo si, dada cualquier familia nume- 
rable (Un) de conjuntos abiertos en X, cada uno de los cuales es denso en X, su 
intersección (| U,, es también un conjunto denso en X. 


Demostración. Recordemos que un conjunto C es denso en X si C = X.El resul- 
tado es entonces una consecuencia de los dos hechos siguientes: 


(1) A es cerrado en X si, y sólo si, X — A es abierto en X. 


(2) B tiene interior vacío en X si, y sólo si, X — B es denso en X. ] 


Existen numerosos teoremas que proporcionan condiciones para que un espacio 
sea un espacio de Baire. El más importante es el siguiente. 


Teorema 48.2 (Teorema de la categoría de Baire). Si X es un espacio de Haus- 
dorff compacto o un espacio métrico completo entonces X es un espacio de Baire. 


Demostración. Dada una familia numerable (A,,) de conjuntos cerrados de X con 
interiores vacíos, queremos probar que su unión |.) A, tiene también interior vacío en 
X. Así, dado un conjunto abierto no vacío Up de X, debemos encontrar un punto x 
de Up que no pertenezca a ninguno de los conjuntos A». 


Consideremos el primer conjunto: A. Por hipótesis, A1 no contiene a Uy. Por 
tanto, podemos elegir un punto y de Up que no pertenece a A1. La regularidad de X, 
junto con el hecho de que A: sea cerrado, nos permite escoger un entorno U; de y tal 
que : : AS 


'D,NAz = Y, 
U, C Us. 


Si X es un espacio métrico, EScOBeEOS U, satisfaciendo que su diámetro sea menor 
que 1. Z 


En general, dado un conjunto abierto no vacío ÚU,,...1, escogemos un punto de 
U,-1 que no pertenece al conjunto cerrado A,, y entonces elegimos un'entorro U., 
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de dicho punto verificando 
O, NAn = 2, 
On ¡a Un-1, 
diámU, < 1/n enel caso métrico. 


Afirmamos que la intersección (Y U,, es no vacía, de lo que se concluye el teorema. 
En efecto, si corisideramos un punto x de (1Ú,,, entonces x pertenece a Uy ya que 
O, C Up. Además, para cada n el punto zx no pertenece a A,, ya que ÚD,, y An son 
conjuntos disjuntos. 


La prueba de que la intersección () Ú,, es no vacía se realiza en dos partes, de- 
pendiendo de que X sea un espacio de Hausdorff compacto o un espacio métrico 
completo. Si X es un espacio de Hausdorff compacto, consideramos la sucesión en- 
cajada U, > Uz > --+ de subconjuntos no vacíos de X. La familia (U,,) tiene la 
propiedad de la intersección finita; como X' es compacto, la intersección [] U,, debe 
ser no vacía. ' 

Si X es un espacio métrico completo, entonces aplicamos el siguiente lema. M 


Lema 48.3. Sea C¡ > C2 > --- una sucesión encajada de conjuntos cerrados no 
vacíos en un espacio métrico completo X.. Si diámC,, —> 0 entonces (1 C,, 4 2. 


Demostración. Este resultado se propuso como un ejercicio en $43 y ahora presen- 
tamos una demostración. Para cada n escojamos un punto xr, en C,,. Como Ly, Tm E 
Cy, para n,m > N, y el diámetro diám Cy puede hacerse menor que cualquier e 
dado con tal de elegir un N suficientemente grande, la sucesión (x,) es una sucesión 
de Cauchy. Supongamos que converge a un punto:z. Entonces dado k, la subsuce- 
sión Ex, Tg+1, - . : también converge a x. Por tanto, necesariamente se cumple que z 
pertenece a O, = C; y, en consecuencia, x € (Y Cy, como deseábamos. A 


Ahora presentamos una aplicación de la teoría de los espacios de Baire, y pre- 
sentaremos algunas más en las secciones siguientes. Esta aplicación es quizá más ' 
divertida que profunda y se refiere a una pregunta que un estudiante podría hacer en 
relación con las sucesiones convergentes de funciones continuas. 


Sea f,, : [0,1] — R una sucesión de funciones continuas tales que f(x) — f(x) 
para cada z € [0, 1]. Existen ejemplos que demuestran que la función límite f puede 
que no sea continua. Pero uno puede quedar muy sorprendido al saber lo discontinua 
que tal función puede llegar a ser. Por ejemplo, ¿podría ser que fuera discontinua en 
todos los puntos? La respuesta es “no”. Vamos a probar que 'f debe ser continua en 
un número infinito de puntos del intervalo [O, 1]. De hecho, el conjunto de puntos de 
continuidad de f es denso en [0, 1]. 


Para probar este resultado necesitamos el siguiente lema: 
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*Lema 48.4. Todo subespacio abierto Y de un espacio de Baire X es un espacio de 
Baire.. . , ' 


Demostración. Sea A, una familia numerable de conjuntos cerrados de Y que tie- 
nen interiores vacíos en Y . Probaremos que la unión | A, también tiene interior 
vacío en Y. 


Sea A, la clausura de A, en X, de modo que Á,, NY = Ay,. El conjunto A,, tiene 
interior vacío en X. En efecto, si U' es un conjunto no vacío abierto en X y contenido 
en Á,,, entonces U debe intersecar a: An. Por tanto, U N Y es un conjunto no vacío 
abierto en Y y contenido en Ar, lo que contradice la hipótesis. 


Si la unión de los conjuntos A,, contiene al conjunto no vacío W ábieno en Y, 
entonces la unión de los conjuntos A,, también contiene al conjunto W, que es abierto 
en X porque Y es abierto en X. Pero cada conjunto A,, tiene interior vacío en X, lo 
que contradice el hecho de que X sea un espacio de Baire. a 


*Teorema 48.5. Sea X un espacio y sea (Y, d) un espacio métrico. Sea f,, : X —= Y 
una sucesión de funciones continuas tales que f(x) — f(x) paratodo x € X, donde 
f : X — Y. Si X es un espacio de Baire, el conjunto de puntos de continuidad de f 
es un subconjunto denso en X. 


Demostración. Dado un entero positivo N y dado un número e > 0, definimos el 
conjunto 


Ane) = [x | d(fnlx), fm(w)) < e para todo n, m > N). 


Observemos que Ay (€) es cerrado en X. Esto es consecuencia del hecho de que el 
conjunto de puntos x para los cuales d(f.(w), fm(x)) < e es cerrado en X, por la 
continuidad de las funciones fn y fm, y An(e) es la intersección de estos conjuntos 
paran,m> N. 

Para un número e fijo, escojamos los conjuntos A1(e) C Ax(e) C ---.La unión 
de todos estos conjuntos es todo el conjunto X'. En efecto, dado un punto y € X, el 
hecho de que f.(x0) — f(zo) implica que la sucesión f. (xp) sea una sucesión de 
Cauchy y, en consecuencia, zy € Ay(e) para algún N. 


Definamos el conjunto 
|) IntAy(e) 
NEZ4 


Vamos a probar dos cosas: 
(1) U(e) es un conjunto abierto y denso en X. 
(2) La función f es continua en los puntos del conjunto 


C=U(1)nU(1/2)nU(1/3)n 
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AE 
El teorema se sigue entonces del hecho de que X' sea un espacio de Baire. 


Para probar que U(e) es denso en X, es suficiente probar que para cualquier 
conjunto V no vacío y abierto en X existe un número N tal que el conjunto V N 
Int Ay (€) es no vacío. Con este objetivo en mente, notemos primero que, para cada 
N, el conjunto Y M Ay(e) es cerrado en V. Como V es un espacio de Baire por el 
lema precedente, al menos uno de estos conjuntos, digamos VNA m (e), debe contener 
tn conjunto W no vacío y abierto en V. Como V es abierto en X, el conjunto W es 
también abierto en X y, por tanto, está contenido en Int Ay (e). 


Ahora probaremos que si zp € C entonces f es continua en zp. Dado e > 0 
encontraremos un entorno W de xq tal que d(f(x), f(xo)) < e para x € W. 


En primer lugar, elijamos un entero k tal que 1/k < e/3. Como xp € C se 
tiene que zy € U(1/k) por lo que existe un número N tal que xp € Int Ay(1/k). 
Finalmente, la continuidad de la función f]y nos permite escoger un entorno W de 
Xp, contenido en Ay(1/k), tal que 


(+) d(fu(x), fn(x0)) <e/3  paraz e W. 
Como W C Ay(1/k) entonces se tiene 

A(falz),fn(2)) <1/k — paran>N yz e W. 
Haciendo ténder 1. — oo obtenemos la desigualdad 
(ex) df(, fn(e)) <1/k<e/3  parazx € W. 
En particular, como y € W, tenemos 
(xx) Af (zo), fu (20) < €/3. 


Aplicando la desigualdad triangular a (+), (+x*) y (+*x*x) se deduce el resultado. — M 


Ejercicios 


1. Sea X igual a la unión numerable [|] B,,. Pruebe que si .X es un espacio de Baire 
no vacío entonces al menos uno de los conjuntos B,, tiene interior no vacío. 


2. El teorema de la categoría de Baire implica que ¡RR no puede escribirse como una 
unión numerable de subconjuntos cerrados con interiores vacíos. Pruebe que 
esto no es cierto si no se exige que los conjuntos sean cerrados. * 


3. Pruebe que todo espacio de Hausdorff localmente compacto es un espacio de 
Baire. 
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» Pruebe que si todo punto x de X tiene un entorno que es un espacio de Baire, 


entonces X' es un espacio de Baire. [Indicación: use la formulación mediante 
conjuntos abiertos de la condición de Baire.] : 


+ Pruebe que si Y es un conjunto G¿ en X, y X es un espacio de Hausdorff com- 


pacto o un espacio métrico, entonces Y es un espacio de Baire en la topología 
relativa. [Indicación: suponga que Y = (] W,,, donde W,, es un abierto de X, 
y que B,, es cerrado en Y y tiene interior vacío. Dado un abierto Up en X tal 
que Us N Y 4 £, encuentre una sucesión de conjuntos nO Un de X con 
U,, NY no vacío y tal que 


On al Un-—13 

Dd, N Bn = 4, 

diámU,, < 1/n, en el caso métrico, 
Un C Wa. 


. Pruebe que los números irracionales son un espacio de Baire. 


. Pruebe el siguiente resultado: 


Teorema. Si D es un subconjunto numerable y denso en R, entonces no existe 
una función f : R = R que sólo sea continia precisamente en n los puntos de D. 
Demostración. 


(a) Pruebe que si f : R — R entonces el conjunto C' de los puntos de conti- 
nuidad de f es un conjunto Gs en R. [Indicación: sea U,, la unión de todos 
los conjuntos U de R tales que diám.f(U) < 1/n. Pruebe que € = (U,,.] 

(b) Pruebe que D no es un conjunto Gs en R. [Indicación: suponga que D = 
N W.., donde W,, es un abierto en R. Para d € D, sea V¿ =R — (4). 
Pruebe que W,, y Va son densos enR.]. 


Si f, es una sucesión de funciones continuas f, : R —R tal que ales f(x) | 
para cada x € |R, pruebe que f es continua en un conjunto no numerable de 
puntos de R. 


. Sea g: Zy+ —> Q una función Deia y sea Ty = an), Definimos 20 R >R 


como sigue: - 


F(tn) = 1/n para xn € Q, 
f()=0  parargQ. 
Pruebe que f es continua en los números irracionales y discontinua enos racio- 


nales. ¿Puede encontrar-una sucesión de funciones continuas f.; que pa a 
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10, Pruebe el siguiente resultado: 
Teorema (Principio de la acotación uniforme). Sea X un espacio métrico com- 
pleto y sea F un subconjunto de C(X, |R) tal que para cada a € X el conjunto 


Fa= (Ha) |feF) > 


está acotado. Entonces existe un conjunto no vacío U abierto en Xx sobre el cual 
las funciones de F están uniformemente acotadas, esto es, existe un número 
M tal que |f(x=)| < M para todo x € U y toda f € 3. [Indicación: sea 
Ay = [2 :|f(2)| < N para toda f € F).] 

11. Determine si IR, es un espacio de Baire. 


12. Pruebe que R” es un espacio de Baire en las topologías por cajas, producto y 
uniforme. 


*13. Sea X un espacio topológico y sea Y un espacio métrico completo. Pruebe que 
e(X, Y) es un espacio de Baire en la topología fina (véase el Ejercicio 11 de 
$46). [Indicación: dados los elementos de la base B(f;,ó0;) tales que d1 < 1, 
841 < 61/3 y fi41 € B(fi, 01/3), pruebe que 


NB) 0) 


*549 Una función no diferenciable en ningún punto 


Probaremos el siguiente resultado de análisis: 


Teorema 49.1. Sea h : [0,1] — R una función continua. Dado e > 0, existe una 
función g : [0,1] -+R, con |h(x) — g(=)| < < e para todo x, tal que g es continua y no 
diferenciable en ningún punto. 


Demostración. Sea I = [0,1]. Consideremos el espacio €(1, R) de las funciones 
continuas del intervalo Y en R con la distancia 


ols,9) =méx(|f(2) —9(o)1). 


Éste es un espacio métrico completo y, por tanto, es un espacio de Baire. Para cada n 
vamos a definir un subconjunto U,, de € que será abierto y denso, y con la propiedad 
de que las funciones pertenecientes a la intersección 


0 o 
neZy 


serán no.diferenciables en ningún punto. Como € es un espacio de Baire, esta inter- 
sección es densa en €, por el Lema 48.1. Por tanto, dados h y e, esta intersección 
debe contener una función g tal que p(h, g) < e y el teorema se deduce. 
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La parte ingeniosa es definir el conjunto U,, adecuadamente. En primer lugar, 
tomemos una Sunción f y consideremos sus cocientes incrementales. Dado TElY 
dado0<h<l 2» consideremos las expresiones 


f(e+h)-$() 


| e 1) —S(a) 
) 


Como h < 1 3» al menos uno de los números x+h y z—h Penenos al,de nodo que 
al menos una de las expresiones anteriores está definida. Sea Af (x, h) la mayor de 
las dos expresiones si ambas están definidas; en caso contrario, denota la única que 
está definida. Si la derivada f'(x) de f en x existe, entonces es igual a los límites de 
estos cocientes incrementales, es decir, 


|F(2)|= jim Af(2,h). 


Buscaremos una función continua para la cual el límite anterior no exista nunca. Para 
ser más concretos, vamos a construir una función f para la cual dado z existe una 
sucesión de números hn convergente a O para los cuales los números A f (2, hn) son 
arbitrariamente grandes. a 


Esto nos proporciona la idea para construir el conjunto U, . Dado cualquier núme- 
ro positivo h < 1/2, sea 


Arf =inf[Af(zx,h)|x e T]. 


Entonces para n > 2 definimos U”, por la condición de que una función f pertenece 
a U, si, y sólo si, Ap f > n para algún número positivo h < 1/n. 


EJEMPLO 1. Sea o: > 0 un número dado. La función f : [0,1] — R dada por 
la ecuación f(x) = 4azx(1 — 2), cuya gráfica es una parábola, satisface la condición 
Afíz,h) > a para h = 1/4 y todo x, como puede comprobarse. Hablando geométri- 
camente, dicha propiedad significa que para cada xr, al menos una de las líneas secantes 
indicadas en la Figura 49.1 tiene una pendiente cuyo valor absoluto es al menos a. Enton- 
ces si a: > 4 la función pertenece a Uy. La función g dibujada en la Figura 49.1 satisface 
la condición Ag(x, kh) > a para cualquier h < 1/4; entonces g perténece a U,, siempre 
que a: > n. La función k satisface la condición k(w,h) > ar para cualquier h < 1/8; por 
tanto, k pertenece a U,, sia: > n. 


Ahora vamos a probar las siguientes propiedades del conjunto U,,: 


(1) La intersección [] U,, está formada sólo por funciones no diferenciables en 
ningún punto. Sea f € (Un. Probaremos que para cualquier punto x en [0, 1] el 
límite 

lím A 
lím Af(z, h) 


no existe. Dado n, el hecho de que f pertenece a U,, significa que podemos encontrar 
un número h,,, con O < hy, < 1/n, tal que 


Af(2, hn) > n. 
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nia 


Figura 49.1 


Entonces la sucesión (h,,) converge a cero, pero la sucesión (A f(x, hn)) no conver- 
ge. Como consecuencia, f no es diferenciable en x. 


(2) U,, es abierto en €. Supongamos que f € U,, y consideremos un ¿-entorno de 
f contenido en EJ,,. Como f € U,, existe un número h, con 0 <hs<i /n, tal que 
Anf > n. Sea M = A, f y escribamos 


¿=kM-—n)/4. 


Afirmamos que si g es una función con p(f,g) < d, entonces 
Agí(z,h) > ¿+n)> mo 


para todo x € £, de forma que y € Un. 


Para probar esta afirmación, supongamos en primer lugar que Á y (x, h) es igual 
al cociente |f(r+h) — f(x)1/h. Entonces obtenemos 


I+h) $) _ gm) —9ta)| _ 
h h 


(1/h)ILf (2 + h) — ga + h)] — [F(x) — ate) < 26/h = (M —n)/2. 


Si el primer cociente incremental es mayor o igual que el valor absciuto de M, en- 
tonces el valor absoluto del segundo es mayor o igual que 


1 Be 
M-¿(M=n)=3(M+n). 


Un razonamiento similar se aplica si Af(x,h) es tgnal al segundo cociente incre- 
mental. 


(3) U,, es denso en €. Debemos probar que dada una función f € € y dados 
números n y e > 0, existe un elemento g de U,, tál que p(f, g) < e. 
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Sea a > n. Construiremos la función g como una “función poligonal”, es de- 
cir, una función cuya gráfica está formada por segmentos rectilíneos, donde el valor 
absoluto de la pendiente de cada segmento es mayor o igual que «+. Se deduce inme- 
diatamente que dicha función y debe pertenecer a U,,. En efecto, sea 


O=m<0<0<- --<p=1 


una partición del intervalo [0, 1] tal que la Hcpión de g para cada subintervalo 
Í, = [x;...1, 2] es una función lineal. Escojamos h:tal que h < 1/n y 


1 
h < 3 mín([a; — Xi1l;1 = Lia dede 


Si z está en el intervalo [0, 1], entonces x pertenece a algún subintervalo 7;. Si x 
pertenece a la primera mitad del subintervalo /; entonces x + h pertenece a 1; y el 
cociente (g(x + h) — g(x))/h es igual a la pendiente de la función lineal g|/;. De 
modo similar, si x pertenece a la segunda mitad de 7;, entonces x — h pertenece a la 
primera mitad de f, y el cociente (g(x — h) — g(x))/(-h) es igual a la pendiente de 
la función lineal g|f;. En cualquier caso, Ag(x,h) > a, de lo que se concluye que 
y € U,,, como deseábamos. 

Ahora, dados f, e y a: vamos a construir la función poligonal g. En primer lugar, 
utilizamos la continuidad uniforme de f para escoger una partición del intervalo 


O=to<ti<-**<tm=1 


con la propiedad de qué la variación de F en cada subintervalo [t;_,, t¿] de la partición 
no sea superior a e/4. Para cada i =1,....m, elegimos un punto a; € (t;_1, t;). 
Definimos una función poligonal g; por los siguientes ecuaciones 


F(ti_1) para y € a 
gu(z) = oo de 
F(ti-1) + mi(z — as) para x € (as, t;] 
donde m; = (f(t;) — f(t;1))/(t; — as). Las gráficas de f y g, están representadas 
en la Figura 49.2, 


Para escoger los puntos a; tenemos cierta flexibilidad. Si f(t;) E Fti-1), elegi- 
mos a suficientemente próximo a t; pára que: 


ti as COS 


Entonces la iva de q; estará dorada por segmentos horizontales (des pendiente 
cero) y segmentos con una pendiente, en valor absoluto, no inferior a «.. 

Además, se satisface que p(g1,f) < €/2. En efecto, para x en el intervalo 7;, la 
diferencia de g(w) y f(x) con f(t;-1)-no es superior a e/4 por lo que la diferencia 
entre ellos no es superior a e/2. Entonces p(g1, f) = máxf|g1(x) — Fla ME< €/2.- 
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Figura 49.3 


La función gy no es la función que estamos buscando. Definimos la función gy 
reemplazando cada segmento horizontal de g¡ por una gráfica “sierra”, cuya distancia 
a gi sea inferior a e/2, y con la propiedad de que el valor absoluto de-la pendiente 
de cada segmento de la sierra no sea inferior a «+. Esta parte de la construcción se 
deja como ejercicio al lector. El resultado es la función poligonal y que buscábamos. 
Véase la Figura 49.3. 0. de A 
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Quizá pueda encontrar esta demostración frustrante, ya:que es muy abstracta y 
la obtención de la función y no es constructiva. Sin embargo,'en la demostración sé 
encuentra implícito un procedimiento para construir la sucesión de funciones poligo- 
nales f, que converge a la función f que no es diferenciable en ningún punto: Y la 
determinación de la función f de este modo es, al menos, tan constructiva como la 
definición usual de la función seno, por ejemplo, obtenida comio a Ate gen Una serie 
infinita. 


Ejercicios 


1. Verifique las propiedades enunciadas para las funciones f, g y k del Ejemplo 1. 


2. Dados n y e, defina una función continua f : 1 —= eS € Un y las <e 
para todo z. 
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En 836 hemos demostrado que si X es una variedad compacta, entonces Xx puede ser 
embebido en RY para un entero positivo N. En esta sección vamos.a generalizar este 
teorema a espacios métricos compactos arbitrarios. E y 

Definiremos, para un espacio topológico arbitrario X, una noción de dimensión 
topológica. Es la “dimensión recubridora” originalmente introdúcida por Lebesgue. 
Probaremos que la dimensión topológica de cada subconjunto compacto de.R” es, 
como. máximo, m. También probaremos que la dimensión topológica de cualquier 
m-variedad compacta no es superior a m. De hecho, su dimenndn ropoleBicn es 
exactamente m, pero no lo probaremos por su dificultad. : 


El teorema principal de esta sección es el teorema, debido aK. Menger y G. Nóbe- 
ling, que afirma que cualquier espacio compacto metrizable de dimensión topológica 
m puede ser embebido en RY para N = 2m + 1. La demostración es una aplica- 
ción del teorema de Baire. Se deduce que cualquier 'm-variedad compacta puede ser 
embebida en R?97+1. Así mismo, también se demuestra que un espacio compacto 
metrizable puede ser embebido en RY, para un cierto N, si, y sólo si, dicho espacio 
tiene dimensión topológica finita. 


La mayoría de los cálculos que realizaremos siguen siendo válidos sin la hipótesis 
de compacidad. Sin embargo, nos restringiremos a este caso cuando sea conveniente. 
Las generalizaciones al caso no compacto.se proponen en los ejercicios. - 


Definición. Una colección A de subconjuntos de un espacio X se dice que tiene 
orden m +1 si algún punto de X. pertenece a m.-+ 1 elementos de A, y no existe 
ningún punto en X que pertenezca a más de m + 1 elementos de A. 
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Ahora definiremos lo que entendemos por dimensión topológica de un espacio X. 
Recordemos que dada una colección A de subconjuntos de X', una colección B se 
dice que refina á A, o que es un refinamiento de A, si para cada elemento B de B 
existe un elemento A de A tal que BC A. 


Definición. Un espacio X se dice que es de dimensión finita si existe algún entero 
m tal que para todo cubrimiento abierto A de X' existe un cubrimiento abierto B de 
X que refina a A y que tiene orden m + 1 como máximo. La dimensión topológica 
de X se define como el menor valor m que satisface lo anterior, y será denotada por 
dim X. 


EJEMPLO 1. Cualquier subespacio compacto X. de RR tiene dimensión topológica 1, 
como máximo. Comenzaremos definiendo un cubrimiento abierto de R de orden 2. Sea 
A1 la colección de los intervalos abiertos de R de la forma (n,n + 1), donde n es un 
entero. Sea Ag la colección de los intervalos abiertos (n — 1/2,n + 1/2), donde n de 
nuevo es un entero. Entonces A = Ag UA es un cubrimiento abierto de RR por conjuntos 
de diámetro uno. Como dos elementos de Ag siempre tienen intersección vacia, y lo 
mismo ocurre para dos elementos de A, entonces A tiene orden 2... : 

Sea X un subespacio compacto de R. Dado un cubrimiento € de X por subconjuntos 
abiertos en X, dicho cubrimiento tiene un número de Lebesgue ó positivo. Esto significa 
que cualquier familia de subconjuntos de X que tengan diámetro inferior a J es, automáti- 
camente, un refinamiento de €. Consideremos el homeomorfismo f : R — R definido 
por f(x) = (40)x. Las imágenes a través de. f de los elementos de A constituyen un 
cubrimiento abierto de R de orden 2 cuyos elementos tienen un diámetro igual a + 30; sus 
intersecciones con .Á' determinan el cubrimiento abierto de X' que íbamos persiguiendo. 


EJEMPLO 2. El intervalo" X” ="(0,1] tiene dimensión topológica 1. Sabemos que 
dim X < 1. Para probar la igualdad, sea A el cubrimiento de X formado por los con- 
juntos [0, 1) y (0, 1]- Probaremos que si B es un cubrimiento abierto de X que refina a A, 
entonces B tiene orden mayor o igual que 2, Como B refina a A, entonces debe contener 
más de un elemento. Sea U uno de los elementos de B y sea V la unión de los restantes. Si 
B tuviera orden 1, entonces los tonjuntos U y V serían disjuntos y formarían, por tanto, 
una separación de X. Concluimos entonces que B tiene orden no inferior a 2. 


EJEMPLO 3. Cualquier subconjunto compacto X de R? siene dimensión topológica no 
superior a 2. Para probar este hecho vamos a construir un cubrimiento abierto 4 de R? de 
orden 3. Comenzaremos definiendo A2 como la colección de todos los cuadrados abiertos 
unitarios de R? del siguiendo modo: 


Az = ((n,n +1) x (m, m + 1) | n, m enteros). 


Observemoós que los elementos de Az son disjuntos. Entorices definimos una colección 
A considerando cada lado (abierto) de los cuadrados anteriores, 


e=(n)x(mm+1)'o e=(n,n+1)x (m), 


y lo extendemos ligeramente a un conjunto abierto U, de R?, con la precaución de que si 
e A e' entonces los conjuntos U. y U.. son disjuntos. También escogemos cada abierto 
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U4 con la condición de que su diámetro sea inferior a 2: Exalmente, definimos Ay como 
la colección formada por todas las bolas abiertas de radio 1 3 alrededor de los puntos nx A. 
Véase la Figura 50.1. 


Figura 50.1 


La colección de conjuntos abiertos A = Az U.A1 U Ap recubre el plano R?, teniendo 
cada uno de sus elementos un diámetro'no superior a 2. Y tiene orden 3, ya que ningún 
punto de R? puede estar contenido en más de un conjunto de cada familia A. 

Sea X' un subespacio compacto de R?. Cualquier cubrimiento abierto de X' tiene 
número de Lebesgue ó positivo. Consideremos el homeomorfismo f : R? — R? definido 
por la ecuación f(x) = (0/3)x. Las imágenes por f de los conjuntos abiertos de la 
colección A forman un cubrimiento abierto de R? por conjuntos cuyo diámetro es menor 
que d; sus intersecciones con X' constituyen el cubrimiento abierto de X' requerido. - 

Muy pronto generalizaremos este resultado a los subconjuritós compactos de R”. 


Algunos hechos básicos sobre la dimensión topológica se proporcionan en los 
resultados siguientes. 


Teorema 50.1. Sea X un espacio de dimensión finita. Si Y es un subespacio cerrado 
de X entonces Y tiene dimensión finita y dim Y < dim X. 


Demostración. Sea m = dim X y consideremos A un cubrimiento de Y por coh- 
juntos abiertos en Y. Para cada A € A escogemos un conjunto abierto 4' de X' tal 
que A'M Y = A. Recubrimos X con los conjuntos abiertos A”, junto con el conjunto 
abierto X — Y. Sea B un refinamiento de este cubrimiento, que es un' cubrimiento 
abierto de X y tiene orden m + 1 como máximo. Entonces la familia 


(BNY|BEeB) 


es un cubrimiento de Y por conjuntos abiertos en Y, tiene orden m+1 como máximo 
y refina a Á. : m 


Teorema 50.2. Sea X = Y U Z, donde Y y Z son subespacios cerrados de X que 
tienen dimensión topológica finita. Entonces 


dim X = máx(dim Y, dim Z). 
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Demostración. - Sea m = máx(dim Y, dim Z). Probaremos que X' tiene dimensión 
finita y que su dimensión topológica es n como máximo. Entonces el teorema pre- 
cedente nos conduce a que la dimensión topológica de X' es exactamente m. 


Paso 1. Si A es un cubrimiento abierto de .X, decimos que A tiene orden m + 1 
como máximo en los puntos de Y si no existen puntos de Y que pertenezcan a más 
de mm + 1 elementos de A. 


Probaremos que si Á es un cubiimiento abierto de X entonces existe un cubri- 
miento abierto de X' que refina a 4 y que tiene orden m + 1 coma máximo en los 
puntos de Y. 


Para probar lo anterior, consideremos la colección 
[ANY] Ac A). 


Dicha familia constituye un cubrimiento abierto de Y, por lo que admite un refina- 
miento B que es también un cubrimiento abierto de Y y que tiene orden m +1 como 
máximo. Dado B € B, escogemos un conjunto abierto U g en X tal que UgnY = B. 
Elegimos también un elemento Ag en A tal que B C Ap: Sea € la familia formada 
por todos los conjuntos Ug NM Ag,con B € B, junto con los conjuntos “A — Y , para 
A € A. Entonces € es el cubrimiento abierto de Y que necesitamos. 


Paso 2. Sea. A un cubrimiento abierto de X. Vamos a construir un 1 cubrimiento 
abierto D de X que refine a A y que tenga orden m + 1 como máximo. Sea B un 
cubrimiento abierto de X que refina a A y que tiene orden m + 1 como máximo en 
los puntos de- Y. Sea C un cubrimiento abierto de X que refina a B y que tiene orden 
m +1 como máximo en los puntos de Z. 


Construimos un nuevo cubrimiento D de X como sigue. Definimos una aplica- 
ción f : € — B escogiendo para cada C € C un elemento F(C) de B tal que 
C C f(C). Dado B € B, definimos D(B) como la unión de los elementos C de € 
tales que f(C) = B. Obviamente, D(B) es vacío si B no está en la imagen de f. 
Sea D la colección de todos los conjuntos D(B), para B € B. 


Es claro.que D es un refinamiento de B, ya que D(B) € B.para cada B por lo 
que D refina a A. Además, D recubre X ya que € recubre X y CC D(f(C)) para 
todo C € €. Probaremos ahora que D tiene orden m-+1 como máximo. Supongamos 
que x € D(B,)N++-n D(Bk), donde los conjuntos D(B¿) son distintos. Deseamos 
probar que k < m+ 1. Observemos que los conjuntos B,..., B son distintos ya 
que los conjuntos D(B;) lo son. Como x € D(B;), para cada ¡ podemos elegir un 
conjunto €; € € tal que x € C; y F(C;) = B;. Los conjuntos C; son distintos ya que 
los conjuntos B; lo son. Además, 


z € [0,N+-0C] C [D(By) N--N D(BA)] C[B10-N Br 


Si resulta que x € Y entonces k < m+1 ya que B tiene orden m+ 1 como máximo 
en los puntos de Y'; por el contrario, si x € Z, entonces k < m + 1 porque C tiene 
orden m + 1 como máximo en los puntos de Z. a 
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Corolario 50.3, Sea X = Y¡UY3U- - -UY4, donde cada E es un sueno cerrado 
de X de dimensión finita. Entonces 


dim X = máx(dim Y;,...,dimY;). 


EJEMPLO 4. Toda 1-variedad compacta X tiene dimensión topológica 1. El espacio 
X' puede escribirse como una unión finita de espacios homeomorfos al intervalo unidad 
[0, 1]; ahora basta aplicar el corolario precedente. 


EJEMPLO 5. Toda 2-variedad compacta X tiene dimensión topológica no superior a 
2. El espacio X puede escribirse como una unión finita de espacios homeomorfos a la 
bola unidad cerrada de R? y, como en el ejemplo anterior, basta ahora aplicar el corolario 
precedente. 

Una pregunta obvia puede plantearse: ¿la dimensión topológica de una 2-variedad es 
exactamente 2? La respuesta es “sí”, pero la demostración no es nada sencilla y réquiere 
las técnicas y herramientas de la topología algebraica. En la Parte II de este libro probare- 
mos que toda región cerrada triangular de ¡R? tiene dimensión topológica 2 como mínimo 
(véase 855). Se deduce entonces que todo subespacio compacto de R2 que contenga una 
región triangular y cerrada tiene dimensión topológica 2, de donde se llega a que toda 
2-variedad compacta tiene dimensión topolégica 2. 


EJEMPLO 6. Un arco es un espacio homeomorfo al intervalo cerrado unidad; los ex- 
tremos de A son los puntos p y q de A tales que A — ([p) y A — fa) son coriexos. Un 
grafo tineal (finito) G es un espacio de Hausdorff que se eséribe como la unión finita de 
arcos, tales que dos arcos distintos tienen como máximo un punto en común. Los arcos 
de la colección se denominan aristas de G, y los extremos de los arcos se llaman vérti- 
ces de G. Cada lado de G es compacto y, por tanto, cerrado en G; entonces el corolario 
precedente nos garantiza que G tiene dimensión topológica 1. 

“Dos grafos lineales particulares están representados en la Figura 50. 2.El primero es 
un diagrama del familiar “problema del gas-agua-electricidad”; el segundo ; se denomina 
el “grafo completo de cinco vértices”. Ninguno de los dos puede ser embebido en'R?. 
Auriqué este hecho es intuitivamente muy obvio, su demostración dista mucho de ser 
trivial. Presentaremos una prueba en $64, 


Figura 50.2 
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EJEMPLO 7. Todo grafo lineal finito puede ser embebido en R3. La demostración utiliza 
la noción de “posición general”. Un conjunto $ de puntos de ¡R* se dice que están en 
posición general si tres puntos de S no son nunca colineales y cuatro puntos no son 
coplanarios. Es fácil encontrar tales conjuntos de puntos: por ejemplo, los puntos de la 
curva 


S =((t,t?,2) [te R) 


están en posición general. En efecto, si cuatro de tales puntos perteneciesen a un mismo 
plano Az + By + Cz = D, entonces la ecuación polinómica 


At+ BO +08 =D 


tendría cuatro raíces distintas. Y si tres de esos puntos estuviesen sobre una misma recta, 
podríamos tomar un punto de..S de forma que tendríamos cuatro puntos sobre un mismo 
plano. : 

Ahora, dado un grafo lineal finito G, con vértices Uy, .... ; Un, ESCOZEMOS UN conjunto 
([21,..., Zn) de puntos de R? que se encuentren en Polición general. Definimos una 
aplicación f : G => R? asociando cada vértice v, con el punto z; y transformando el lado 
entre v, y v¿ en el segmento que conecta z¿ con z;. Como cada lado de G es cerrado en 
G, el lema del pegamiento nos garantiza que la función f es continua, Ahora probaremos 
que f es inyectiva, de lo que concluiremos que f es un embebimiento. Sean e = U¡Uj Y 
e! = Uy Um dos lados de G.-Si no tienen ningún vértice en común entonces los segmentos 
f(e) y f(e”) son disjuntos, pue en caso contrario los puntos Z;, Z;, Zj- Y Zmp. Serían 
coplanarios. Y si los lados ey e” tienen un vértice común, digamos ¿ = k, entonces los 
segmentos f (e) y f(e) intergectan sólo en el e puño Zí =2;,, pues en otro caso los puntos 
Zi, Ej Y Zo Serían colineales, A 


Ahora probaremos el era general del embebimiento, que nos conducirá a que 
todo espacio compacto metrizable de dimensión topológica m puede ser embebido 
en R27+1. Este teorema es otro teorema “profundo”; no es obvio, por ejemplo, por 
qué 2m + 1 es la dimensión crucial. Esto se verá a lo largo de la demostración del 
teorema. 


Para probar el teorema del embebimiento, necesitamos generalizar al ec RY 
la noción de posición general. Esta extensión requiere el uso de la geometría analítica 
de RY, que no es otra cosa que el álgebra lineal usual de RY reescrita en un lenguaje 
diferente. 


Definición. Un conjunto (xp, ..., Xx) de puntos de RY se dice que es geométri- 
camente independiente, o afinmente independiente, si se satisfacen las ecuaciones 


k k 
Y ax =0 y Y aj = 


i=0 1=0 


sólo cuando cada a; = 0. 
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Obviamente, un conjunto formado por un único punto es geométricamente inde- 
pendiente, Pero, ¿qué significa en general la independencia geométrica? Si resolve- 
mos. la segunda ecuación para ay y trasladamos la solución a la primera ecuación, 
observamos que esta definición es equivalente al enunciado que afirma que la ecua- 


ción 
k 
y as(x; — Xp) =0 
=1 


se satisface sólo si cada a; = 0. Ésta es precisamente la definición de independencia 
lineal para el conjunto de vectores X] — Xp, ..., Xp — Xy del espacio vectorial RN, 
Esto nos da una idea para visualizar la independencia geométrica: dos puntos distintos 
forman un conjunto geométricamente independiente; tres puntos forman un conjunto 
geométricamente independiente si no son colineales; cuatro puntos en R$ forman un 
conjunto geométricamente independiente si no son coplanarios. Y así sucesivamente, 


De las observaciones anteriores se sigue que los puntos 


0 = (0,0,...,0), 


€ (1,0,...,0), 


en = (0,0,...,1) 


son geométricamente independientes en RV. Así mismo, se deduce queen RY no 
existe ningún conjunto de puntos geométricamente nn con más de N +1 
puntos.  ' 


Definición. Sea (xp,...,xz) un conjunto de puntos en RN que es geométrica- 
mente independiente. El plano P determinado por estos puntos se. alles como el 
conjunto de todos los puntos x de RY tales que : 


. k k 
x= Y tii, donde St, =1. 
1=0 


¿=0 


Es fácil comprobar que P puede obtenerse como el conjunto de todos los puntos 
x tales que 


k 
(x) x = xo +) as(x; — xo) 
¿=1. 
para ciertos números a;,..., az. Por tanto, :d no sólo puede describirse como “el 
plano determinado por los puntos Xg,... , Xx”, sino también como “el plano que pasa 


por el punto xy y es paralelo a los vectores Xx; — Xp, .. -,Xk — Xo”. 
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- Consideremos ahora el homeomorfismo T' : RN — RY definido por la ecuación 
T(x) = x — xp y denominado traslación de RY, La expresión (x) prueba que esta 
aplicación transforma el plano P en el subespacio vectorial V* de RY generado por 
los vectores X1 — Xg,.: ., Xx — Xp. Por esta razón, a menudo PP? se dice que es un 
k-plano en RA. 

Dos hechos se deducen fácilmente. En primer lugar, si k < N, el k-plano P 
necesariamente tiene interior vacío en RN (pues V* lo tiene). Y segundo, si y es 
cualquier punto de RY que no está en P, entonces el conjunto 


LX0,--->Xks Y) 


es geométricamente independiente. En efecto, si y £ P, entonces T(y) = y — Xo 
no está en V* y un teorema estándar de álgebra lineal nos garantiza que los vectores 
Lau —Xo, - --, Xk — Xo, Y — Xo) son linealmente independientes, de donde se deduce 
nuestro resultado. a 


Definición. Un conjunto de puntos Á en RY se dice que está en posición general en 
RY si todo subconjunto de Á que contiene a lo más N +1 puntos es geométricamente 
independiente. 


En el caso de R3, esta definición coincide con la que hemos proporcionado ante- 
riormente, como se puede comprobar fácilmente. 


Lema 50.4. Dado un conjunto finito (Xx, ..., Xn) de puntos en RY y dado ó > 0, 
existe un conjunto [y 1, .. ., yn) de puntos en RY que están en posición general en 
RY y tales que |x; — y;| < $ para todo i. 


Demostración. Procederemos por inducción. Sea y; = x/. Supongamos que te- 
nemos y1,..., yp puntos de RN que están en posición general. Consideremos el 
conjunto de todos los planos en RY determinados por subconjuntos de fy1,...,Yp) 
formados por N o menos elementos. Cada subconjunto anterior es geométricamente 
independiente y determina un k-plano en RY para algún k < N — 1. Cada uno de 
estos planos tiene interior vacío en RW. Recordemos que RY es un espacio de Baire. 
Elegimos como yp+1 un punto de RY, con |yp+1 — Xp+1| < Ó, que no pertenece a 
ninguno de esos planos. Se deduce entonces que el conjunto 


C= ly1,- «+ Yp, Yp+1) 


está en posición general en RV. En efecto, sea D cualquier subconjunto de C' que 
contenga no más de N + 1 elementos. Si D no contiene a yp,1 entonces D es 
geométricamente independiente por la hipótesis de inducción. Si yp+1 está conteni- 
do en D, entonces D — [yp+1) no contiene más de N elementos y el punto yp+1 no 
está contenido en el plano determinado por estos puntos, por construcción. Entonces 
D es geométricamente independiente. ES a 
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Teorema 50.5 (Teorema del embebimiento). Todo espaciocompacto metrizable X 
de dimensión topológica m puede ser embebido en R27+1, 


Demostración. Sea N = 2m + 1. Denotemos la distancia del supremo en RV por 
bs y] = máx le; — yalst=1,.. NP 


Usaremos P para denotar la distancia del supremo en el espacio de funciones conti- 
nuas C(X, RV), es decir, 


plf, 9) =supilf(e) — g(0)|;a e X). 


El espacio C(X, RW) es completo en la distancia p, ya que RN es completo en la 
distancia del supremo. 

Sea d una distancia en el espacio X. Como X es un espacio compacto entonces d 
está acotada. Dada una función continua f : X —RN, definimos 


A(£) = sup(diám f7*((2)) | 2 € F(0)). 


El número A f) mide cuánto se “desvía” f de ser inyectiva; si A(f) = 0, cada 
conjunto f—1((2)) consiste en un único punto, por lo que f es inyectiva. 

Dado e > 0 definimos U. como el conjunta de todas las aplicaciones continuas 
f : X —>RY que satisfacen A(f) < e; dicho conjunto está formado por todas las 
funciones cuya “desviación” de la inyectividad es menor que e. Probaremos que el 
conjunto U¿' es abierto y denso en C (X,RN). Se deduce entonces que la intersección 


Nn Ur jn 


nEZy 


es densa en C(X, RV) y, en particular, es no vacía. 


Si f es un elemento de esta intersección, entonces A(f) < 1/n para todo entero 
n. Por lo tanto, A(f) = 0 y f es inyectiva. Como X es compacto, entonces f es un 
embebimiento. De este modo, el teorema del embebimiento está probado. 

(1) O, es abierto en C(X, RN). Dado un elemento Í de U. deseamos encontrar 
una bola B,(f, 0) alrededor de f y contenida en U.. En primer lugar elegimos un 
número bh tal que A(f) < b < e. Observemos que si f(a) = f(y) = z entonces x 
e y pertenecen al conjunto f7*(([2)), de modo que d(x, y) debe ser menor que b. Se 
deduce que si denotamos por A el siguiente subconjunto de X x X, 


A = (2 x y | d(x, y) > b), 


entonces la función | f(x) — f(y)| es positiva en A. Pero A es cerrado en X x X y, 
por tanto, compacto, entonces la función |f(x) — f(y)| tiene un mínimo positivo en 
A. Sea 


5=min(lf(=)—/(y)l; ax ye A). 
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Afirmamos que dicho valor de Ó es suficiente para nuestros propósitos: 


Supongamos que g es una aplicación tal que p(f, g) < Ó.Six x y € A, entonces 
fe) — f(1)| > 26 por definición; como la distancia de g(x) y g(y) a f(x) y f(y), 
respectivamente, es menor que Ú entonces [g(x) — g(y)| > 0. Por tanto, la función 
lg(x) — gíy)| es positiva en A. Como consecuencia, si r e y son dos puntos tales que 

g(x) = gl(y) entonces necesariamente d(x, y) < b. Concluimos, como buscábamos, 
que A(g) <b< e. 

(2) U, es denso en C(X, RN). Esta es la parte difícil de la demostración. Aquí ne- 
cesitaremos hacer uso de la geometría analítica de RY previamente discutida. Sea f € 
e(x, RN). Dados e > 0 y d > 0, deseamos encontrar una función y € e(x, RN) tal 
que g € Ue y p(f, 9) < 6: 

Recubramos X por un número finito de conjuntos abiertos (U,..., U,) tales 
que d 
(1) diámU, < e/2en X, 
(2) diám F(U;) <5/2enRY, 
(3) [U,,..., Un tiene orden < m +1. 

Sea [(;) una partición de la unidad subordinada al cubrimiento (U,) (véase 836). 
Para cada ¿, elijgmos un punto x; € U;. Entónces escogemos, para cada ¿, un punto Z; 
en RY tal que la distancia de z; a f(x) es menor que $/2de tal modo que el conjunto 
de puntos (Z1,...., Zn) esté en posición general en RY. Finalmente, definimos y : 
X —= RY por la ecuación 

n 
= y ds (x)2;. 
i=1 


Afirmamos que g es la función deseada. 
En primer lugar probaremos que p(f, g) < 6. Observemos que 


gía) — (2) = Y éi(aJa — Y dildo, 
i=1 i=1 
donde hemos utilizado la propiedad 57 p;(x) = 1. Entonces 
gía) — f(x) = Y éa)las — H(0)) +) oo) (es) — Fa). 


Pero sabemos que |z; — f(x¿)] < 8/2 para cada ¿, por la elección de los puntos 2;. 
Por otro lado, si $(x) + O entonces r € U;; como se satisface diám f(U;) < 6/2 
entonces |f(x;) — f(x)] < 6/2. De la propiedad >” f;(1) = 1 concluimos que 
lg(x) — f(x)! < $ y, finalmente, deducimos que p(f, g) < $. 

En segundo lugar vamos a probar que g € U.. Probaremos que si x,y € X 
y g(x) = gly) entonces x e y pertenecen a uno de los conjuntos abiertos U;, de 
modo que necesariamente se verifica d(x, y) < e/2 (ya que diámU, < e/2). Como 
consecuencia, A(g) < €/2 < e, como deseábamos. 
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Supongamos que g(x) = g(y). Entonces 
£ n *, d 
Y lós(z) — 6:(y)]z; = 0. 
i=1  - 

Como el cubrimiento 1U;) tiene orden m-+1 como máximo, entonces a lo más m+1 
números $;(x)'son no nulos y lo mismo sucede para los puntos ¿;(y). Entonces la 
suma >[6:(1) —;(y)]z; tiene como máximo 2m-+2 términos.no nulos, Observemos 
que la suma de los coeficientes se anula ya que 


Y lés(=) — (y) =1-1=0. 
Los puntos z; están en posición general en RY, de modo que cualquier subconjunto 


con no más de N + 1 elementos es geométricamente independiente. Y por hipótesis 
se tiene N + 1 = 2m + 2. Por lo tanto, concluimos que 


- dilo) — bily) =.0 
para todo 2. 
- Pero d:(x) > 0 para algún i, de modo que x € U;. Como bi(y) = ós(x) deduci- 
mos que también y € U;, como afirmábamos. a 


Para proporcionar contenido al teorema del embebimiento necesitamos más ejem- 
plos de espacios de dimensión finita. Probaremos el siguiente teorema. 


Teorema 50.6. Todo subespacio compacto de RY tiene dimensión topológica N co- 
mo máximo. 


Demostración. La prueba es una generalización de la demostración dada en el 
Ejemplo 3 para R?. Sea p la distancia del supremo en RV. 
Paso 1. Comenzaremos dividiendo RN en “cubos unitarios”. Definimos g como 
la siguiente familia de intervalos abiertos de R: 
I=((n,n+1)|neZ), 
y denotamos por K a la siguiente ¿olección de conjuntos unipuntuales de R: 


X=((n)|neZ). 


Si M es.un número entero tal que 0 < M < N, sea Cy el conjunto de todos los 
productos j 


C=A] xXx A2x-**x Ay 
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donde exactamente M de los conjuntos A; pertenecen a J y el resto pertenecen a K. 
Si M > 0, entonces C es homeomorfo al producto (0, 1)% y será llamado M-cubo. 
Si M = 0 entonces C es un punto y se denominará 0-cubo. 


Sea € = Cy UC] U-- -- U Ey. Observemos que cáda punto x de RY pertenece a 
un único elemento de e, , ya que cada número real x, pertenece a un único elemento 
de J UK. Extendemos ligeramente cada elemento C de € hasta formar:un conjunto 
abierto U(C) en RU, de diámetro inferior a 3/2, tal' que si C y D son dos M-cubos 
diferentes entonces U'(C') y U(D) son disjuntos. 


Sea x = (%1,..., zw) un punto de un M-cubo C. Probaremos qué existe un 
número e(x) > 0 tal que el e(x)-entorno de x no corta a ningún otro cubo distinto de 
C.Si C es un 0-cubo, tomamos e(x) = 1/2 y hemos finalizado. En otro caso, M > 0 
y exactamente M de los números xx; no son enteros. Elegimos e < 1/2 de forma que 
para cada 2; que no sea un entero él intervalo (1; — €, Ti + €) no contiene enteros. 
Si y = (y, ..., yn) es un punto qué pertenecé al e-entorno de x, entonces y; no es 
entero siempre que zx; no sea entero. Esto significa que, o bien y pertenece al mismo 
M-cubo que x, o bien, y pertenece a algún D-cubo para L > M. En cualquier caso, 
el e-entorno de x no corta a ningún otro M-cubo distinto de C.. 


Dado un M-cubo C, definimos el entorno U(C) de C' como la unión de los 
e(x)/2-entornos de x, para todo x € C. Es inmediato comprobar que si C y D 
son dos M-cubos distintos entonces U(C) y U(D) son disjuntos. Además, si z es un 
punto de U(C') entonces d(z, x) < e(x)/2 < 1/4 para algún punto x de C. Como C 
tiene diámetro 1, entonces el conjunto U (C) tiene diámetro no superior a 3/2. 

Paso 2. Dado M tal que OD < M < N, definimos Ay como la colección de 
todos los conjuntos U(C), donde C € C yy. Los elementos de A yy son disjuntos y el 
diámetro de cada uno de ellos no es superior a 3/2. El resto de la demostración es 
una copia de la prueba dada en el Ejemplo 3 para R?. A 


Corolario 50.7. Toda m-variedad compacta tiene dimensión topológica m, como 
máximo. e 


Corolario 50.8. Toda m-variedad compacta puede ser embebida en R?7+1, 


Corolario 50.9. Sea X un espacio compacto metrizable. Entonces X' puede ser em- 
bebido en algún espacio euclídeo RY si, y sólo si, X tiene dimensión topológica 
finita. 


Como hemos mencionado anteriormente, mucho de lo que hemos probado se veri- 
fica sin la condición de compacidad. Le proponemos las generalizaciones apropiadas 
en los ejercicios que siguen. 
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Sí hay algo que no proponemos, la demostración de que la dimensión topológica 
de una m-variedad es exactamente m. Y por una buena razón: la dude requiere las 
herramientas y técnicas de la topología algebraica. 


Tampoco proponemos que se demuestre que N = 2m + 1 es el menor valor de 
N tal que todo espacio compacto metrizable de dimensión topológica mm puede ser 
embebido en R. La razón es la misma. Incluso en el caso de un grafo lineal, donde 
= 1, la demostración no es trivial, como ya señalamos anteriormente. 


Para resultados adicionales sobre la teoría de la dimensión, el lector puede con- 
sultar la clásica obra de Hurewicz y Wallman [H-W]. En particular, este libro discute 
una nueva definición, enteramente diferente, de dimensión topológica, debida a Men- 
ger y Urysohn. Es una definición inductiva. El conjunto vacío tiene dimensión —1. 
Y un espacio tiene dimensión no superior a n si existe una base para su topología tal 
que para cada elemento B de la base, la frontera de 'B tiene dimensión no superior 

a n — 1. La dimensión de un espacio es-el menor valor de n que satisface la con- 
dición anterior. Esta noción de dimensión coincide con la nuestra para los espacios 
compactos metrizables. , 


Ejercicios. 


1. Pruebe que cualquier espacio discreto tiene dimensión 0. 


2. Pruebe que cualquier espacio conexo Ti con más de un punto tiene, como míni- 
mo, dimensión 1. 


3. Pruebe que la curva seno del topólogo tiene dimensión 1. 


4. Pruebe que los puntos 0, €1, €2, €z y (1, 1,1) están en posición general en R3, 
Haga un esquema del correspondiente embebimiento en R$ del grafo completo 
de los cinco vértices. 


5. Examine la demostración del teorema del embebimiento en el caso m = 1 y 
pruebe que la aplicación y de la parte (2) aplica X en un grafo lineal de R3. 


6. Demuestre el siguiente resultado: 
Teorema. Sea X. un espacio de Hausdorff localfiónis compacto con una base 
numerable, tal que cualquier subespacio compacto de X' tiene dimensión to- 
pológica no superior a m. Entonces X es homeomorfo a un subespacio cerrado 
de e2M+1 
Demostración. Si f : X — RN es una aplicación continua, se dice que f(x) = 
00 cuando z —= oo si dado n, existe un subespacio compacto C de X tal que 
f(x) > n para todo re X—C. 


(a) Sea f la distancia oe en C(X, RV). Demuestre que si f(x) = oo 
cuando x — 00 y A(f, g) < 1, entonces g(x) — oo cuando z > 00. 
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(b) Pruebe que si f(x) —> oo cuando z —> co, entonces f se extiende a una 
función continua en las compactificaciones por un punto. Concluya que 
si f es además inyectiva, entonces f es un homeomorfismo de-X en un 
subespacio cerrado de RY, 


(c) Dada f : X => RN y dado un subespacio: compacto O de Xx, sea 
UC) = 1f ARO) < ej. 


Pruebe que U¿(C) es abierto en C(X,RY). 

(d) Pruebe que si N = 2m +.1 entonces U¿(C) es denso en C(X, RN). [Indi- 
cación: dada f y dados e,ó > 0, escoja una función g : C — RY tal que 
d(f(x), g(a)) < $ para z € C, y A(g) < e. Extienda f — g auna función 
h:X =|- -Ó, 8]Y usando el teorema de Tietze.] 

(e) Pruebe que existe una aplicación f : X. — R tal que f(x) —> oo cuando 
x —=00. [Indicación: escriba X. como la unión de subespacios compactos 
C,, tales que C,, C Int, +1 para todo n.] 

(f) Sea C., como en el apartado anterior. Use el hecho de que [YU] ¡m(C»,) sea 
denso en E(X, RM) para completar la demostración. 


7. Corolario. * Toda m-variedad puede ser embebida en R?7+! como un subespa- 
cio cerrado. 


8. Recordemos que X se dice que es g-compacto si existe una colección numerable 
de subespacios compactos de X cuyos interiores recubren X. 
Teorema. Sea X un espacio d-compacto. Si todo subespacio compacto de X 
tiene dimensión topológica no superior a m, entonces también se satisface para 
X. 
Demostración. Sea A un cubrimiento abierto de X'. Encuentre un cubrimiento 
abierto B de X, que refine a A y que tenga orden no superior a m + 1, como 
sigue: 

(a) Pruebe que X = | X», donde X es compacto y Xy C Int X,+1 para 
todo n. Sea Xy = Y 

(b) Encuentre un cubrimiento abierto By de X, que refine A, y tal que para 
cada n, cada elemento de By que corta a X, estáen Xn+1. 

(c) Suponga que n > 0 y B,, es uri cubrimiento abierto de X, que refina Bo, y 
tal que B,, tiene orden m + 1 como máximo en los puntos de X,.. Escoja 
un cubrimiento abierto € de X, que refine B,,, y que tenga orden m +1 
como máximo en los puntos de Xy +1. Sea una función f : € — B, tal 
que C C F(C).Para B e B,,, sea D(B) la unión de los conjuntos C tales 
que f(C) = B. Sea B,,,1 la colección de todos los conjuntos B € B,, 
tales que BN X»-1 % 6, junto con todos los conjuntos D(B' tales que 
B€ Bn y BNXn-1 = 2: Pruebe que B, +1 es un cubrimiento abierto de 
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X que refina B,, y que tiene orden m + 1 como máximo en los puntos de 
Xa+1- 
(d) Defina B como sigue: un conjunto B pertenece a B si existe un número N 
_tal que B € B,, para todo n > N. 


9. Corolario. Toda m-variedad tiene dimensión topológica m como máximo, 


10. 


11. 


Corolario, Todo subespacio cerrado de RÁ tiene dimensión topológica N co- 
mo máximo. 


Corolario. Un espacio X puede ser embebido como un subespacio cerrado en 
RV, para algún entero N, si, y sólo si, X es localmente compacto y de Hausdorff 
con.una base numerable, y fiene dimensión topológica finita. 


“Ejercicios complementarios: espacios localmente euclídeos 


Un 
un 


espacio X se dice que es localmente m-euclídeo si para cada r € X existe 
entorno de x que es homeomorfo a un conjunto abierto de R”. Todo espacio 


localmente euclídeo automáticamente satisface el axioma T, pero no necesariamente 
es un espacio de Hausdorff (véanse los ejercicios de $36). Sin embargo, si X es de 
Hausdorff y tiene una base numeráble, entoncés-X se dice que es una m-variedad. 


A lo largo de los siguientes ejercicios, X denotará un espacio localmente m- 


euclídeo. 


1. Pruebe que X es localmente compacto y localmente metrizable. 


2. Considere las siguientes condiciones sobre X: 


(1) X es de Hausdorff y compacto. 
(ii) X es una m-variedad. e 
(iii) X es metrizable. 
(iM X es normal. 

(m) X es de Hausdorff. 


Pruebe que (1) > (ii) > (iii) > (iv) > (wm. 


3. Pruebe que R es localmente 1-euclídeo y satisface (ii) pero no (1). 


4. Pruebe que RR x R, con la topología del diccionario, es localmente 1-euclídeo y 


satisface (iii) pero no (ii). 


5. Pruebe que la línea larga es localmente 1-euclídeo y satisface (iv) pero no (iii) 


(véanse los ejercicios de $24). 


*6. Existe un espacio que es localmente 2-euclídeo y que satisface (v) pero no (iv). 


Se construye de la siguiente manera. Sea A el siguiente subespacio de R3: 


A=4((2,y,0) | > 0) 
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- Dado un número real c, sea B, el siguiente subespacio de R?: 


Bo == 1(z,y,c) | TS 0). 


Sea X el conjunto unión de A y todos los espacios B., para todo número c. 
Corisideremos la topología en X generada por la base formada por los conjuntos 
de los siguientes tres tipos; * 
(1) U, donde U es abierto en A. 
(ii) V, donde V es abierto en el Lec add de B. formado por los puntos con 
2<0,. Ñ 
(iii) Para cada intervalo J] = (a, b) de R, cada número real x y cada e > 0, el 
conjunto A¿(1, e) U B¿(1, €), donde 


AdIvO =((4,y,0)]0<x<eé y c+ar<y<c+br), 
BelI,e) = (yc) | =e<us0 y a<y<b). 


El espacio X se denomina * “variedad de Prúfer”. 


(a) Represente los conjuntos Aécll,€) y BA, €). 

(b) Pruebe que los conjuntos de los tipos (i)(iii) constituyen una base para 
una topología en X. 

(c) Pruebe que la aplicación fe R?>X dada por 


(2,c+xy,0) parax > 0 
(=,y,c).  parar<0O 


fx, y) 5 ( 


define un homeomorfismo de R? en el subespacio A U B¿ de X. 
(d) Pruebe que A U B, es abierto en X; deduzca que X es 2-euclídeo. 
(e) Pruebe que X es de Hausdorff. 
(f) Pruebe que X es normal. [Indicación: el subespacio de X 


L=((0,0,c)]ceRj] : 


es cerrado y discreto. Compare con el Ejemplo 3 de 831.] 


7. Pruebe que X es de Hausdorff si, y sólo si, X es completamente regular, 


8. Pruebe que X es metrizable si, y sólo si, X es de Hausdorff y paracompacto. 


9. Pruebe que si X es metrizable, entonces cada componente de X' es una m- 


variedad. 


Parte II 


TOPOLOGÍA ALGEBRAICA 


Capítulo 9 
El grupo fundamental 


¿ Uno de los problemas básicos en topología es determinar si dos espacios topológicos 
dados son homeomorfos. No hay un método para resolver este problema en general 
pero existen técnicas que se aplican en casos particulares. 


> 


Demostrar que dos espacios son homeomorfos consiste en construir una aplica- 
ción continua de uno en el otro que tenga inversa continua, y construir aplicaciones 
continuas es un problema para el cual hemos desarrollado técnicas que lo permiten. 


Demostrar que dos espacios no son homeomorfos es una cuestión diferente. Para 
ello, debemos probar que no existe ninguna aplicación continua con inversa continua. 
Si podemos encontrar alguna propiedad topológica que sea cierta para un espacio 
pero no para el otro, entonces el problema queda resuelto —los espacios no pueden 
ser homeomorfos. Por ejemplo, el intervalo cerrado [0, 1] no puede ser homeomorfo 
al intervalo abierto (0, 1), porque el primer espacio es compacto y el segundo no lo 
es. Y la recta real R no puede ser homeomorfa a la “recta larga” L porque R tiene 
una base numerable y L no. Tampoco la recta real R puede ser homeomoría al plano 
R?; quitando un punto de IR? el espacio se mantiene conexo y, en cambio, quitándolo 
de R esto no ocurre. 


Sin embargo, las propiedades topológicas que hemos estudiado hasta ahora no 
van muy lejos en la resolución del problema. Por ejemplo, ¿cómo demostramos que el 
plano R? no es homeomorfo al espacio tridimensional R3? Cuando recorremos la lista 
de propiedades topológicas —compacidad, conexión, conexión local, metrizabilidad, 
y así sucesivamente— no encontramos una propiedad que los distinga. Como otro 
ejemplo, consideremos superficies tales como la 2-esfera 92, el toro T (superficie de 
un donut) y el doble toro TH+T (superficie de un donut con dos agujeros). Ninguna de 

las propiedades topológicas que hemos estudiado hasta ahora permite distinguirlas. 
 Portanto, debemos introducir nuevas propiedades y nuevas técnicas. Una de las 
E propiedades más usuales es la de ser simplemente conexo. Probablemente el lector 
ya aprendió este concepto cuando estudió integrales de línea en el plano. Hablando 
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a grandes rasgos, decimos que un espacio X' es simplemente conexo si toda curva 
cerrada en X puede contraerse a un punto en X' (haremos más precisa la definición 
más adelante). La propiedad de conexión simple va a distinguir ahora entre R? y R?; 
en efecto, quitando un punto de R3 el espacio obtenido sigue siendo simplemente 
conexo, pero al quitar un punto de R? sucede lo contrario. También va a distinguir 
entre S? (que es simplemente conexa) y el toro (que no lo es). Sin embargo, no va a 
distinguir entre T y TAT, ya que ninguno de los dos es simplemente conexo. 


Existe una idea más general que el concepto de conexión simple, una idea que 
incluye la conexión simple como un caso particular. Ésta involucra cierto grupo que 
se conoce como grupo fundamental del espacio. Dos:espacios que son, homeomorfos 
tienen grupos fundamentales isomorfos. Y la condición de conexión simple es preci- 
samente la condición de que el grupo fundamental de X sea el grupo trivial (grupo 
con un elemento). De esta forma, la demostración de que 5? y T no son homeomorfos 
puede ser reformulada diciendo que el grupo fundamental de S 2 es trivial y el grupo 
fundamental de T'no lo es. El grupo fundamental va a distinguir entre más espacios 
que la condición de conexión simple. Por ejemplo, esto puede ser utilizado para de- 
mostrar que T y TT no son homeomorfos; resulta que T' tiene grupo fundamental 
abeliano y TH4T no. 

Es este capítulo definimos el grupo fundamental y estudiamos sus propiedades. 
Posteriormente las aplicamos a determinados problemas, incluyendo el problema de 
demostrar que algunos Espacios cia como los ya TOSICIOnAdOS, no son BOmESmOr: 
fos. 


Otras aplicaciones incluyen teoremas que tratan con puntos fijos y aplicaciones 
que conservan los puntos aritípodas de la esferá, así como el bien conocido teorema 
fundamental del álgebra, el cual dice que toda ecuación polinómica con coeficientes 
reales o complejos tiene una raíz. Finalmente, obtenemos el famoso teorema de la 
curva de Jordan, el cual estudiaremos en el siguiente capítulo; este teorema establece 
que toda curva simple cerrada C en el plano separa a éste en dos componentes, donde 
C es la frontera común. 


A lo largo del capítulo, suponemos que el lector está familiarizado con la topo- 
logía cociente ($22) y la conexión local ($25). 


851 Homotopía de caminos 


Antes de definir el grupo fundamental de un espacio X', vamos a considerar caminos 
sobre X y una relación de equivalencia entre ellos esca como homotopía deca- 
minos. Posteriormente, definiremos cierta operación sobre la colección de las clases 
de equivalenciá que la convierte en lo que en álgebra sé conoce como un grupoide. 


| 
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Definición... Si f y f' son aplicaciones continuas del espacio X en el espacio Y, 
decimos que f es homotópica a f' si existe una aplicación continua FP: X x 1 = Y 
tal que . 

F(x,0)=f(1) y  F(,D)=f(2) 


para cada x € X (aquí T = [0, 1]). La aplicación F' se conoce como homotopía entre 
f y f'.Si f es homotópica a f”,escribimos f = f'.Si f = fy y f' es una aplicación 
constante, decimos que f es homotópicamente nula. 


Podemos imaginar una homotopía como una familia uniparamétrica continua de 
aplicaciones de X' en Y. Si pensamos en el parámetro t como representante del tiem- 
po, entonces la homotopía F describe una “deformación” continua de la aplicación 
f en la aplicación f”, cuando t se mueve de Da 1. 


Consideremos ahora el caso especial en el cual f es un camino en X. Recordemos 
que si f : [0, 1] > X es una aplicación continua tal que f(0) = zp y f(1) = z1, 
decimos que f es un camino en X desde zg hasta x¡. También decimos que zo es 
el punto inicial y x1 es el punto final del camino f. En este capítulo usaremos, por 
conveniencia, el intervalo Y = [0, 1] como el dominio de todos los caminos. 

Sify f son dos caminos en X, existe una relación más fuerte entre ellos que la 
de homotopía simplemente. Está definida como sigue: 


Definición. Dos caminos f y f*, que aplican el intervalo J en X, se dice que son 
homotópicos por caminos si tienen el mismo punto inicial xp y el mismo punto final 
£1, y si existe una aplicación continua F': I x T — X tal que 


F(s,0) = f(s) y Fls, 1) = f'(s), 
F(0, t) = Zo y F(1,t) = 11, 


para cada s € Í y cada t € /. La aplicación F recibe el nombre de homotopía de 


caminos entre f y f'. Véase la Figura 51.1. Si f es homotópico por caminos a f”, 
escribimos f =, f'. 


La primera condición dice simplemente que FF" es una homotopía entre JyF,y 
la segunda dice que, para cada £, la aplicación f;, definida por la ecuación f.(s) = 
F(s, t), es un camino desde xp hasta 11. Dicho de otro modo, la primera condición 
dice que F" representa una forma continua de deformar el camino f en el camino E 
y la segunda dice que los punios extremos del camino permanecen fijos durante la 
deformación. : 


Lema 51.1. Las relaciones = y =p son relaciones de equivalencia. 


Si f es un camino, denotaremos su clase de equillencia de homotopía de caminos 
por |]. : : 
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Figura 51.1 


Demostración. Comprobemos las propiedades de una relación de equivalencia. 
Dado f, es trivial que f = f; la aplicación F(x,t) = f (x) es la homotopía 
requerida. Si f es un camino, F es una homotopía de caminos. 
Supongamos que f = f” y demostremos que f'= f.SeaF una homotopía entre 
f y f' Entonces G(z,t) = F(x, 1 — t) es una homotopía entre f” y f. Si F es una 
homotopía de caminos, también lo es G. 


Supongamos que  = f' y f= f”. Probemos que pe f".Sean F' una homo- 
topía entre f y f”, y F' una homotopía entre f' y f”. Definamos G :X x 1 — Y por 
la ecuación : l y 

1 
Gíz, t) En, Fx, 2t) para £ € o, 2] 
F'(x,2t—1) parat € [5,1]. 


La aplicación G está bien definida ya que, para t = 3 , tenemos F(z,2t) = f(x) = 
F'(x, 2t — 1). Dado que G es continua en los dos subconjuntos cerrados Xx [0, 5] 
y X x [5,1] de X x 1, entonces G es continua en todo Xx J, por el lema del 
pegamiento. Por lo tanto, G'es la homotopía requerida entre f y f”. 


El lector puede comprobar que si F y F' son homotopías de caminos, entonces 
también lo es G (véase la Figura 51.2). | 


EJEMPLO 1. Sean f y g dos aplicaciones cualesquiera de un espacio X en RR?. Es fácil 
comprobar que f y g son homotópicas; la aplicación ] 


F(2,t) = (1 t)f(1) +tg(<) 


es una homotopía entre ellas. Se conoce como homotopía por rectas porque lleva el punto 
f(x) al punto g(x) a lo largo del segmento de recta que las une. 
Si f y g son caminos de zp. a x1, entonces F' será una homotopía de caminos, como 
puede comprobar el lector. Esta última situación está representada en la Figura 51.3. 
En general, sea A un subespacio convexo de R” (lo cual significa que para dos puntos 
cualesquiera a, b de A, el segmento de recta que los une está contenido en 4). Entonces 
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dos caminos cualesquiera f, g en A de xy a x, son homotópicos por caminos en A, ya 
que la homotopía por rectas 'F entre-ellos mantiene su imagen.en A. 


Figura 513 0 PiguraSIA 


EJEMPLO:2.  Denotemos por X el plano agujereado R? — (0), el cual escribiremos 
como IR? — 0 para abreviar. Los siguientes caminos en X . La a RE 
q Hs) =' (cos, sen 18), 
g(s) = (cosms, 2senrs) 


son homotópicos por caminos; la homotopía por rectas entre ellos es una homotopía de 
caminos aceptable. Pero la homotopía por rectas entre fyelcamino - A 


-k(8) = (cosTrs, —sen 15) 


no es válida, porque su imagen no está contenida en el espacio X = R? 


— O. Véase la 
Figura 51.4, es Le e ri 


AE 
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Ciertamente, no existe una homotopía de caminos en X entre f y h. Este resultado 
no nos sorprende; intuitivamente está claro que no es posible “deformar f pasando por 
el agujero en 0” sin initroducif una discontinuidad. Sin-embargo, la demostración de esto 
requiere algún trabajo. Volveremos a ella en un ejemplo posterior. : 

Este ejemplo ilustra. el hecho de que es necesario conocer el espacio rango antes de 
poder decidir si. dos camiños son homotópicos por. caminos o no. Los: cáminos fyh 
podrían ser homotópicos por caminos si estuvieran en R?. : 


tc ahorá un poco de eb en n nuestra situación geométrica. Defina- 
mos cierta operación sobre las clases de homotopía de caminos como sigue: 


Definición. Si f es un camino en X de rg a 11, y g es un camino en X de 71 az», 
definimos el producto f * g de f y g como el camino h dado por las ecuaciones 


hs) = £03). poc lol 
g(2s — 1) para s € [3,1]. 


La aplicación h está bien definida y es continua, por el lema del pegamiento; es un 
camino en X de xy a 22..Pensamos en h como el camino cuya primera mitad es el 
camino f y cuya segunda mitad es el camino q. : Lt 


La operación producto sobre caminos induce una operación bien definida sobre 
las clases de homotopía de caminos, dada por la ecuación 


119] = [4 +9). 


Para comprobar esta; AAGMadión, sea F una homotopía dec caminos entre f y f' y sea 
G una homotopía de caminos entre y y g'. Definamos 


F(2s,t)  parase€|[0,3] 


H(s,t) = ( Ñ 
G(2s —1,t) para s € [5,1]. 

Dado que F(1,t) = x1 = G(0,t), para todo t, la aplicación H está bien definida; 
es continua por el lema del pegamiento. El lector puede comprobar que HH es la 
homotopía de caminos requerida entre f x g y f' * g/. Está representada en la Figura 
51.5. E 

La operación + sobre clases de homotopía de caminos satisface propiedades muy 
parecidas a:los axiomas de grupo. Estas propiedades.se conocen como propiedades 
de grupoide de x. Una diferencia respecto de las propiedades de grupo es que [f] [y] 
no está definida para cualquier par de clases, sino únicamente para aquellos pares 


[£], [g] para los que f(1) = g(0). 


Teorema 51.2. La operación + tiene las siguientes propiedades: 
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(1) (Asociatividad). Si [f] x ([g] * [h]) está definida, tambiénJo está ([f] « [9]) +[A], 
y son iguales. O 

() (Neutro a izquierda y derecha). Dado x € X, denotemos por.ez.el camino 
constante e, : I] — X que lleva todo 1 al punto x. Si ¿f es un camino en X 
desde xy hasta x1, entonces 


[f*le]=[f] y — lerol*[f]=1[9. 


6) (Inverso). Dado el camino f en X desde Zo hasta 21, sea f. el camino definido 
por f(s) = f(1— s), el cual se conoce como inverso de f ..Entonces 
[£I+[A=[ex] y  [Ax[f= lem). 
Demostración. Vamos a utilizar dos hechos élémentales. El primero és el hécho de 
que si k : X — Y es una aplicación continua y si F' es una homotopía de caminos en 
X entre los caminos f y f”, entonces hno F es una homotopía de caminos en Y éntre 
los caminos: k o f y. kof”. Véase la Figura 51.6. '.: ES 


Figura 51.6 


| El segundo es el hecho de que si k : X > Y es una aplicación continua y si fy 
g son caminos en X con f(1) = g(0), entonces 


ko(fxg)= (ko f)* (boy). 
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Esta ecuación se deduce inmediatamente de la definición de la operación producto +. 


Paso 1, Comprobemos las propiedades (2) y (3). Para verificar. 2), denotemos 
por eg el camino constantemente igual a cero en Í y denotemos por +: 1 = Tla 
aplicación identidad, la cual es un caminó en T desde O hasta 1 Entonces ep * ¿es 
también un cariño ser de0al (las gráficas de estos dos caminos s están ¡representadas 
en la Figura 51, T.. 


uz (6,*1)(5) 
Figura 51.7 


Como 1 es conexo, existe una homotopía de caminos G en ] entre í y eq *1. 
Entonces q o eS es una homotopía de carmirios er Xx entre los catriinos f o i= E y' 


foleori)= (f0c0)s Fed =em rt 


Siguiendo un argumento similar, utilizando el hecho de que si es denota el camino 
constantemente 1 entonces ¿ *.e,.es: homotópico por caminos. en:I al camino ¿, se 
demuestra que [£] +.[£m] = [/]. ¿ió 

Pará comprobar (3), observemos que el inverso- ea ¡es (s) = 1 +8: Entonces 
¿* ies un camino en Y comenzando y acabando en.0; igual que el camino constante 
eo (sus gráficas están representadas en la Figura 51 .8). Dado que / es convexo, existe ' 
una homotopía de caminos H en Í entre ene ¿x2. e pntonESs foH es una Hhomotopía 
de camiinos ento o.e0 = Css, y 


a (foi) «(god Def. | 
Un argumento totalmente análogo, utilizando el hecho de que ¿x ¿es homotópico por 


caminos en ] a e1, demuestra que [f] * [f] = [ez,). 

Paso 2. La demostración de (1), asociatividad, es más delicada. Para ello, y tam- 
bién para uso posterior, será conveniente describir el producto L. *9 de una forma 
diferente. 

Si [a, b] y [c, d] son dos intervalos en R, existe una única aplicación: p: [a,b] > 
[c, d] de la forma p(x) = mx +-k.que lleva a a c y b a d, denominada aplicación lineal 
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u=(1+T)(8) 


u=87(s) 


Figura 51.8 


positiva de [a, b] a [c, d] porque su gráfica es un línea recta con pendiente positiva, 
Observemos que la inversa de dicha aplicación es otra de tales aplicaciones, igual que 
ocurre con la composición de dos aplicaciones de este tipo. 

- Con esta terminología, el producto f x puede describirse como sigue: en [0, 3] 
es igual a la aplicación lineal positiva de [0, 3] a [0, 1] compuesta con la aplicación f 
yen [5, 1] coincide con la aplicación lineal positiva de [3 , 1] en [0, 1] compuesta con 
9- , j 
Comprobamos ahora (1). Dados caminos f, g y hen X, los productos fx (g * h) 
y (f * g) x h están definidos precisamente cuando f(1) = 9(0) y g(1) = A(0). 
Suponiendo estas dos condiciones, definimos también: un “triple prodúcto” de los 
caminos f, g y h como sigue: elijamos puntos a y b.de I tales queeb<a<b<ly 
definamos un camino ka¿ en X de la siguiente forma: en [0, a] es igual a la aplicación 
lineal positiva de [O, a] a T, compuesta con f; en el intervalo [a, b] coincide con la 
aplicación lineal positiva de [a, b] a I, compuesta con la aplicación g; y, en [b, 1], es 
igual a la aplicación lineal positiva de [b, 1] a 7, compuesta con h. Ciertamente, el 
camino k,¿ depende de la elección de los puntos a y db, pero su clase de homotopía 
de caminos no. Probemos que si c y d es otro par de puntos de Icon0<c<d<1, 
entonces k. ¿ es homotópico por caminos a kg ¿. ; 

Sea p : I = I la aplicación cuya gráfica está representada en la Figura 51.9. 
Cuando la restringimos a (0, a], [a, b] y [b, 1], respectivamente, coincide con las apli- 
caciones lineales positivas de estos intervalos en [O, c], [c, d] y [d, 1], respectivamente. 
Se sigue de inmediato que k¿,g o p es igual a ky,. Pero p es un camino en 7 de 0 a 
l igual que la aplicación identidad ¿': Y. —> T. Por tánto, existe una homotopía de 
caminos P en Í entre p e ¿. Entonces k¿a o P es una homiotopía de caminos en X 
entre ka, p Y ke,g. 1 ss ta 

¿Qué tiene esto que ver con la asociatividad? Está muy relacionado, porque el 
producto f + (g*h)'es exactamente el triple producto k.,;¿ cuando a = 1/2 y:b = 3/4, 
como puede comprobar el lector; mientras que el producto (f * g) x* h coincide con 
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Figura 51.9 


k¿,g en el caso donde c = 1/4 y.d = 1/2. Por consiguiente, los dos productos son 
homotópicos por caminos. . : h | 


El argumento que acabamos de utilizar para probar la asociatividad e es válido para 
cualquier producto de un número finito de caminos. Hablando a grandes rasgos, po- 
demos decir que, mientras el resultado concierna a clases de homotopía de caminos, 
no importa cómo se parte el intervalo cuando formamos el producto de caminos. Este 
resultado nos será muy útil más adelante, de manera que lo EStablecsmos formalmen- 
te a continuación. - AR: 


Teorema 51.3. Sea f un camino en X y sean ap, ..., an números tales que 0 = 
dy < 41 < -:: < an =.1. Sea f; : 1] — X el camino iguala a la aplicación lineal 
positiva de T en E 1, 44] compuesta con f. Entonces 


=[11*-*Lfl. 


Ejercicios 


1. Demuestre que si h,h' : X —> Y son homotópicas y k,k' : Y — Z son 
homotópicas, entonces k o h y k' o Rh? son homotópicas. 
2. Dados espacios X e Y denote por [X, Y] el conjunto de las clases de homotopía 
de aplicaciones de Xx en Y. 
(a). Sea I = [0, 1. Demuestre que, para cualquier X, el conjunto [X, 1] tiene 
un único elemento. 
(b) Demuestre que si Y es conexo por caminos, el conjunto [L, Y] tiene un 
único elemento. 
3. Un espacio X se dice que es contractible sí la ¡apheación identidad ¿ix : X =X 
es homotópicamente nula. 
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(a) Demuestre que 7 y R son contractibles. 

(b) Pruebe que un espacio contractible es conexo por caminos. 

(c) Demuestre que si Y es contractible, entonces para id X,el PAnJOnto 
[X, Y] tiene un único elemento. ce 

(d) Pruebe que si X «es contractible e Y es conexo por caminos, entonces 
[X, Y] tiene un único elemento. 


$52 El grupo fundamental 


El conjunto de las das de homotopía dec caminos en un espacio XxX no es un grupo 
con la operación * porque el producto de dos clases de homotopía de caminos no 
está siempre definido. Pero supongamos que cogemos un punto zp de X que nos 
sirva como “punto base” y nos restringimos a aquellos caminos que comienzan y 
acaban en zp. El conjunto de sus clases de homotopía de caminos sí es un grupo con 
la operación x. Éste será denominado grupo fundamental de X. 


En esta sección estudiamos el grupo fundamental: y deducimos algunas de sus 
propiedades. En particular, probaremos que el grupo fundamental es un invariante 
topológico del espacio X', un hecho que tiene una importancia crucial para el estudio 
de problemas de existencia de homeomorfismos. 


Revisemos alguna terminología de la teoría de grupos. Supongamos que G yG 
son dos grupos, con sus operaciones indicadas multiplicativamente. Un homomorfis- 
mo f : G — G es una aplicación tal que f(x - y) = f(x) - 1, para todos zx, Y 
por lo que automáticamente satisface las ecuaciones f (e) =e' y f(x71) = f(0)71 
donde e y e' son los neutros de G' y G”, respectivamente, «y el exponente —1 denota 
el inverso. El núcleo de f es el conjunto f—*(e*), el cual es un subgrupo de G: Igual- 
mente, la imagen de f es un subgrupo de G”. El homomorfismo f se dice que es un 
monomorfismo si es inyectivo (o, equivalentemente, el núcleo de f contiene sólo al 
neutro e). Se dice que es un epimorfismo si es sobreyectivo, y es un isomorfismo si 
es biyectivo. 


Supongamos que G es un grupo y H es un subgrupo de G.Sea 2H el conjunto 
de todos los productos zh, para h € H; este conjunto se conoce como una clase 
por la izquierda de H en G. La colección de tales clases forman una partición de G. 
Análogamente, la colección de todas las clases por la derecha Hz de H en G forman 
una partición de G. Decimos que H es un subgrupo normal de G siz-h-x71 € H, 
para todo x-€ ( y h € H. En este caso, tenemos que: H = Hz, para todo x, de 
manera que nuestras dos particiones de G coinciden. Denotamos esta partición por 
G/H. Si definimos 

(2H) - (yH) = (2-yH 
obtenemos una operación bien definida sobre G/H que lo convierte en grupo. Este 
grupo se conoce como cociente de (3 por H. La aplicación f : G = G/H, que 
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lleva x a zH, es un epimorfismo con:núcleo-H. Recíprocamente, si f ::G + G'es 
un epimorfismo, entonces su núcleo JN es un subgrupo normal de G y .f induce un 
isomorfismo G/N —> G” que lleva zN a. f(x), para cada x € G. 


Aunque el subgrupo A de G no sea normal, será conveniente utilizar lan notación 
G/H; en este caso, entenderemos que este conjunto es la calecciónde Jas clases por 
la derecha de H en G. 


Definimos ahora el grupo fundamental. 


Definición. Sea X un espacio topológico y xy un punto de” X. Un £amino en X 
que comienza y acaba en xp se llama lazo basado en Zo. El conjunto de las clases 
de homotópía de caminos asociadas a los lazos basados en zo, con la operación x, 
se denomina" grupo fundamental de X relativo al punto base Zo. Se denota por 
mi(X, zo). 


Se sigue del Teorema 51.2 que la operación +, restringida a este conjunto, satis- 
face los axiomas de grupo. Dados dos lazos f y y basados en zg, el producto f »g 
está siempre definido y es un lazo basádo-en'xp. La asociatividad, la existencia de un 
elemento neutro [e..,] y la existencia de un'inverso' 1 A para. [f] son inmediatas. 


Algunas vecés este grupo'se conoce como primer grupo de: homotopía de X,lo 
cual implica que existe un segundo grupo de homotopía. Desde luego qué hay grupos 
Trn(X, xo), para todo n € Z,, pero'no los estudiaremos en este libro. Sort pu de la 
matéria más general conocida como teoría de nom topia= pea ¡ES 


EJEMPLO 1. Sea R” el espacio euclídeo hdlrocadional: Entonces os (2, Zo) es el gru- 
po trivial (consistente sólo en el neutro), ya que si f es un lazo en. R”. basado en Zo, la 
homotopía por rectas es una homotopía de caminos entre f y el camino constantemente 
ro. En general, si X es-un subconjunto. convexo de R”, entonces 7, (X, zo) es el grupo 
trivial. En particular, la bola unidadB" de R”, 

"n= dxlai+ + <1)y 
tiene grupo fundamental trivial. ... 


Una cuestión inmediata que os podemos plantear es el alcance de la eSpenOencA 
en el punto:base del grupo denia Consideremos esta cuestión ahora. 


Definición. Sea q; un camino en X de Ip AL]. Pencuros la aplicación Es 
ú: 0 zo) — UR 21) 


por la ecuación . 


(A) = 10] +[/] + (al. 
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La'aplicación á:, que denominaremos “a-gorro”, está bien definida porque la ope- 
ración * está bien definida. Si f es un lazo basadoen zp, entonces ú + (f xa) es un 
lazo basado-en x1. Por tanto, á aplica 1,(X, zp) en r¡(X, 21); como deseábamos; 
observemos que esta aplicación depende sólo de la clase de homotopía de caminos 
de a. Está representada en la Figura 52.1. ... 


Figura 52.1. 


Teorema 52.1. La aplicación ú: es un isomorfismo de grupos. 
Demostración. Para probar que á es un homomorfismo, calculemos 


al(AI)* lla) = = (a) + [$] + [02) + ([a] + la] + [a)) 
 =[a]«[+ [9] +10] 
2 40 +i) o | 
Para ver que á es un isomorfismo, vamos a probar que si (3 denota el camino ú, que 


es el inverso de a, entonces Ú es el inverso para á. Calculamos, para cada elemento 
[f] de m(X, 21), 


1) = e [H] +9] = la] +[h] + la), 
)) = (al + (la « (4) +(2]) + [o] = (A) 


Un cálculo similar demuestra sa A = [f], para todo ¡dl € m(X, zo). MU 


20 
acá 


Corolario 522. Si X es conexo por caminos, Y To Y 11 SOn dos puntos de X, enton- 
ces T1(X, zp) es isomorfo a mi (X, H1)> 


Supongamos que X es un espacio topológico. Sea C una componente por cami- 
nos de X' conteniendo a xo. Es fácil ver que mí(C, Zo) = T1(X, zp), ya que todos los 
lazos y homotopías en X que están basados en zo deben permanecer en el subespacio 
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C. De este modo, r1(X, 20) depende sólo de la componente por caminos de X' con- 
teniendo a zo, y no nos ofrece ninguna información del resto de..X..Por esta razón, 
es muy usual trabajar sólo con di conexos por caminos cuando se estudia el 
grupo fundamental. : : : spa 


Si X es conexo por caminos, todos los grupos 1¡(X, 1) son isomorfos, de manera 
que es'tentador pretender “identificar” todos estos grupos con uno solo y hablar sim- 
plemente del grupo fundamental del espacio X', sin hacer referencia al punto base. 
La dificultad de esta aproximación es que no hay una forma natural de identificar 
Ti (X, zp) con m¡(X, 21); caminos: «diferentes a: y f de xo a x1 pueden darnos iso- 
morfismos diferentes entre estos grupos. Por esta razón, omitir el punto base puede 
conducir a error. a 

Sin embargo, resulta que el isomorfismo entre mr, (X, _ y ri(X, 21) es indepen- 
diente del camino si, y sólo si, el grupo fundamental es abeliano (véase el Ejercicio 
3). Éste es un requisito muy severo para el espacio X. 


Definición. Un espacio X se dice que es simplemente conexo si es conexo por 
caminos y Tr¡(X, 20) es el grupo trivial (un elemento) para algún zo € X y, por 
tanto, para todo xy € X. Con frecuencia expresamos el hecho de que 7, (X, 20) es 
el grupo trivial escribiendo T1(X, 20) = 0... 


Lema 52.3. En un espacio simplemente conexo X, dos caminos cualesquiera con 
los mismos puntos inicial y final son homotópicos por caminos. 


Demostración. Sean a y f dos caminos de xp a 71. Entonces a: + 6 está definido 
y es un lazo en X basado en xp. Dado que X es simplémente conexo, este lazo es 
homotópico por caminos al lazo constante en xp. Entonces 


[a+ 8 +19] = [eso +18), 
de donde se deduce que [a] = [8]. mn 


Intuitivamente está claro que el grupo fundamental es un invariante topológico del 
espacio X'. Una forma conveniente de probar este hecho es introduciendo el concepto 
de “homomorfismo inducido por una aplicación continua”. 


Supongamos que h : X — Y es una aplicación continua qué lleva el punto Ty de 
X al id yo de Y . Frecuentemente denotamos esta propiedad Escribiendo 


hs (X, 20) — (Y, Yo). 


Si f es un lazo en X basado en zp, entonces la composición hof:1—=Y esun 
lazo en Y basado en yo. La correspondencia f —=hof nos conduce a una aplicación 
que lleva Ti(X, zo) a (Y, yo). La definimos formalmente c como sigue: 


852 El grupo fundamental 379 


Definición. . Sea h : (X, xo) —(Y, yo) una aplicación continua. Definimos 
ha : mi (X, 20) > mi (Y, yo) 


por la ecuación. Pe UN 
Ra(1f) = [ho f]. 


La aplicación h, se denomina homomorfismo inducido por h, relativo al punto base 


La aplicación h,, está bien definida ya que si F' es una homotopía de caminos entre 
los caminos f y f”, entonces h o F' es una homotopía de caminos entre los caminos 
ho f y ho f'.El hecho de que h, sea un homomorfismo se deduce de la ecuación 


(ho f)x*(hog)=ho(fxg). 


El homomorfismo h, no sólo depende de la aplicación h : X -—> Y sino también de 
la elección del punto base xy (una vez que xp está fijado, yo está determinado por h). 
Así, podríamos tener alguna dificultad en la notación si queremos considerar diferen- 
tes puntos base en X. Si xp y 1 son dos puntos diferentes de X, no podemos usar 
el mismo símbolo h,. para denotar los dos homomorfismos diferentes, uno teniendo 
dominio 11 (X, zp) y el otro dominio 1, (X, 21). Incluso'si X es conexo por caminos, 
estos grupos son: isormorfos pero no son el mismo grupo. En tal. caso, utilizaremos la 
notación 
(Bao): T1(X, 20) > mí(Y, yo) 


para el primer homomorfismo y (hz, )» para el segundo. Si sólo hubiera un punto 
base en consideración, omitiremos la referencia al punto base y denotaremos el ho- 
momorfismo inducido simplemente por A... ' 


El homomorfismo inducido tiene dos propiedades que son cruciales para las apli- 
caciones. Se conocen como “propiedades funtoriales” y están dadas en el siguiente 
teorema: 


Teorema 52.4. Sih : (X, 20) — (Y, Yo) y k : (Y, yo) > (Z, 29) son continuas, 
entonces (e 9 hd = kuo hs. Sii: (X, zo) — (X, zp) es la aplicación identidad, 
entonces ¡,, es el homomorfismo identidad. Es 


Demostración. La prueba es una divinidad: Por definición, 


(koR)s([f) = (oh) o fl, e 
(e o RIA) = ba(Ma([£D) = kea([h o f]) = [ko (ho $). 


Análogamente, i,([/]) = [io f] =[f]. n 
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Corolario 52.5. Sih.: (X; 20) — (Y, yo) es un homeomorfismo entre X e Y, en- 
tonces h, es un isomorfismo entre m1 (X, 20) y Ti(Y, yo): 


Demostración. Considérese k : (Y, yo) — (X, o) la inversa de h. Entonces se 
satisface k, o ha, = (k o h)a = iz, donde i es la aplicación identidad de (X, zp); 
y ha o k, =:(ho k), = ju, donde ¡es la aplicación identidad de (Y, yo). Dado 
que ¿, y j» son los homomorfismos identidad de los grupos T1(X, 20) y T1(Y, Yo), 
respectivamente, k, es la inversa de h,.. e ] 


Ejercicios 


1. Un subconjunto A de IR” se dice que es estrellado si, para algún punto ag de A, 
todos los segmentos de recta uniendo ay con los puntos de Á están contenidos 
ená. . : 

(a) Encuentre un conjunto estrellado que no séa convexo. 
(b) Demuestre que si Á es estrellado entonces Á es simplemente conexo. 

2. Sea a un camino en X' de zy a 11 y sea f un camino en X de 11,4 27. Demuestre 

que si y = a * f entonces Y = Poú. 
3. Sean Zo y 21 puntos de un espacio conexo por caminos X'. Pruebe que 711 (X, zo) 
es abeliano si, y sólo si, para todo par de caminos o: y 8 de xo a 71, se tiene que 

á= B. 

Sea A C X; suponga que r : X — A es una aplicación continua tal que 

r(a) = a, para cada a, € A (la aplicación r se.conoce como una refracción de 

X en A). Si ap € A, demuestre que E 


> 


r,: mm (X, 00) —= m(4, ap) 


es sobreyectiva. 


5. Sean A un subespacio de R” y h : (A, ap) — (Y, yo) una aplicación. Demuestre 

_ que si h se puede extender a una aplicación continua de R” en Y, entonces h, 

es el homomorfismo trivial (el homomorfismo que aplica todos los elementos 
en el neutro). 


6. Demuestre que si X “es conexo por caminos, el homomorfismo inducido por 
una aplicación continua es independiente del punto base, salvo isomorfismos de 
los grupos implicados. Siendo más precisos, sea h : X —> Y una aplicación 
continua con h(zp) = Yo y h(x1) = yi. Sea a: un camino en X de xy a 21 y 
pongamos 6 = h o a. Demuestre que 


Bo (lay) = (lox)u 0 ó. 
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Esta ecuación expresa el hecho de que el siguiénte diagrama de aplicaciones 
“conmute”. A 


X (ha de e 
m(X,z0) 5 m(Y, yo)" 


la la 
ie (hay) a 
m(X,11) —= m(Y, y1) 
7. Sea G un grupo topológico con operación - y elemento neutro xy. Denotemos 
por A(G, xp) el conjunto de todos los lazos en G basados en Zo. Si f,g € 
2(G, zo), definamos el lazo f 8 g por la regla 


(199.8) =$(5) -g(s). 


(a) Demuestre que esta operación dota al conjunto £2(G, 29) de estructura de 
grupo. 

(b) Pruebe que esta operación induce una operación de grupo 8 en 71(G, o). 

(c) Demuestre que las dos operaciones de grupo * y S en mí(G, zo). son la 
misma. [Indicación: calcule (f * exp) O (2) *9)] pi 

(d) Pruebe que m (G, Zo) es abeliano. O : As 


853 Espacios recubridores 


Hemos demostrado que cualquier subespacio convexo de |R” tiene grupo fundamental 
trivial; acometemos ahora la tarea de calcular algunos grupos fundamentales « que no 
son triviales. Uña de las herramientas más usuales para este propósito es la noción de 
espacio recubridor, la cual introducimos en esta sección. Los espacios recubridores 
son también importantes en el estudio de las superficies de Riemann y las váriedadés 
pijas (véase [Az SD. Los estudiaremos con más detalle en el Sapiulo: 13. 


Definición. Sea p: E —> B una aplicación continua y sobreyectiva. Un' conjunto 
abierto U de B se dice que está regularmente cubierto por p si la imagen inversa 
uu ) puede escribirse como una unión disjunta de conjuntos abiertos V, de E 
tales que, para cada az, la restricción de p a Vo, es.un homeomorfismo de V., en U. La 
colección (Va) será denominada una partición de p”*(U) en rebanadas. 


Si U es un conjunto abierto que está regularmente cubierto por p, frecuentemente 
dibujamos el conjunto p”*(U) como una “pila de tortitas”, cada una con la misma 
forma y tamaño que [/, flotando en el aire sobre U, la aplicación p las comprime a 
todas sobre U (véase la Figura 53.1). Observemos que si U está regularmente cu- 
bierto por p y W es un conjunto abierto conteniendo al, entonces Ww está también 
regularmente cubierto por p. 
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pu) 


Figura 53.1 


Definición. Seap: E — Buna aplicación continua y sobreyectiva, Si todo punto 
bde B tiene un entorno U que está regularmente cubierto por p, entonces p se dice 
que es una aplicación recubridora y E un espacio recubridor de B. 


Observemos que si p : E — B es una aplicación recubridora entonces, para cada 
b e B, el subespacio p”1(b) de E tiene la topología discreta. Esto se debe a que 
cada rebanada V., es abierta en E e interseca al conjunto Y) 1b) es un solo punto; por 
tanto, este punto es abierto en p”! (0). Eg 


si  Observemos también quesip: E= > Bes una aplicación recubridora entonces p 

es una aplicación abierta. Efectivamente, supongamos que A es un conjunto abierto 

de E.Dado zx € p(A), elijamos un entorno U de x que esté regularmente cubierto por 

p. Sea (Vaj una partición de. PU) en rebanadas. Existe un punto y de A tal que 

p(y) = x; sea Va la rebanada que contiene a y. El conjunto Vg N A es abierto en E 

y, portanto, abierto.en Va; como p aplica Vg homeomórficamente. en U, el conjunto 
p(VgM A) es abierto en U y, por tanto, abierto en .B; es un entorno de x contenido en 
p(A), como deseábamos. ; ] 


EJEMPLO 1. Sea X un espacio das yseai: X => X la ia identidad. 
Entonces ¿ €s una aplicación recubridora (del tipo más trivial). En general, seá E el es- 
pacio X x (1,...,n) consistente en n copias disjuntas de X. La aplicación p: E => X 
dada por p(x,1)'= x, para todo t, es nuevamente una aplicación recubridora (más bien 
trivial). En este caso, podemos dibujar:el espacio entero E como una pila de tortitas sobre 


. En la práctica, frecuentemente nos s restringimos a espacios recubridores que son 
conexos por caminos, para eliminar cubrimientos triviales del tipo “pila de tortitas”. 
Un ejemplo de dicho espacio recubridor no trivial es el siguiente: 
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Teorema 53.1. La aplicación p: R —= S! dada por la ecuación * 
: pla) = (cos: 212, sen 21x) 


es una aplicación recubridora. 


Podemos representar p como una aplicación que enrolla la recta real R alrededor 
del círculo S? y, en el proceso, aplica cada intervalo [n, n + 1] sobre S?. 


Demostración. El hecho de que p sea una aplicación recubridóra reside en las pro- 
piedades elementales de las funciones seno y coseno. Consideremos, por ejemplo, el 
subconjunto U de S] consistente en aquellos. puntos que tienen la primera coordena- 
da positiva. El conjunto p”* (U) consiste en:aquellos puntos-x pe los* co COS ame 
es positivo, es decir, es la uriión de los intervalos : 


1 1 
q g' n+> 1» 
para todo n € Z (véase la Figura 53.2). Ahora bien, 5 aplicación p, restringida a cual- 
quier intervalo cerrado V,,, es. inyectiva porque sen 27.1 es estrictamente monótona 
en tales intervalos. Además, p lleva V,, sebreyectivamente sobre U, y V;, sobre U, 
por el teorema de los valores intermedios. Dado 'que V,, es compacto, plV,, es un 


homeomorfismo entre V,, y U. En ps p|V,, es un homeomorfismo entre V,, y 
D. 


Y, = (n 


-3 -2 1 0 1 2 3 


Figura 53.2 


Podemos aplicar un razonamiento similar a las intersecciones de S?.con los se- 
miplanos abiertos superior e inferior, y con el semiplano abierto izquierdo. Estos 
conjuntos abiertos recubren S? y cada uno de ellos está regularmente cubierto: por p. 
Por lo tanto, Di R>o an l es una aplicación Rprdes A 


A 
| 


Sip: E = B es una aplicación Sobre entonces p és un e oiomodianó 
local entre E y B. Es decir, cada punto e de E tiene un entorno quese aplica por p 
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.Hhomeomórficamente sobre un subconjunto abierto de B. Sin:embatgo, la-condición 
de que p sea un homeomorfismo local no es suficiente para asegurar que p sea una 
aplicación recubridora, como muestra el siguiente ejemplo. 


EJEMPLO 2. La aplicación p : Ry — S? dada por la ecuación 
pla) = des 21.x, sen 21) 


es sobreyectiva y es un ¿ honsomortamo local (véase la Figura 53.3). Sin embargo, no 

és uha aplicación recubridora ya qué él Punto bo =' (1,0) no tiene un entorno U que 

“esté regálafmente cubierto por p: El típico. intervalo U de by tiene una' imagen inversa 

* «consistente él pequeños entorrios V,, decada entero n, para' 1: > 0, junto coir ur péqueño 

intervalo Vo : dela: forma (0,e): Cada:uno de-los: intervalos M,; paran >. 0, se aplica 

homeomórficamente sobre U por la. aplicación p, peroel intervalo Vo' está únicamente 
embebido en U mediante p. 


o 533 


EJEMPLO 3. El lema precedené púsds inducir al, lector a pensar que la recta real R es 
el único espacio recubridor conéxo del círculo si. Esto no es cierto. Consideremos, por 
ejemplo, la aplicación p: 1 => s dada por 


E, p()= =22, 


[Aquí consideramos S* como el subconjunto del plano complejo C consistente en aque- 
los números complejos z con |z] = 1 1 Dejamos al lector comprobar que p es una apli- 
cación recubridora. E SEA 


El Ejemplo 2 muestra que la aplicación obtenida al restringir una aplicación recu- 
bridora puede.no ser una aplicación recubridora;:A continuación tenemos una situa- 
ción donde sí encontraremos este ERo de aplicación. : 


Teorema 53.2. Seap: E — B una aplicación cabida Si By es un e UbespidO 
de B y si Ey. = p*(Bp) entonces la Sd GTpEe po Eg —> lea obtenida al resing 
p, es una aplicación recubridora, - sb A 
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Demostración. Dado bg € Bo, sea. U un conjunto abierto en: B' que contiene a 
bo-y que esté regularmente cubierto por p; sea:(V.) una partición de p”*(U) en 
rebañadas: Entónces UM By es un entorito de by en Bo y los conjuntos V,'N Ey son 
abiettos disjuntos 'en Ey cuya unión es p"*(U'N Bp), y cada úno de ellos se aplica 


homeomórficamente sobre UA Bo mediante p. O 


Teorema 533. Sip: E — B y p' : E' —= B* son aplicaciones recubridoras entonces 
pxp :ExE>BxB' 
es una aplicación recubridora. 


Demostración. Dadosb € ByB' € B', sean U y U' entornos de b y b', respecti- 
vamente, que estén regularmente cubiertos por p y 'p”, respectivamente. Sean IVad y 
(Vs) particiones en rebanadas de p7*(U) y (p')(U”), respectivamente. Entonces 
la imagen inversa mediante p x p' del conjunto abierto U x U” es la unión de todos 
los conjuntos Va x V¿. Estos conjuntos son abiertos disjuntos de Ex E”, y cada uno 
de ellos se aplica homeomórficamente sobre U x U” por p x p'. a 


ESEMPLO 4. Consideremos el espacio T = S*xS?, conocido como toro. La aplicación 
producto h 


pxp:RxR—8! x Ss! 


es un cubrimiento del toro por el plano R2, donde p es la aplicación recubridora del 
Teorema 53.1. Cada uno de los cuadrados unidad [n,n + 1] x [m,m + 1] se enrolla 
completamente alrededor del toro, por medio de p x p (véase la Figura 53.4). 


Figura 534 


En esta figura, hemos representado el.toro no como el producto .S*.x 5”, que es un 
subespacio de R* y difícil de visualizar, sino como la superficie familiar de un donut 
D en R* obtenida rotando el círculo C;.en el plano.xz.de radio 3 Centrado en (1,0, 0) 
alrededor del eje z. No es difícil ver que 5? x 9* es homeomorfo con la superficie D. 
Sea C2 el círculo de radio 1 en el plano xy centrado en el origen. Entonces apliquemos 
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Ci x Cz en D definiendo f(a.x b) como el punto. al cual vaa parar a cuando rotamos 

el círculo C, alrededor del eje z hasta que su.centro alcanza el punto b (véase la Figura 

53.5)..La aplicación f será un homeomorfismo entre C,. x C2 y D, como el lector puede 

comprobar mentalmente. Si lo desea, puede escribir las ecuaciones para f y poseer 
“Ja continuidad, inyectividad y sobreyectividad, directamente (a continuidad de cd 
“deducirá de la compacidad de C1 x Ca). 


Figura 53.5 


EJEMPLO 5. Consideremos la aplicación recubridora p x p del ejemplo anterior. Sea 
do el punto p(0) de S* y denotemos por By el subespacio, 


Bo =(8* x bo) U (bo 8%) 


de S? x S?, Entonces By es la unión de dos círculos que tienen un punto en común; algu- 
nas veces se denomina apaño figura ocho.El espacio Ey =p"! (Bo) es la “cuadrícula 
infinita”” 

“Ey =(RxZ)U(Z xR) 


representada en la Figura 534. La aplicación po : En — Bo obtenida restengiendo pxp 
es, por tanto, una aplicación recubridora. 

La cuadrícula infinita es uno de los espacios recubridores de la figura ocho; veremos 
otros más adelante. : 


EJEMPLO 6. Consideremos la aplicación recubridora 

pxi:RxR, —S xRy, 
donde i es la aplicación identidad de R,. y p es la aplicación del Teoréma 53.1. Si to- 
mamos el homeomorfismo estándar entre S* x Ry y R? — 0, que lleva 1 xt a tz, la 
composición ños permite obtener un cubrimiento * : 


RxR, —R?-0 
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del plano agujereado por el semiplano abierto superior. Lo representamos en la Figura 
53.6. Esta aplicación recubridora aparece en el estudio de variables complejas como la 
superficie de Riermann correspondiente a la función logaritmo complejo. 


RxAR 


Figura 53.6 


Ejercicios - 


1. Sea Y un espacio con la topología discreta. Demuestre que sip: X x Y 5 
X es la proyección sobre la primera coordenada, entonces p es una aplicación 
recubridora. E A 

2. Seap: E > B una aplicación continua y sobreyectiva. Suponga que ÚU- es un 
conjunto abierto de B que está regularmente cubierto por p. Demuestre que si 
U es conexo entonces la partición de p"*(U) en rebanadas es única. — 

3, Seap: E — B una aplicación recubridora, con B conexo. Demuestre que si 
p”* (bp) tiene k elementos para algún bp € B,entonces p”!(b) tiene k elementos 
para todo b € -B. En tal caso, se dice que E es un recubridor de k hojas de B. 

4. Seanq:X =>Yyr:Y >Z aplicaciones recubridoras y pongamós p = r oq. 
Demuestre que si r7!(2) es finito para cada 2 € Z, entonces pes una aplicación 
recubridora. . . ! : Ea, y 

5. Demuestre que la aplicación del Ejemplo 3 es una aplicación recubridora: Ge- 
neralícelo a la aplicación p(z) = 2”. 

6. Sea p :..E —> B una aplicación recubridora. : 5 

(a) Si B es de Hausdorff, regular, completamente regular o de Hausdorff lo- 
calmente compacto, entonces también lo es E. [Indicación: si (VJ es una 
partición de p”*(U):en rebanadas y C es un conjunto cerrado de B tal que 
C C B, entonces p”*(C) N Va es un conjunto cerrado de E.].. 
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.(b) Si B es compacto yp *(0) es finito, para todo b € B, entonces E es 
o Si E ve y pag 
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El estudio de los espacios recubridores de un espacio X' está estrechamente relacio- 
nado con el estudio del grupo fundamental de X. En esta sección establecemos las 
relaciones cruciales entre los dos 5 COncEptds. y calculamos el grupo de del 
círculo. 


Definición. Seap: E — B una aplicación. Si f es una aplicación continua de 
algún espacio X en B, un terariemento de f es una aplicación f : X — E tal que 


pof=f. 
Le 


x=p> B 


La existencia de levantamientos cuando p es una aplicación recubridora es una 
herramienta importante en el estudio de los espacios recubridores y el grupo funda- 
mental. Vamos a probar primero que, para un espacio recubridar, los caminos pueden 
ser levantados; entonces demostraremos que las homotopías de caminos también pue- 
den ser levantadas. Demos previamente un ejemplo: , 


EJEMPLO 1. Consideremos el cubrimiento p : R -> S? del Teorema 53.1. El camino 
f : [0,1] — S* comenzando en ba = (1,0) y dado por. f(s) = (cos, senTs) se 
levanta al camino f(s) = s/2 comenzando en O y acabando en ¿..El camino g(s) = 
(cos rs, — sen rs) se levanta al camino ¿(s) = —s/2, que comienza en 0 y acaba en —ó. 
El camino h(s) = (cos 4rs, sen 418) se levanta al camino h(s) + ='2s comenzando en ( y 
acabando en 2. Intuitivamente, h enrolla dos veces el intervalo (0, 1] alrededor del círculo; 
esto queda reflejado en el hecho de que el levantamiento h: comienza en cero y acába en 
el número 2. Estos caminos están representados en la Figura 54.1. 


Lema 54.1. Sea p : E — B una aplicación recubridora con p(ey) = bo. Cualquier 
camino f : [0,1] — B comenzando en by tiene:un único levantamiento a un camino 
f en E que comienza en eq. de 


Demostración. Cubramos B por conjuntos abiertos U que estén regularmente cu- 
biertos por p. Encontremos una subdivisión de [O, 1], pongamos so, .'. . ; Sn; tal que 
para cada i el conjunto f ([s;, s¡+1]) esté contenido en alguno de tales conjuntos abier- 
tos U (aquí utilizamos el lema del número de Lebesgue). Vamos a definir el levanta- 
miento f paso a paso. +: . . 
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e 
-1 1,2 0 1 2 : 
y> A 
1 
Figura 54.1 


Primero, definamos y (0) = eo. Entonces, suponiendo que f(s) está definida para 
0 < s < sy, definimos f en [s;, s;41] como sigue: el conjunto f([s;, s;+1]) está conte- 
nido en algún conjunto abierto U que está regularmente cubierto por p. Sea (V,) una 
partición en rebanadas de pi U); cada conjúnto V,, es aplicado por p homeomórfi- 
camente sobre U, Así, f (s;) está en alguno de estos conjuntos, Pongamos en Vo. 
Definamos f (s) para s € [si, La por la ecuación 


"£(8) = (p]Vo)” :H9)), 
Como p|Vo : Vo —> U es un homeomorfismo, Í será continua sobre [s;, sali 

Continuando de esta forma, definimos f en todo el intervalo [0, 1]. La continuidad 
de f.se deduce del lema del pegamiento; el hecho de que po P= .f es inmediato de 
la definición de Fe : 

La unicidad de A se prueba también paso por: paso. Supongamos que f es atro 
levantamiento de f comenzando en ey. Entonces f(0) = ey = f (0). Supongamos 
que £(s ) = -/(s), para todo s tal que 0 < s< si. Sea Vo como en el párrafo ante- 
rior, entonces, para s € [si sis), Í F(s) está definido como (o Vo)” M7 (s)). ¿Puede 
coincidir con f fs y? Dado que f es un levantamiento de fe debe llevar el intervalo 
[s;i, si41] en el conjunto pr (U) =U Ya. Las rebanadas Va son abiertas y disjuntas; 
como el conjunto f([s;, s+1]) es conexo, debe estar. totalmente contenido en uno de 
los conjuntos V,. Y como f(s;) = f(s;), que está en Vo, Í debe levar todo el in- 
tervalo [s;, 8;+1] en el conjunto Vo. Por lo tanto, para s en [s;,s;+1], f(s) debe ser 
igual a algún punto y de V¿ que esté en p”*(f(s)). Pero sólo hay un punto y en es- 
tas condiciones, concretamente (p|Vo)” 1(f(s)). Por consiguiente, Í (s) = f(s) para 
s€ [s;, Si4+1). 


Lema 54.2. Seap : E > B una aplicación recubridora con p(ep) = bp. Sea F : 
IxI — B una aplicación continua con F(0, 0) = by. Existe un único levantamiento 
de F a una aplicación continua , .... 


Poilxis>B: 
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tal que F(0,0) = ep. Si F' es una homotopía de caminos, entonces F' también es una 
homotopía de ¿aminos. 


Demostración: Dada F, definimos primero F(0, 0) = ey. Utilizamos ahora el lema 
anterigr para extender. Fa lado izquierdo OxIya al lado inferior Y x 0 de Tx 1. 
Entonces extendemos É a todo el cuadrado Tx I como sigue. 


Elijamos subdivisiones 


Sp < 8 <*+*< 8m, 
to < ti <-«**<tn 


de Ilo icons finas como para que cada rectángulo 
L¿ x di = [s;-1, si] *x e Eiartal 


se aplique mediante Fenun conjunto abierto de B que esté regularmente cubierto por 
p (utilizamos el lema del número de Lebesgue). Definimos el levantamiento £', paso 
a pasó, comenzando con el rectángulo /, x J,, continuando con los otros rectángulos 
I, x Ji de la “fila inferior”, después con los rectángulos [; x J2 de la siguiente fila, 
y así sucesivamente. 


- En general, dados iy y Jo, supongamos que F está definido en el conjunto A 
determinado por la unión de Ó x 7, TX 0 y todos los rectángulos * “previos” ali) x 
J;o laquellos rectángulos 1; x I; con j < jo y aquellos con j = joe i< io). 
Supongamos también que Fesun levantamiento continuo de F| 4. Definamos Fen 
Lio. X Sip. Escojamos un conjunto abierto U de. B .que esté, regularmente enbierto 
por p y contenga al conjunto F(Liy X J3p). Sea [Vaj una partición en rebanadas de 
p7 (1) ); cada conjunto V,, se aplica mediante p homeomórficamente sobre U. Ahora 
bien, F está yá definida en el conjunto C = AN(L;, x 350): Este conjunto es la unión 
de los ládos izquierdo e inferior del rectángulo Lio < Fijo Y, por tanto, es conexo. Así, 
F(C) es conexo y debe estar totalmeñte contenido dentro de uno de los conjuntos V.. 
Supongamos que está contenido en: ao: Entonces la situación es como la representada 
en la Figura 54.2. 


Denotemos por po. : Va — U.la restricción de p a Vo. Dado que F' es un levanta- 
miento de F.|.A sabemos que, para x € C,, : 


po(E(o)) = p(F(z)) =F(»), 
de manera que F(x) = py *(F(x)). Por tanto, podemos extender F definiendo 
Fa) =9 (Fo) 


para zx € [;, X Jj. La aplicación extendida será continua por el lema del pegamiento. 
Continuando de esta forma, definimos F' en todo el cuadrado 1?. 
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Figura 54.2 


Para comprobar la unicidad, observemos que, en cada paso de la construcción 
de F, como primero hemos extendido f" a los lados inferior e izquierdo de 1?, 
entonces a los rectángulos 1; x J;, uno por uno, existe sólo una forma de extender P 
de manera continua. De modo que, una vez especificado el valor de F en (0,0), F 
está completamente determinado. 


Supongamos ahora que F' es una homotopía de caminos. Queremos probar que 
F es una homotopía de caminos. La aplicación FF lleva todo el lado izquierdo O x 1 
de 1? a un solo punto by de B. Como F es un levantamiento de F, lleva todo este 
lado sobre el conjunto p"bp). Pero este conjunto tiene la. topología discreta como 
subespacio de E. Dado que O x / es conexo y F es continua, F(0 xf y) es CONEXO y, 
por lo tanto, debe ser igual a un conjunto unipuntual. Análogamente, F(x 1 ) debe 
ser también un conjunto unipuntual. Así, F es una homotopía de « caminos, Ml 


Teorema 54,3. Seap : E > B una aplicación recubridora con p(en) =D. Sean 
Í y g dos caminos en B de bo ab, y sean f y Y Sus respectivos levantamientos a 
caminos en E comenzando en €. Si f y y son homotópicos por caminos, entonces f 
y j terminan en el mismo punto de E y son homotópicos Por caminos. 


Demostración. SeaF:1xI>= Bla homotopía de caminos entre Fy g: Entonces 
F(0,0) = do. Seaf: IxI —> E el levantamiento de F a E tal que - FLO, 0) = ey. Por 
el lema anterior, Í' es una homotopía de caminos, de manera que F(0x 1) =(e0) y 
F( x 1) es un conjunto unipuntual ler). 


La restricción FIIxo0 de F al lado inferior de Y x T es un camino en E comen- 
zando en ep y que es un levantamiento de F|T x 0. Por la unicidad de los levanta- 
mientos de caminos, debemos tener que F(s,0) = f(s). Análogamente, FIT x1 
es un camino en E que es un levantamiento de F|I x 1 y comienza en ey porque 
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F(0xI)= feo). Por la unicidad de los levantamientos de caminos, F(s,1) =3(s). 
Por lo tanto, f y ¿ terminan en ey y F es una homotopía de caminos entre ellos. Mi 


Definición. “Sea p : E —+ B una aplicación recubridora'y bo € B. Elijámos eg de 
forma que p(ey) =-bp. Dado ún elemento [f] de 7, (B, bp), sea F el levantamiento de 
f a un camino en. que comience en eo. Denotemos por ol ([£]) el q final f(1) 
de f. Entonces 6 es una aplicación bien « definida : 


$: mi(B,bo) > p"Ubo). 
Denominamos a $ correspondencia del levantamiento derivada de la aplicación re- 
cubridora p. Desde luego, depende de la elección del punto ey. 
Teorema 54.4. Sea p : E — B una aplicación recubridora con p(ep) = do. Si E es 
conexo por caminos, entonces la correspondencia del levantamiento. 
6 :m(B,bo) —>p"*(bo) 


es sobreyectiva. Si E.es simplemente conexo, entonces es biyectiva. pi 


Demostración. Si E es conexo por caminos entonces, dado e, € p”! (bp), existe un 
pride aer. Demodoque = -p0 f es un lazo en B con base do y 
(1/1) ='e1, por definición. 

Supongamos que E es simplemente conexo. Sean [f] y [9] dos elementos de 
11(B, bo) tales que p([f)) = ¿([g)). Sean f y G los Tevantamientos de f y g, res- 
pectivamente, a caminos en E comenzándo € en eo; entonces FM =30. Como E es 
simplemente conexo, existe una homotopía de caminos F enE entre f y j. Entonces 
- po F es una homotopía de caminos en B entre f y g. B 


Teorema 54.5. El grupo fundamental de Sl es isomorfo al grupo aditivo de Jos en- 
teros. 


Demostración. Sea p : R + S! la aplicación recubridora del Teorema 53.1, pon- 

gamos ey = 0 y seabo = ples). Entonces p”*(bp) es el conjunto Z de los enteros. 

Dado que R es simplemente conexo, la correspondencia del levantamiento 
RA 

es biyectiva. Probemos que $ es un homomorfismo y el teorema quedará demostrado. 


Dados [f] y [g] en r1(B, bo), sean di y $ sus respectivos levantamientos a caminos 
en R comenzando en 0. Sean n = fDym= 10, entonces A) = =ny ól(g)) = 
m, por « definición. Sea g 3 elc camino 


do nego) 
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en R: Como pín + 2). = p(x), para:ttodo x € R, , el camino G es un levantamiento de 
y que cotnienza enn. Entonces el:producto f «* y está definido y es el levantamiento 
de fxg que comienza en 0, como puede comprobar el lector. El punto final de este 
camino es 9 - =.n + m. Entonces, por definición, -...-. ..;,,.. 


MI 


sn» lo) =n+m- 9 Deo), | e e dd 


E 


Definición. Sea G un grupo y x un elemento de G. Denotamos el inverso de q por 
x71, El símbolo e representa el producto de x por sí mismo n veces, 2” denota 
el producto de x” l por sí mismo n veces, y a% denota el elemento neutro de G. Si 
el conjunto de todos los elementos de la forma x”, para y € Z, coincide con G, 
entonces se dice que (E es un grupo cíclico y x se dice que es un generador de G. 


El cardinal de un grupo se llama también orden del grupo. Un grupo es cíclico 
de orden infinito si, y solamente si, es isomorfo al grupo aditivo de los enteros; es 
cíclico de orden k si, y sólo si, es isomorfo al grupo Z/k de los enteros módulo k. El 
teorema precedente implica que el grupo fundamental del círculo es cíclico infinito. 

Observemos que si z es un generador del grupo cíclico infinito G y si y es un 
elemento de un grupo arbitrario H, entonces existe un único homomorfismo h de G 
en H tal que h(x) = y; está definido poniendo h(2”) = y”, para todo n. 

Con el fin de utilizarlo más adelante, en $65 y en los Capitulos A y 14, probamos 
aquí una versión más fuerte del Teorema 54 e. : 


*Teorema 54.6. Sea p: E +>Buna aplicación recubridora con pleo) = do. 
(a) El homomorfismo Ps : T¡(E,e0) — T1(B, bo) es.un monomorfismo. .... 


(b) Sea H = p, (m1 (E, ep)). La correspondencia del levantamiento dá induce una 
aplicación inyectiva 


- 9:11(B,bp)/H => p"*(bo) 


de la colección de las clases por la derecha de H en p”* (bp), la cual es bi ¡yectiva 
si E es conexo por caminos. 


(c) Si f es un lazo en B basado en bo, entonces [f] € H si, y sólo si, f es un 
levantamiento a un lazo en E basado en eq. 


Demostración. (a) Supongamos que h es un lazo en E basado en e y que p.([h)) és 
el elemento neutro. Sea F' una homotopía de caminos entre po h y el lazo constante. 
SiFes el levantamiento de Fa E tal que. F(0,0) = eg, entonces.F.es una homotopía 
de caminos entre h y el lazo constante en eo. e: ; 
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 (b) Dados lazos f y y en B,sean Í y ¿ sus levantamientos a E que empiezan en 
es. Entonces $([f]) = 10) y Als) = = 96. Demostremos que b((f D =:b(lg]) si, y 
sólo si, [f] € H + [9).. : 

Supongamos primero que [f] € 47 + [g]. Entonces as f= [h x g), donde h = po h 
para algún lazo h en E basado en ep. Ahora bien, el producto h * ¿ está definido y 
es un levantamiento de hx g. Dado que [f] = [h x g], los levantamientos f y h + 3, 
los cuales comienzan en ey, deben acabar en el mismo punto de E. Entonces f yg 
terminan en el mismo punto de E, de manera que ¿([f]) = él) (véase la Figura 
543)... 


Figura 543 


rUalalids ahora. que ol fl) = ¿(lg]). Entonces Íyi acaban en el mismo 
punto de E. El producto de f y el inverso de ¿ está definido y es un lazo h en E 
basado en ey. Mediante un cálculo directo, [h * gl = [A. Si F es una homotopía de 
caminos en E entre los lazos h x 5 y aña , entonces p o F es una homotopía de caminos 
en B entre h x g y f, donde h'= po h. Por lo tanto [f] e H x [g], como deseábamos. 

--Si E es conexo por caminos entonces q es sobreyectiva, e forma que a también 
es sobreyectiva. 

(c) La inyectividad de 9 significa que d([f]) = 4((g]) si, y sólo si, [f] € H x [g]. 
Aplicando este resultado al caso.en donde y es el lazo constante, vemos que ¿([f]) = 
eo si, y sólo si, [f] € H. Pero p([f)) = eo precisamente cuando el levantamiento de 
f que comienza en ey también acaba en eq. : Ni A 


Ejercicios 


1. ¿Qué es lo que falla en el “lema de levantamientos de caminos”. (Lema 54.1) 
cuando se aplica al homeomorfismo local del Ejemplo 2 de $53? 
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2. Al definir la aplicación F' en la demostración del Lema 54.2, ¿por qué hemos 


tenido tanto cuidado en el orden en el cual. hemos considerado los rectángulos 
pequeños? 


3. Sea p: E> Buna aplicación recubridora. Sean a y f caminos en B con 


a(1) = B(0); sean á y $ sus levantamientos tales que G(1) = B(0). Demuestre 
que á * $ es un levantamiento de a. + B. ra 


+ Considere la aplicación recubridora p : R x Ry —> mes 0 del Ra 6 de 


$53. Encuentre levantamientos de:los caminos 


A (Q-+t,0), 
g(t) = ((1 + t) cos 2rt, (1++) sen 2111), 
ht) =$xg. 


Dibuje estos caminos y sus levantamientos. 


+ Considere la aplicación recubridora p x p : Rx R —> 5! x 8! del. Ejemplo 4 


de $53. Considere el camino 
F(t) = (cos 2rrt, sen 27t) x (eS ámt, sen 4rt) 


en S* x 5”. Dibuje lo que parece f cuando Ss Lx S lse identifica cc con la PA 
del donut D. Encuentre un levantamiento f de faR x R y dibújelo.. 


. Considere las aplicaciones g,h : S* — SÍ dadas por g(2) = 2” y h(z) = 
1/2" (aquí representamos. 5? como el conjunto de los números complejos z 
de valor absoluto 1). Calcule los homomorfismos inducidos g, y hy del gru- 
po cíclico infinito r,(S?, bp) en sí mismo. [Indicación: recuerde la ecuación 
(cos O + ¿sen 6)” = cosnó + isenn6.] 


. Generalice la demostración del Teorema 54.5 para probar. que el grupo funda- 
mental del toro es isomorfo al grupo Z x Z. 


. Sea p : E — B una aplicación recubridora, con E conexo por caminos.. De- 
muestre que si B es simplemente conexo, entonces p es un homeomorfismo. 
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Pro 


bamos ahora algunos resultados clásicos de topología que se deducen de nuestro 


conocimiento del grupo fundamental de 5”. 


Definición. Si A C X, una retracción de X en A es una aplicación continua 
r: X —= A tal que r| A es la aplicación identidad de A. Si existe dicha aplicación r, 


dec 


imos que A es un retracto de X. 
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Lema 55.1.. Si A'es'un retracto de X, entonces el homomorfismo de: grupos funda- 
mentales.inducido por la inclusión j;: A —>.X es inyectivo... : 


Demostración, Sir: X = A es una retracción entonces la aplicación compuesta 
rojes igual a la aplicación identidad de A. Se sigue que : ro Jn es la aplicación 
identidad de (4, a), de manera que j, debe s ser inyectiva. A MM 


Teorema 55,2 (Teorema de la no-retracción). No existe una retracción de B? en 
si. 
Demostración. Si Sl fuera un retracto de B?, entonces el homomorfismo inducido 


por la inclusión j : S* — B? debería ser inyectivo. Pero el grupo fundamental de S L 
es no trivial y el grupo fundamental de B? es trivial. n 


Lema 55.3. Sea h : S1 — X una aplicación continua. Las sigmentes CoHEcIones 
son equivalentes: 


(1) h es homotópicamente nula. 
() h se extiende a una aplicación continua k : B2 >xX. 
(3) h, es el 'homomorfismo trivial de grupos fundamentales. : 


Demostración. (1):=> (2).Sea H : S* x I — X' una homotopía entre h y una 
Eisgesió constante: cido SxiI=> e la aplicación : 


a bD= Ñ7 — tz: 


Entonces r es continua, cerrada y sobreyectiva; de manera que es una aplicación 
cociente; ésta colapsa todo S? x 1 en el punto O y es inyectiva en el resto de pun- 
tos. Como H es constante sobre 51 x 1, induce, vía la aplicación cociénte rr, una 
aplicación continua k : B? —:X que es una extensión de h (véase la Figura 55.1). 


Six 


Figura 55.1 
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(2) > (3). Sij:: S! — B? es la aplicación. EncIUAIÓa; entonces h-es iguala la 
composición k o j. Por tanto hy = hy o ju: Pero :: : ee 


je mis”, bo) > mui (B?, dp) 


es trivial porque el grupo fundamental de B? es trivial. Por consiguiente, h,, es trivial. 

(3) > (1). Sea p :R —>.S? la aplicación recubridora estándar y sea po :1:> 5! 
su restricción al intervalo unidad. Entonces [po] genera r/(S?, bo) os Po'es un 
lazo en-S? cuyo levantamiento a R'cómienza en 0: y acaba en l:- 

Pongamos zo = h(bp). Como h, es trivial, el lazo f ="Ro po italia 
elemento neutro dé 71(X, 29). Portarito, existe una homotopía de caminos F:en X 
entre'f y el lazo: constante en o. La aplicación py x id: TI x 1 —> 8! x T es una 
aplicación cociente al ser continta, certada y sobreyectiva; ésta. aplica 0 x ty 1 xt 
sobre by x t, para cada t, y en el resto es inyectiva. La homotopía de caminos F aplica 
0x.1,1x Ie I x 1 sobre el punto zo de X. De esta forma, induce una aplicación 
continua H : S* x ] —>X que.es una homotopía entre h.y una aplicación constante 
(véase la Figura 55.2). | 


Figura 55.2 


Corolario 55.4. La aplicación inclusión j : Si + R? — O no es homotópicarente 
nula. La aplicación identidad i é: se > El , no es homotópicamente nula. 


Demostración. Existe una retracción de po. — Q'en'S? dada por lá ecuación a 
z/llxcl]. Así, j, es inyectiva y, por tanto, no trivial. eine da es mel homomor- 
fismo identidad y por tanto, rio trivial. Ñ] 


qe 


oca $55. Dado 1 un campo. 0 vectores dolía B? que no se anule en ningún 
punto, existe un punto de S* donde el campo de vectores apunta directamente hacia 
el interior y un punto de S* donde apunta directamente hacia el exterior. 
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Demostración. Un.campo de vectores sobre B? es un par ordenado (:x, v(x)), don- 
de x está en B? y u es una aplicación continua de B?' en: R?, En cálculo, frecuente 
mente se utiliza la notación 


Me) = 1 (a)i + ei 


para la: aplicación v, donde i y j son los vectores básicos unitarios estándas en Re. Sin 
embargo, nosotros consideraremos la notación funcional simple. Decir que un campo 
de vectores no se EN significa que dd 20. Lai todo zx; en tal caso v realmente 
aplica B? en R? — 


Supongamos primero que v(%) no apio directamente hacia el dniore en niogún 
punto 2 de S? y lleguemos a una contradicción. Consideremos la aplicación v : 
B? + R2.-— 0 y sea w:su restricción a: S!.. Dado que la aplicación w.se extiende a 
una aplicación de B? en R2 —-0, es homotópicamente nula. 

Por otro lado, w es homotópica a la aplicación inclusión ¡ : St — R2—0. La 
Figura 55.3 ilustra la homotopía, definida formalmente por la ecuación 


F(x,t) =tx+(1-—tw(o), 


para x € S?, Debemos probar que F(zx,t) % O. Claramente, F(x,t) 4 O parat=0 
y t =1.Si F(x,t)== 0, para algún t con O < t.< 1, entonces tx + (1—t)w(x) =0, 
de forma que 10(2) es un múltiplo escalar negativo de x. Pere esto significa que w(z a 
apunta directamente hacia el interior en z, por lo tanto, aplica Six emR? - 
como deseábamos. 


Deducimos que ¿ es s homotópicamente nula, codiciado el lema precedente. 


Para demostrar que v apunta directamente hacia el exterior en algún punto de 5”, 
aplicamos el resultado que acabamos de probar al campo de vectores (=, —v(x)). 
Ñ A 


Ya hemos visto que toda aplicación continua f : [0,1] —> [0,1] tiene un punto 
fijo (véase el Ejercicio 3 de $24). Lo mismo es cierto para la bola B?, aunque la 
demostración es más profunda. 0 


Teorema 55.6 (Teorema del punto fijo de Brouwer para el disco). Sif: Bs 
B? es continua entonces existe un punto x € B? tal que f(x) = x. 


Demostración. Procedemos por reducción al absurdo. Supongamos que f(x) % x, 
para todo z en B?. Entonces definiendo v(x) = f(x) — x, obtenemos un campo de 
vectores (x, v(x)) en B? que no se anula en ningún punto. Pero el campo de vectores 
v no puede apuntar directamente hacia el exterior en Minghn punto x de Eo porque 
esto significaría que * , cs ta 

fo) ORAL 
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TT) (% w.(x)) 
-=o 


Lo) 


(a w(2) 


(2, J (2) 


Figura 55.3 


para algún ni número real positivo. a, de manera que f (0) = ( + aja se encontraría 
fuera de la bola, unidad B?. Llegamos así a una contradicción. id 7 


El lector bien podría preguntarse por qué los teoremas del punto fijo son de i interés 
en matemáticas. Resulta que muchos problemas, tales como los problemas relativos a 
la existencia de soluciones para sistemas de ecuaciones, por ejemplo, pueden ser for- 
mulados corno teoremas del punto fijo. Aquí tenemos un ejemplo, un teorema clásico 
de Frobenius. Suponemos, en este punto, algún conocimiento de álgebra lineal. 


*Corolario 55,7. Sea A una matriz 3 por 3 de números reales positivos. Entonces A 
tiene un valor propio (valor característico) real puna: 


Demostración. Sea T : R3 —= Ri la ón lineal cuya matriz (relativa a 
la base estándar para R?) es A. Sea B la intersección de la 2-esfera 5? con el primer 
octante 


(21, 22,23) | 21 > 0,77 > 0 y 23 > 0) 


de R3, Es fácil comprobar que 'B'es homeomorfo a la bola B? , por lo que el teorema 
del punto fijoes cierto para aplicaciones continuas de B en sí mismo. 


Ahora bien, si z = (21,72, 13) está en B, entonces todas las componentes de 
z son no negativas y al menos una es positiva. Dado que todos los elementos de A 
son positivos, el vector T(x) es un vector cuyas componentes son todas positivas. 
Como resultado, la aplicación z — T(x)/I|T (x)|| es una aplicación continua de B 
en sí mismo, la cual tiene, pos tanto, un Apure ne zo. Entonces 


Díeo): = ||P(x0)llzo, 
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de manera que T' (y por lo tanto la matriz A)" tiene el valor propio real positivo 
IT (zo) !1- Ñ á E n 


Finalmente, probamos un teorema que implica que la región triangular 
T=((2,y)11>0,y>0yr+y<1) 
en RR? tiene dimensión topológica al menos igual a 2 (véase $50). 


*Teorema 55.8. Existe un e > 0 tal que para- todo cubrimiento abierto A de T por 
conjuntos de diámetro menor que e, «Sin punto de T' pertenece al menos a tres 
elementos de A. 


Demostración. Usamos el hecho de que T es homeomorfo a B?, por lo tanto pode- 
mos aplicar los resultados probados en.esta sección al espacio T. 


Elijamos e > 0 de forma que pingón conjunto de diámetro menor que e interseque 
los tres lados de T' (de hecho, e = 5 L valdrá). Supongamos que A = (01,.. ., Un) 
es-un cubrimiento abierto de T por conjuntos de diámetro menor que e tal que cua- 
lesquiera tres elementos de A tienen intersección vacía, y lleguemos atina contradic- 
ción. 

Para cada ¿ = 1,...,n, elijamos un vértice v; de T cómo sigue: si U, interseca 
dos lados de T', sea v; el vértice comiún de estos ladós. Si U; intefseca sólo ún lado 
de T,sea v; úno de los vértices de este lado. Si Us no interseca ningún lado de T, Sea 
vi cualquier vértice de T. : 


Sea ahora ([0;) una partición de la unidad subordinada : a a (Un, 0) ts 
$36). Definamos k : T — R? por la ecuación , | 


h(z) = Pta 


dd=l y” 


Entonces k es continua. Un punto x de T está contenido a lo más én dos elementos de 
A, por tanto, como máximo dos de los números H;(x) son distintos de cero. Entonces 
k(x) = v; si x está sólo en un conjunto abierto U; 'y k(x) = tu; + (1 — £)oy, para 
algún t con 0 < t < 1, six está en dos conjuntos abiertos U; y U,. En otrp.caso, k(z) 
pertenece a la unión de los lados de T, que es. Fr 7, Por lo tanto, k aplica 7 en ErT. 
Además, k aplica cada lado de T' en sí mismo. Esto se debe a que si x pertenece 
al lado vw de T, cualquier conjunto abierto U; que contenga a y interseca este lado, 
de manera que v; debe ser igual av o w. La definición de k muestra entonces que 
k(2). pertenece aw. $ 
 Seah: HT > FrT la restricción de h a FET. Dado que-h puede edendeds a 
la aplicación continua k, h es homotópicamente nula. Por otro lado, h es homotópica 
a la aplicación identidad de FrT', desde luego, como h aplica cada lado de T' en 
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sí mismo; la homotopía por rectas entre A yla aplicaciónidentidad de Er T será dicha 
homotopía.'Pero laaplicación identidad ¿ de Fr T.no es homotópicamente nula. NM 


Ejercicios 


1. Demieste que si A es un retracto de Be, entonces toda aplicación: continua 
F : A — A tiene un punto fijo. 


2. Pruebe quesih : 5! — Sl es homotópicamente nula, entonces A tiene un punto 
fijo y h aplica algún'punto x a su ántípoda —z 
3. Demuestre que si A es una matriz 3 por 3 no singular y con elementos no nega- 
tivos, entonces A. tiene un valor propio real positivo. - a 
4. Suponga que conoce el hecho: de que, para cada n; no existe una retracción 
r : B"+l —, 97 (este resultado puede probarse utilizando técnicas más avanza- 
das de topología algebraica). Demuestre las siguientes afirmaciones: 
(a) La aplicación identidad ¿ : $” — S” no es homotópicamente nula. 
(b) La aplicación inclusión ¿ : S” > R*Y+Í — O noes homotópicamente nula. 
(c) Todo campo de vectores sobre B”+! que no se anula apunta directamente 
hacia el exterior en algún punto de S” y directamente hacia el interior en 
otro punto de..S”, ' E 
(d) Toda aplicación continua f : B”+! — B"-+1 tiene un punto fijo. 
(e) Toda matriz n +1 porn +1 con ScnEnOS: reales posos tiene un valor 


propio positivo. 
(1 Sih: S7— S” eg Henotópisitióne nula, entonces h tiene un punto fijo 
yh aplica algo punto x en su Su antípoda =x. 


*856 - El teorema fundamental del álgebra 
Es un hecho básico en la teoría de números complejos que toda ecuación polinómica 
+4 apa 1. + ax +09 =0 


de grado n con coeficientes reales o complejos tiene n raíces (si las raíces se cuentan 
de acuerdo a sus multiplicidades). Probablemente el lector ya habrá oído hablar de 
este hecho en algún curso de álgebra, aunque es dudoso que le fuera demostrado en 
ese momento. 


La demostración es, de hecho, bastante difícil; la parte más complicada es probar 
que toda ecuación polinómica de grado positivo tiene al menos una raíz; Hay varias 
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formas de hacer esto. Pueden utilizarse técnicas de álgebra (esta prueba es larga y ar- 
dia), o puede desarrollarse la teoría de funciones analíticas-.de una variable compleja 
hasta el punto donde este resultado es un corolario trivial del teorema de Liouville. 
También puede probarse como un corolario relativamente fácil de nuestro cálculo del 
grupo fundamental del círculo; esto es lo que haremos a continuación. 


sienes a 1 CicorsTne fundamental del io aid Una ecuación peon 
Pap anit. ÓN 


de grado n. > 0 con coeficientes reales o complejos tiene al menos una raíz (real o 
compleja). 


Demostración. Paso 1. Consideremos la aplicación f : 5% + S* dada por f(x) = 
2” donde z.es un número complejo. Probemos que el homomorfismo inducido f, de 
grupos fundamentales-es inyectivo. .: z . 


Sea po : 1=> 8 el lazo estándar en S?,:- 
2ris 


pols) = e"** = (cos 2rs, sen2ms). Ñ 


Su imagen bajo f, es el lazo 
f(po(s)) = (e? ts)” = a 2mns, sen Zn Un) 


Este lazo se levanta a los caminos s —ns en el espacio e tecubiidos R. Porlo tanto, el 
lazo f o pg se corresponde con el entero n bajo el isomorfismo: estándar de 7r1(5?, bp) 
con los enteros, mientras pg se corresponde con el número 1. Así. f, es “multiplicar 
por n” en el grupo fundamental de S1, de manera que, en particular, f, es inyectiva. 

Paso 2. Probemos que si g : S! — R?-0esla aplicación g(z) = 2”, entonces g 
no es homotópicamente nula. 

La aplicación g es igual a la aplicación f del Paso 1 compuesta con la aplicación 
inclusión j : S! — R? — O. Ahora bien, f, es inyectiva y j, es inyectiva porque S! 
es un retracto de ¡R? — 0. Por lo:tanto, g, = j. o f, es inyectiva y g no puede ser 
homotópicamente nula. 

Paso 3. Probemos ahora un caso especial del teorema. Dada una ecuación po- 
linómica 


Papa aj a9=0, > 


supongamos que 
lan] +++ + lar] + Jao] < 1 


y demostremos que la ecuación tiene una raíz dentro de la bola unidad B?. 
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Supongamos que no: tiene tal raíz. Entonces podemos definir una aplicación 
k.: B?:+> R? — 0 mediante la ecuación - o 3% : : 


(2) =P + ani +++ 012409. 


Sea h la restricción de k a S!, Dado que Ah se extiende a una aplicación de.la bola 
unidad en R? — 0, la aplicación h es homotópicamente nula. 


Por otro lado, vamos a definir una homotopía F entre h y la aplicación g del Paso 
2; como g no es homotópicamente nula, obtendremos una contradicción. Definimos 
F:S!1 x IT —>R? —0 por la ecuación AS 
Flz,t) =2"+t(09- 12 4-0 +9). 
Véase la Figura 56.1; F(z, t) nunca es igual a O porque 
[F(2,0] > |2"] — Jt(an-12"7* +---+a0)| 
21 tl +++ lao!) 
1=t(Jan—1] +-=>+ Jao|) > 0. 


Il 


si 


Figura 561 
Paso 4. Probemos ahora el caso general. Dada una ecuación polinómica 
Pa ar+ay=0, 
elijamos un número real c > 0 y sustituyamos x= cy. Obtenemos la ecuación 


(cy)” +an-1(cy)"7* +... + 61(cy) + 99 =0 
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Siesta ecuación tiene la raíz y == yo,entonees la ecuación original tiene una raíz zo = 
cyo- De manera que necesitamos simplemente elegir.c lo suficientemente grande para 
que 


An-1 
¿n-1 


A 


y reducir el teorema e caso oda considerado en el Lo 3. L 


Ejercicios 
1. Dada una ecuación polinómica 
rana d+ +ao+ag=0. 


con coeficientes reales o complejos, pruebe que si |a,,_1|+---+|a1]+|ao| < 1, 
entonces todas las raíces de la ecuación están contenidas en el interior de la bola 
unidad B?. [Indicación: considere g(x) = 1+ 09-13 +++: + aja 4 aga” 
y pruebe que g(x) + 0 para x € B?] 


2. Encuentre un círculo centrado en el origen que contenga a todas las raíces de la 
ecuación polinómica ++ 1=0, 


*857 El teorema de Borsuk-Ulam 


Tenemos aquí u un eii Supongamos que nos dan una región poligonal aco- 
tada A en el plano R?. Sín importar la forma que tenga A, es fácil probar que existe 
una línea recta que bisecciona' A, es decir, un recta que corta el área de A por la mi- 
tad. Simplemente tomemos la recta horizontal y = c y denotemos por f(c) el área 
de la parte de A que.está por debajo de esta recta. Observemos que f es una función 
continua de c por lo que, usando el teorema de los valores intermedios, encontramos 
un valor para c tal que f(c) es exactamente igual a la mitad del área de A. 


Pero ahora, en lugar de esto, supongamos que nos dan dos de tales regiones A; 
y Az, y nos piden encontrar una recta que las biseccione a la vez: No es nada obvio 
que exista tal recta. Intente el lector encontrar una, para un par arbitrario de regiones 
triangulares, si tiene dudas. 

De hecho, tal línea recta siempre existe. Este resultado en un, corolario de un 
teorema bien conocido llamado teorema de Borsuk-Ulam, el cual estudiamos ahora. 


Definición. Six es un punto de S”, entonces su antípoda es el punto —x. Una 
aplicación h : S? —= S” se dice que conserva antípodas si h(—x) = —h(z), para 
todo x € S”, : 
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Teorema 57.1. Sih : S! — 8? es.continua y conserva antpndas: entonces h rio es 
Bamtapicamente nula. ' e 


Demostración. . “Sea bo el punto (1, 0) de sE l,Seap: 8! > si una rotación de SÍ 
que aplique h(bo) en by. Dado que p conserva antípodas, también lo hará la campo- 
sición p o h. Además, si H fuera una homotopía entre h y una aplicación constante, 
entonces p o H sería una homotopía entre p o h y una aplicación constante. da lo 
tanto, es suficiente probar el teorema bajo la AR adicional de que h(bp) = 


Paso 1.Sea q : S1 => S*la aplicación q(z) = 2?, donde z es un número pa 
jo. En coordenadas reales, q(cos 6, sen 0) = (cos: 20, sen. 20). La aplicación q es una 
aplicación cociente, ya que es continua, cerrada y sobreyectiva. La imagen inversa 
bajo g de daniel punto de S” consiste en dos puntos antípodas z y —2 de 81. Co- 
mo h(—2) = —h(2), tenemos la ecuación g(h(—z)) = q(h(z)). Por lo tanto, dado 
que q es una aplicación cociente, la aplicación q o h induce una aplicación continua 
k:S1 > 8? talquekog=q0h. 


sl bg 
0 on 
se A E > sl 


taa que g(bp) = hlt0) = bp, de forma que también Ho) = do En 
h(—bo) = —bo. 

Paso 2. Probemos que el ollo k, de 71 e, bo) en sí mismo es no 
trivial. 


Con este fin, mostramos primero que g es una aplicación recubridora (propusi- 
mos esto como un ejercicio en $53). La demostración es similar a la prueba de que 
la aplicación estándar p : R! — 5! es una aplicación recubridora. Si, por ejemplo, 
U es el subconjunto si onsistente en aquellos puntos que tienen la segunda coor- 
denada positiva, entonces p”*(U) consiste en aquellos puntos de S? que están en. el 
primer y tercer cuadrante de R?, La aplicación q lleva cada uno de estos conjuntos 
homeomórficamente sobre U. Argumentos análogos se aplican cuando U es la inter- 
sección de 'S1 ¿oh el semiplano abierto inferior; el' semiplanó abierto derecho o el 
semiplano abierto izquierdo. 


Segundo, observemos que si fes cualquier camino en $ 1 de ba a —bp, entonces 
el lazo f =q 0 f representa un elemento ho trivial de: Ti (si, bo). Esto se debe a que 
f es un levantamiento de f a S? que comienza en bp y no acaba en bo. 

Finalmente, probemos que k; es no trivial. Sea f un camino en S? de bg a —bp 
y sea f el lazo q.o f. Entonces k,[f] es no trivial, ya que k,[f] = [k o (q o f)] = 
[go (R o f)], y lo último no es trivial porque h o f es un camino en 5? de bo:a —bo. 


Paso 3. Finalmente, probemos que el homomorfismo h;, es no. trivial, de'manera 
que h no puede ser homotópicamente nula. dl 
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- El homomorfismo k,. es inyectivo por ser un homomorfismo no'trivial de:un grupo 
cíclico infinito en sí mismo. El homomorfismo q, también es inyectivo; efectivamen- 
te, q, se corresponde con la multiplicación por dos en el grupo de los enteros. Se 
sigue que k, o q, es inyectivo. Dado que q«'0 A, = ky 0q,, el homomorfismo h,, debe 
ser inyectivo también. ' : pa di nm 


Figura 57.1 


Teorema 57.2. No existe ninguna aplicación continua g : S? = Sl que conserve 


antípodas. 


Demostración. Supongamos que g : 9? — S! es continua y conserva antípodas. 
Tomemos S* como el ecuador de S?. Entonces la restricción de g a S? es una aplica- 
ción continua h de 91 en sí misma que conserva antípodas. Por el lema precedente, 
h no es homotópicamente nula. Pero el hemisferio superior E de 5? es homeomorfo 
a la bola B? y y es una extensión continua de h a E (véase la Figura 57.1). ] 


Teorema 57.3 (Teorema de Borsuk-Ulam para 9?). Dada una aplicación continua 
f : 9? — R?, existe un punto x: de S? tal que f(x) = f(-2).. - 


Demostración. Supongamos que f(<) 4 f(—z), pará todo x € S?, Entonces la 


aplicación 
o g(a)=|fx)- Far) SS f(—=)! 
es una aplicación continua g : 5? — 5! tal que g(—z) = —g(z), paratodoz. —M 


Teorema 57.4 (Teorema de la bisección). Dadas dos regiones poligonales acotadas 
en R?, existe un recta en R? que bisecciona cada una de ellas. 
Demostración. . Tomemos dos regiones poligonales acotadas A¡ y Az en el plano 
R? x 1 de R? y demostremos que existe una recta L en este plano que bisecciona 
cada una de ellas. E , 

Dado un punto u de S?, consideremos el plano P en R3 que pasa por el origen y 
tiene a u como vector normal unitario. Este plano divide a R? en dos. semiespacios; 
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sea f(u) igual al área de la porción de A; que está en el mismo lado:de P que. el 
vector u. 

Si u es el vector unitario k, entonces filu) = área A; y siu-= —k, entonces 
$¡(u) =-0: En otro caso, el plano'P interseca al plano R?'x 1 en una recta L que 
divide R? x 1 en dos semiplanos y f; (u)'es el área de la parte de A; qué está'en un 
lado de esta recta (véase la Figura 57.2), : 


u 


Figura 57.2. a 


Cambiando u por —u, obtenemos el mismo plano P pero los semiespacios cam- 
biados. De manera que f;(—u) es el área-de la parte de. A; que está en el semiespacio 
determinado por P opuesto al que contiene al vector u. Se deduce que 


fi(u) + fii—u) = área As. 


Consideremos ahora la aplicación F' : 52 — R? dada por F(u) = (fi(u), fa(u)). 
El teorema de Borsuk-Ulam nos da un punto u de 5? para el cual F(u) =.F(-au). 


Entonces f;(u)'='f,(“u), para i:= 1,2, de forma que f.(u) = Járeá Aj, como 
deseábamos probar. | 


Hemos probado el teorema de la bisección para regiones poligonales acotadas en 
el plano. Sin embargo, lo único que fue necesario en la demostración fue la existencia 
de una función área aditiva para A¡ y Az. Así, el teorema es válido para cualesquiera 
dos conjuntos A1 y Az que sean “Jordan-medibles” en el sentido usual del análisis. 

Estos teoremas se generalizan a dimensiones superiores, pero las demostraciones 
son considerablemente más sofisticadas. La versión generalizada del teorema de la 
bisección establece que, dados n conjuntos Jordan-medibles en R”, existe un plano 
de dimensión n — 1 que los bisecciona a todos. En el caso n = 3, este resultado 
se conoce con el nombre de “teorema del sandwich de jamón”. Si consideramos un 
sandwich de jamón consistente en dos piezas de pan y una loncha de jamón, entonces 
el teorema de la bisección dice que podemos dividir de forma precisa cada una de 
ellas por la mitad con un simple golpe de hacha. pS 
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Ejercicios ..- 


1. Pruebe el siguiente “teorema de meteorología”: en cualquier instante de tiempo, 
., existen un par de puntos antípodas en la superficie de la tierra en los cuales la 
. temperatura y la presión barométrica son iguales... .. : 

2. Demuestre que si g : 5? — $? es continua y g(x) 4 al para todo zx, enton- 
ces g es sobreyectiva. [Indicación: si p € Ss”, entonces S? — [p) es homeomorfo 
aR?] E 

3. Seah: Sl — Shuna aplicación sontinua que conserva antípodas con h(bp) = 
bp. Demuestre que h, lleva ún generador de ms”, bo) a una potencia impar de 
sí mismo. [Indicación; si k es la aplicación construida € en la demostración del 
Teorema 57.1, pruebe que Kk, hace lor mismo. T : 


4. Suponga que conoce el hecho de que, para cada n, ninguna aplicación continua 
h : S” —= S” que conserve antípodas es homotópicamente nula (este resul- 
tado puede probarse usando técnicas más avanzadas de topología algebraica). 
Demuestre las siguientes afirmaciones: 

(a) No existe ninguna retracción r : B?+l — $”. 

(b) No existe ninguna aplicación continua. g: ES > $” cue conserve 
intíipodas. ' - : “ : 

(c) (Téorema de Borsuk- Ulam). “Dadá una aplicación continua f : SH > 
R7+1; existe ún punto x de SH tal que f(x) = f(=x). 

(d) Si Ar,..., An+1 son conjuntos medibles acotados en R?+, existe un 
n-plano en R”+1 que los bisecciona a todos. 
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Como hemos visto, una forma de obtener información acerca del grupo fundamental 
de un espacio X' es estudiar los espacios recubridores de X. En esta sección va- 
mos a discutir otra forma, la cual “involucra el concepto de tipo de homotopí ía. Esto 
proporciona uñ método É Para reducir el problema de calcular el grupo. fundamental 
de un, espacio 2 al problema de “calcular el grupo. fundamental de algún otro espacio 
—preferiblemente, uno que sea más farnili ar 


Comenzamos. con un lema. 


Lénia 58. E Sean h,k-:(X; 25) > (Y, yo) dos aplicaciones «continúas. Si hy k son 
hoimotópicas y si la imagén del punto Base Zo de X perímanéce fija en Yo durante la 
DSopla, entonces: los none rno: Ay hs ointidén. a 


Demostración: Ea demostración: es: inmipaidta: Por hipótesis, existe una lencia 
H:X x 1 > Y entre h y k tal que H(xp,t) = yo,para todo £. Se sigue que si f es 
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ún lazo en X basado en xp, entonces la composición 


cLIx1l ta xxi Y: 


es una homotopía entre ho f y ko f; es una homotogía de caminos porque f es un 
lazo en to y H aplica zp x Fenyo. A A 


Utilizando este lema, o un resultado concerniente al espacio R?—0 y 
probado anteriormente, demostrando que el homomorfismo inducido por la inclusión 
j:SR?—0Ono sólo es inyectivo sino también sobreyectivo. Más generalmente, 
probemos el siguiente teorema. 


Teorema 58.2. La aplicación inclusión j : 5” —+ pr O induce un isomorfismo 
de grupos fundamentales. 


Demostración. Sea X = pre —0 y bo = (1,0,...-,0).Sear : X => 8? la 
aplicación r(x) = 2/||x||. Entonces r o jes la aplicación identidad de sn, de manera 
que 7, o j, es el homomorfismo identidad der, (S”, bg). 


Consideremos ahora la composición ¿o r, la cual An Xx en sí mismo; 
y LA A 


Esta aplicación no es la:identidad de X, pero es homotópica a la OS 
En efecto, la homotepia por rectas H:X x1I—= X,dada por. 


H(2,8)=(1- e +t2/llell, 


es una homotopía entre la aplicación identidad de X y la aplicación: jor. de OE 
que H(x, t) nunca €s igual á O porque (1 4) + 4/]|:x]] es en námeto: entre Uy 1/J[ af. 

El punto bp permanece fijo durante la homotopía ya que [lbgí) = 1. Sé sigue por 
el lema precedente que el hormiomorfismo (jor), = j, o 1, es el homomorfiémo 
identidad de 7, LX, bo). E] 


( 


¿Qué hace que la demostrición anterior funcione? Hablando a grandes rasgos, 
su realización es posible porque disponemos de una manera natural de deformar la 
aplicación identidad de R”+1 — Q a una aplicación que tolapsá todo R”+*! — Q.sobre 
5”. La deformación H colapsa gradualmente cada recta radial que parte del origen 
al punto donde se corta con S”; cada punto de 9” permanece fijo durante esta defor- 
mación. . 

La Figura 58.1 ilustra, en el caso n = 1,cómo la deformación H nos da una 
homotopía de caminos H(f(s), 2) éntre el lazo 2d enR?—0 y el lazo g = NA en 
si 

Estos comentarios nos conducen a formular una situación más general en la cual 
se aplica el mismo procedimiento. 
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Definición. Sea A un subespacio de X. Decimos que A es un retracto de deforma- 
ción de X si la aplicación identidad de X' es homotópica a una aplicación que lleva 
todo X en A y tal que cada punto de A permanece fijo durante la homotopía. Esto 
significa que existe una aplicación continua H : X x I > X tal que H(x,0) = x y 
H(x,1) € A, para todo x € X, y H(a,t) = a, para todo a € A, La homotopía H se 
llama retracción de deformación de X en A. La aplicación r : X — A definida por 
la ecuación r(1) = H(x, 1) es una retracción de Xen A y H es una homotopía entre 
la aplicación identidad de X y la aplicación ¿o r,donde j ; A — X es la inclusión. 


La demostración del teorema anterior se generaliza inmediatamente para probar 
el siguiente: ; 


Teorema 58.3. Sea A un retracto de deformación de X y xp € A. Entonces la apli- 
cación inclusión : : 
j: (A, 20) > (X, 20) 
induce un isomorfismo de grupos fundamentales. 
EJEMPLO 1. Denotemos por B el eje z de R* y consideremos el espacio R$ — B. 
Éste tiene, como un retracto de deformación, al plano zy agujereado (R? — 0) x 0. La 


aplicación H definida por la ecuación 


H(z, y,2,t) = (z, y (1 - t)2) 
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es un retracto de deformación; éste colapsa gradualmente cada recta paralela al eje z en 
el punto donde la recta interseca al plano zy. Concluimos que el espacio R3 — B tiene 
grupo fundamental cíclico infinito. 


EJEMPLO 2. Consideremos el plano doblemente agujereado R? — p — q. Aseguramos 
que tiene al espacio “figura ocho” como un retracto de deformación. Más que escribir 
las ecuaciones, simplemente esbozamos el retracto de deformación; es la deformación en 
tres fases indicada en la Figura 58.2. 


Figura 58.2 


EJEMPLO 3. Otro retracto de deformación de R? — p — q es el “espacio theta” 
9=S*U(0 x [-1,1)); 


dejamos al lector esbozar las aplicaciones involucradas. Como resultado, la figura ocho y 
el espacio theta tienen grupos fundamentales isomorfos, si bien ninguno es un retracto de 
deformación del otro. 

Desde luego, no sabemos todavía nada acerca del grupo fundamental de la figura 
ochoa, pero ya lo estudiaremos. 


El ejemplo de la figura ocho y el espacio theta sugiere la posibilidad de que podría 
haber una forma más general de demostrar que dos espacios tienen grupos funda- 
mentales isomorfos que probando que uno de ellos es homeomorfo a un retracto de 
deformación del otro. Formulamos dicha noción ahora. 


Definición. : Sean f : X*— Y y g : Y — X dos aplicaciones continuas. Supon- 
gamos que la aplicación go f : X — X es homotópica a la aplicación identidad de 
X y que la aplicación f o g : Y —> Y es homotópica a la aplicación identidad de 
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Y. Entonces las aplicaciones f y g se denominan equivalencias homotópicas y cada 
una de ellas se dice que es una inversa homotópica de la otra. 


Es directo comprobar que si f : X — Y es una equivalencia homotópica de 
X con Y y h : Y —> Z es una equivalencia homotópica de Y con Z, entonces 
hof: X — Z es una equivalencia bomotópica de X con Z. Se sigue que la relación 
de equivalencia homotópica es una relación de equivalencia. Dos espacios que son 
homotópicamente equivalentes se dice que tienen el mismo tipo de homotopía. 


Observemos que si Á es un retracto de deformación de X, entonces A tiene el 
mismo tipo de homotopía que X. Efectivamente, sea ¿ : A —= X la aplicación 
inclusión y sea r : X — A la aplicación retracción. Entonces la composición r o j 
es igual a la aplicación identidad de A y la composición ¡ o r es, por hipótesis, 
homotópica a la aplicación identidad de X (y de hecho cada punto de A permanece 
fijo durante la homotopía). ! 

Vamos a demostrar ahora que dos espacios que tengan el mismo tipo de homo- 
topía tienen grupos fundamentales isomorfos. Con esta finalidad, necesitamos estu- 
diar qué sucede cuando tenemos una homotopía gntre dos aplicaciones continuas de 
X en Y tales que el punto base de X' no permanece fijo durante la homotopía. 


Lema 58.4. Sean h,k : X —. Y dos cae continuas con h(zp) = Yo y 

k(20) = y1. Sih y k son homotópicas, éntonces existe un camino a: en Y de yo a y 
tal que k, = G4:0 ha. Ciertamente, si H : X x 1 — Y es la homotopía entre h y k, 
entonces q: es el camino a(t) = H (xo, t). 


Ra 
mi(X, 20) —> mi (Y, yo) 


Et 


mi(Y, y) 
Demostración. Sea f : I] — X un lazo en X basado en xq. Debemos probar que 
ka(1f1) = 4(Re(14D)). 
Esta ecuación afirma que [k o f] = [a] x [h o f] * [a] o, equivalentemente, que 
la] + [ko f] =[Ro /] xo]. 


Ésta es la ecuación que vamos a comprobar. 


Para empezar, consideremos los lazos fo y f1 en el espacio X x E dados por las 
ecuaciones 


fí0)= (10,0) y : fito =(H(0),D. 
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1x5 . KXxil 


Figura 58.3 


Consideremos también el camino cen X x 1 dado por la ecuación 
c(t) = (xo, t). 


Entonces Ho fy=ho f y Ho f; = ko f, mientras que H o c es igual al camino 
a (véase la Figura 58.3). 


Sea F : 1x1 > X x I la aplicación F(s,t) = (f(s),t). Consideremos los 
siguientes caminos en J X 1, los cuales se mueven a lo largo de los cuatro lados de 
Ixt: 


Bols)=(8,0) y  Pi(s)=(8,1, 
v(s)=(0, y  n(s)= (18) 


Entonces Fo By = fo y Fo B1 = f,, mientras que Fo) =Foy =c. 


Las caminos rectos a trozos B9*y1 y yo*f81 son caminos en 7 x I de (0,0) a (1, 1); 
como I x Í es convexo, existe una homotopía de caminos G entre ellos. Entonces 
F o G es una homotopía de caminos en X x Fentre foxcycxr f¡. Y Ho (FoG) 
es una homotopía de caminos en Y entre : 


(Hofo)x(Hoc)=(hof)ra y 
(Hoc)+(Ho fi) =ax (ko J), 


como deseábamos. [| 


Corolario 58.5. Sean h,k : X — Y aplicaciones continuas homotópicas satisfa- 
ciendo h(x9) = Yo y k(zp) = y:. Sih, es inyectiva, sobreyectiva o trivial, entonces 
también lo es k,.. 


Corolario 58.6. Sea h-: X-— Y una aplicación. Si'h es e nula, 
entonces h,, es el homomorfismo trivial. 
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Demostración. La aplicación constante induce el homomorfismo trivial. E 


Teorema 58,7. Sea f : X — Y continua con f (29) = yo. Si f es una equivalencia 
homotópica entonces 
: f.: ri(X, 20) — Ti(Y, yo) 


es un isomorfismo. 


Demostración. Sea g : Y —> X una inversa homotópica para f. Consideremos las 
aplicaciones 


(X,20) > (1,90) — (21) —Ñ (Lim), 
donde 21 = gl(yo) e yy = f(x1). Tenemos los correspondientes homomorfismos 
inducidos: 
(fa9)+ 
m(X, zo) —= m(Y, yo) 
+ 


(fa1)» 
m(X,21) —=m(Y, y1) 


[Aquí tenemos que distinguir entre los homomorfismos inducidos por f relativos a 
dos puntos base diferentes.] Ahora bien 


gof:(X,10) — (X, 11) 


es, por hipótesis, homotópica a la aplicación identidad, de manera que existe un ca- 
mino q en X' tal que 


(go f)-=40 (ix). =4. 
Se sigue que (g o f)« = gu 0 (fz,)- es un isomorfismo. 

Análogamente, dado que f o yg es homotópica a la aplicación identidad iy, el 
homomorfismo (f o 9), = (fa, )x o g+ es un isomorfismo. 

Lo primero implica que g, es sobreyectiva y lo segundo implica que y, es inyec- 
tiva. Por lo tanto, g, es un isomorfismo. Aplicando la primera ecuación una vez más, 
concluimos que 

(fz0)+ == (9) o á, 


de forma que (f.y ). es también un isomorfismo. 


Observemos que, aunque g es una inversa homotópica para f, el homomorfismo 
“ 9» no es un inverso para el homomorfismo (f.y)+. n 


La relación de equivalencia homotópica es claramente más general que el concep- 
to de retracto de deformación. El espacio theta y la figura ocho son ambos retractos de 
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deformación del plano doblemente agujereado. De mañera que son equivalentes ho- 
motópicos al plano doblemente agujereado y, por tanto, equivalentes entre ellos: Pero 
ninguno es homeomorfo a un retracto de deformación del otro; de hecho, ninguno de 
ellos puede ni siquiera embeberse en el otro. 

Es un hecho llamativo que la situación que se tiene para estos dos espacios es 
una situación estándar en relación con las equivalencias homotópicas. Martin Fuchs 
demostró un teorema en el sentido de que dos espacios X e Y tienen el mismo tipo 
de homotopía si, y sólo si, los dos son homeomorfos a retractos de deformación de 
un mismo espacio Z. La demostración, aunque utiliza sólo herramientas elementales, 
es difícil [F]. 


Ejercicios 


1. Demuestre que si A es un retracto de deformación de X y B es un retracto de 
deformación de A, entonces B es un retracto de deformación de X. 

2. Para cada uno de los siguientes espacios, el grupo fundamental es trivial, o cícli- 
co infinito, o isomorfo al grupo fundamental de la figura ocho. Determine para 
cada espacio cuál de las tres alternativas se da. 

(a) El “toro sólido”, B? x S1, 

(b) El toro T' menos un punto. 

(c) El cilindro S! x 7, 

(d) El cilindro infinito S? x R. 

(e) RÍ con los ejes no negativos z, y, z suprimidos. 
Los siguientes subconjuntos de ¡R?: 


(O te] lle]! > 1). 
() dz] llell > 1). 
() (z | llell < 1). 


() SLU(Ry x0). 
1 SU(R, xR). 
dy SU(R x0). 

(D R?— (Ry x 0). 


3. Demuestre que, dada una colección € de espacios, la relación de equivalencia 
homotópica es una relación de equivalencia en €. 


4. Sea X la figura ocho y sea Y el espacio theta. Describa aplicaciones f : X —= Y 
y 9 : Y — X que sean inversas homotópicas una de otra. 


5. Recordemos que un espacio X se dice que es contractible si la aplicación iden- 
tidad de X en sí mismo es homotópicamente nula. Demuestre que X es con- 


tractible si, y sólo si,-X' tiene el tipo de homotopía de un espacio unipuntual. 
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6. Pruebe que un retracto de un espacio contractible es:contractible. 


7. Sea A un subespacio de X; sean j : A — X la aplicación inclusión y f : X => 
A una aplicación continua. Suponga que existe una homotopía H : Xx 1 — X 
entre la aplicación ¿o f y la aplicación identidad de X. 


(a) Demuestré que si f es una retracción, entonces ¿, es un isomorfismo. 
(b) Pruebe que si E aplica A x T en A, entonces j. es un isomorfismo. 
(c) Dé un ejemplo en el cual ¿, no sea un isomorfismo. 


*8. Encuentre un espacio X y un punto:xp de X tal que la: inclusión (20) => X 
sea una equivalencia homotópica, pero (zp) no sea un retracto de deformación 
de X. [Indicación: sea X el subespacio de R? formado por la unión de los 
segmentos de recta (1/n) x I, para n € Z,, el segmento de recta O x I y 
el segmento de recta Y x 0; sea zp el punto (0,1). Si (xo) es un retracto de 
deformación de X, pruebe que, para cualquier entorno U de xp, la componente 
por caminos de U en la que está xy contiene un entorno de Zo.) 


e 


Definimos el grado de una aplicación continua h : 5! = S! como sigue: 


Sea bo el punto (1,0) de S?; elijamos un generador -y para el grupo cíclico 
infinito 1, ($, bp). Si zy es cualquier punto de S*, escojamos un camino a: en 
Sl de bo a zo, y definamos -y(z0) = G(y). Entonces y(20) genera m1(S?, o). 
El elemento y(xp) es independiente de la elección del camino a: ya que el grupo 
fundamental de S! es abeliano. 

Dada ahora h.: Si — Sl, elijamos rg € S? y pongamos h(x0) = 11. Conside- 
remos el homomorfismo 


ha: m(S), xo) > m (st, 71). 
Como ambos grupos son cíclicos infinitos, tenemos 


(x) hal y(z0)) = d- y(x1) 


para algún entero d, si el grupo lo escribimos aditivamente. El entero d se llama 
grado de h y se denota por deg h.* 


El grado de h es independiente de la elección del generador y; eligiendo el otro 
generador simplemente cambiaría el signo de ambos lados de (+). 
(a) Demuestre que d es independiente de la elección de xp. 
(b) Pruebe que sih,k: S 15 e son Da entonces tienen el mismo 
grado. 


(c) Demuestre que deg(h o k) = (deg h) - (deg k). 


TN.T.: La razón de esta terminología reside en que grado es, en inglés, degree. 
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(d) Calcule los grados de la aplicación constante, la aplicación identidad, la 
aplicación reflexión p(x1,12) = (%1,—z2) y la aplicación h(z) = 2”, 
donde z es un número complejo. 

*(e) Pruebe que si h,k : Si => -s tienen el mismo grado entonces son ho- 
motópicas. 


10. Suponga que a toda aplicación h : $” — S” le hemos asignado un entero, 
denotado por deg h' y denominado grado de h, tal que: 


(1) Las aplicaciones homotópicas tienen el mismo grado. 
(ii) deg(h o k) = (deg h) - (deg k). e 
(iii) La aplicación identidad tiene grado 1, cualquier RN constante tiene 
grado 0 y la aplicación reflexión p(£1,...,Un41) = (21,..., Zn, —Zn+1) 
tiene grado —1. 
[Se puede construir una de estas funciones utilizando las herramientas de to- 
pología algebraica. Intuitivamente, deg h mide las veces que h enrolla S” en 
sí misma; el signo nos dice si h conserva la orientación o no.] Pruebe lo siguien- 
te: 
(a) No existe una retracción r : B"+1l — gn. 
(b) Si h : 5” — S” tiene grado distinto de (—1)”+1, entonces h tiene un 
punto fijo. [Indicación: demuestre que si-h no tiene puntos fijos, entonces 
h es homotópica a la aplicación antípoda a(x) = —x.] 
(c) Sih : 8” — 5" tiene grado distinto de 1, entónces h aplica algún punto x 
en su antípoda —z. 
(d) Si 5” tiene un campo de vectores tangentes v que no se anula, entonces 
n es impar. [Indicación: si existe v, pruebe que la aplicación identidad es 
homotópica a la aplicación antípoda.] 


$59 El grupo fundamental de S” 


Retornamos ahora al problema comentado al comienzo del capítulo: el problema de 
probar que la esfera, el toro y el doble toro son superficies topológicamente distintas. 
Comenzamos con la esfera; vamos a demostrar que S” es simplemente conexa, para 
n > 2. El resultado clave que necesitamos queda establecido en el siguiente teorema. 


Teorema 59.1. Supongamos que X = U U V, donde U y V son conjuntos abiertos 
de X. Supongamos que U N V es conexo por caminos y que zy € UN V. Seani y j 
las aplicaciones inclusión de U y V, respectivamente, en X. Entonces las imágenes 
de los homomorfismos inducidos 


des m(U, zo) — mi(X, 2p) y Je T1(V, xo) > m(X, zo) 
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generan mi(X, Zo). 


Demostración. Este teorema establece que, dado un lazo f en X basado en xo, éste 
es homotópico por caminos a un producto de la forma (91 * (92 * (+: - * gn))), donde 
cada g; es un lazo en X basado en xq enteramente contenido en U o en V. 


Paso 1. Probemos que existe una subdivisión ay < a1 < --- < an del intervalo 
unidad tal que f(a;) € UN V y f([a;- 1, a;]) está contenido en U o V, para cada ¿. 

Para comenzar, elijamos una subdivisión bg, .. ., bm de [0, 1] tal que, para cada £, 
el conjunto f([b;_1, b;]) esté contenido en U o V (utilizando el teorema del número 
de Lebesgue). Si f(b;) pertenece a U N V, para cada ¿, habremos terminado. Si no es 
así, sea ¿ un índice tal que f(b;) £ U MV. Cada uno de los conjuntos f([b;-. 1, b;]) 
y F([b;, b;+1]) está contenido en U o en V. Si f(b;) € U, entonces ambos conjuntos 
deben estar en U; si f(b;) € V, ambos conjuntos deben estár en V. En cualquier 
caso, podemos suprimir b;, obteniendo una nueva subdivisión Cp, . . ., Cm-1 que sigue 
satisfaciendo la condición de que f([c;- 1, c;]) esté contenido en U o en V, para cada 
1. 

Un número finito de repeticiones de este proceso nos permite conseguir la subdi- 
visión deseada. 


Paso 2. Probemos el teorema. Dado f, sea ap,...,an la subdivisión construida 
en. el Paso 1. Definamos f; como el camino en X igual a la aplicación lineal positiva 
de [O, 1] en [a;-1, as] compuesta con f. Entonces f; es un camino que está contenido 
en U o en V, y por el Teorema 51.3, 


[f] = [41] * [£2] «++ * [fm]. 


Para cada 3, elijamos un camino a, en UN V de zo a f(a;) (aquí utilizamos el hecho 
de que U N V es conexo por caminos). Dado que f(ay) = f(an) = Zo, podemos 
escoger que «y y Q sean ambos el camino constante en xy (véase la Figura 59.1). 
Ponemos ahora : 
9 = (0-1 $1) + 0 


para cada ¿. Entonces g; es un lazo en X basado en xp cuya imagen está contenida 
en U o en V. Mediante un cálculo directo se comprueba que 


[91] x [92] * ---x* [gn] = [4] + [£2] + +--* [fn]. La 


El teorema precedente en un caso especial de un teorema famoso de topología 
conocido por teorema de Seifert-van Kampen, el cual expresa el grupo fundamental 
del espacio X = U U V de manera bastante más general, cuando U N V es conexo, 
en términos de los grupos fundamentales de U y V. Estudiaremos este teorema en el 
Capítulo 11. 
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Figura 59.1 


Corolario 59.2. Supongamos que X = U' UV, donde U y V son conjuntos abiertos 
de X y que U M V es conexo por caminos y no vacío. Si U y V son simplemente 
conexos entonces X' es simplemente conexo. 


Teorema 59.3. Sin > 2, la n-esfera S” es simplemente conexa. 


Demostración. Seanp= (0,0,...,1) € R”+! yg =(0,0,...,—1) el “polo norte” 
y el “polo sur” de SS”, respectivamente. 

Paso 1. Probemos que, para n > 1, la esfera agujereada S” — p es homeomorfa 
aR”. 


Definamos f : (S” — p) — R” por la ecuación 


Fx) = fer... ,Tn41) = 


e 

La aplicación f se denomina proyección estereográfica. (Si cogemos la recta en 
R”+1 que pasa por el polo norte p y el punto x de S” — p, entonces esta recta inter- 
seca al n-plano R? x 0 C R”*! en el punto f(x) x 0.) Se comprueba que f es un 
homeomorfismo viendo que la aplicación y : R” — (S” — p) dada por 


g(y) = g(Yi,---,Yn) = (t(y) - ya, --.,t(y) - Yn, 1 — t(y)), 


donde t(y) = 2/(1 + ly l|?), es la inversa por la derecha y por la izquierda de f. 

Observemos que la aplicación reflexión (21, ...,Un+1) > (%13--+, En, —Ln+1) 
define un homeomorfismo entre S” — p y :S” — q, de manera que el último espacio 
también es homeomorfo a R”, 


Paso 2. Probemos el teorema. Sean U y V los conjuntos abiertos U = S” — p y 
V =$" — q de S”., 
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Observemos primero que, para n > 1, la esfera S” es conexa por caminos. Esto 
se deduce del hecho de que Y y V son conexos por caminos (al ser homeomorfos a 
R”) y tienen en común el punto (1, 0, ...,0) de $”. 

Probemos ahora que, para n > 2, la esfera S” es simplemente conexa. Los espa- 
cios U y V son simplemente conexos, al ser homeomorfos a R”. Su intersección es 
igual a S” — p — q, que es homeomorfo bajo la proyección estereográfica a R” — 0. 
El último espacio es conexo por caminos, ya que todo punto de R” — O puede unirse 
con un punto de S?—1 por un segmento de recta y S?=1 es conexo por caminos si 
n > 2. Entonces se aplica el corolario anterior. | 


Ejercicios 


1. Sea X la unión de dos copias de S? teniendo un punto en común. ¿Cuál es el 
grupo fundamental de X? Pruebe que su respuesta es correcta. Tenga en cuenta 
que la unión de dos espacios simplemente conexos con un punto en común no 
es necesariamente simplemente conexa (véase [S], pág. 59). 


2. Juzgue la siguiente “prueba” de que S? es simplemente conexa: sea f un lazo 
en 5? basado en xo. Elijamos un punto p de S? que no esté en la imagen de F. 
Dado que S? — p es homeomorfo a R? y R? es simplemente conexo, el lazo f 
es homotópico por caminos al lazo constante. 


3. (a) Demuestre que R! y R” no son homeomorfos sin > 1. 
(b) Demuestre que R? y R” no son homeomorfos si n > 2. 


De hecho, es cierto que R”” y R” no son homeomorfos si n 4% m, pero la 
demostración requiere herramientas más avanzadas de topología algebraica. 


4. Suponga la hipótesis del Teorema 59.1. 


(a) ¿Qué puede decir acerca del grupo fundamental de X si ¿,, es el homomor- 
fismo trivial? ¿Y si ambos ¿, y j, son triviales? 

(b) Dé un ejemplo donde ¿, y j, sean triviales pero ni U ni V tengan grupos 
fundamentales triviales. : 


$60 Los grupos fundamentales de algunas superficies 


Recordemos que una superficie es un espacio de Hausdorff con una base numerable y 
tal que cada punto tiene un entorno que es homeomorfo a un subconjunto abierto de 
R?. Las superficies tienen interés en diferentes partes de las matemáticas; incluyendo 
geometría, topología y análisis complejo. Consideramos aquí varias superficies, in- 
cluyendo el toro y el doble toro, y probamos, comparando sus grupos fundamentales, 
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que no son homeomorfas. En un capítulo posterior, clasificaremos salvo homeomor- 
fismos todas las superficies compactas. ' 


Consideramos primero el toro. En un ejercicio anterior, se le pidió al lector calcu- 
lar su grupo fundamental utilizando la teoría de espacios recubridores. Aquí, calcu- 
lamos su grupo fundamental utilizando un teorema acerca del grupo fundamental de 
un espacio producto. 


* Recordemos que si A y B son grupos con operación -, entonces el producto car- 
tesiano A x B tiene estructura de grupo con la operación 


(axb)-(axb)=(a-a!) x (b-0'). 


Recordemos también que sih : C —> Ayk: C => B son homomorfismos de 
grupos, entonces la aplicación $ : C — A x B definida por D(c) = h(c) x k(c) es 
un homomorfismo de grupos. 


Teorema 60.1. T¡(X x Y, 20 x yo) es isomorfo a ri (X, 29) x T1(Y, Yo). 


Demostración, Seanp: XxY — X yq: XxY > Y las aplicaciones proyección. 
Si utilizamos los puntos base indicados en el enunciado del teorema, tenemos los 
homomorfismos inducidos 


Pa: T(X x Y, 29 x yo) — m(X, zo), 
qu: TI(X x Y, zo x yo) — ri(Y, yo). 


Definimos un homomorfismo 
Dd: m(X x Y, zo x yo) — mi(X, zo) x ri (Y, yo) 
por la ecuación 
PLD = pa((f)) x af) = [po f] x [go f]. 


Probemos que $ es un isomorfismo. 


La aplicación Y es sobreyectiva. Sea g : ] — X un lazo basado en xy y sea 
h : IT — Y un lazo basado en yo. Queremos probar que el elemento [9] x [A] está en 
la imagen de P. Definamos f : 1. > X x Y por la ecuación 


F(s) = g(s) x h(s). 


Entonces f es un lazo en X x Y basado en zp X Yo y 


(A) = [po f] x [go f] = [g] x [Al, 


como deseábamos. 
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El núcleo de $ es cero. Supongamos que f : I] + X x Y es un lazo en X x Y 
basado en zg x yo y tal que D([f]) = [po f] x [q o f] es el elemento neutro. Esto 
significa que po f =p €zp Y 90 f =p €yo; sean G y H las respectivas homotopías de 
caminos. Entonces la aplicación F' : 1 x 1 — X x Y definida por 


F(s,t) =G(s,t) x H(s,t) 


es una homotopía de caminos entre f y el lazo constante basado en zp x yo. nl 


Corolario 60.2. El grupo fundamental del toro T = S| x S? es isomorfo al grupo 
ZxZ. 


Definimos ahora una superficie llamada el plano proyectivo y calculamos su grupo 
fundamental. 


Definición. El plano proyectivo P? es el espacio cociente obtenido de 9? identifi- 
cando cada punto x de S? con su punto antípoda —z. 


Puede que el plano proyectivo no sea un espacio con el que esté familiarizado 
el lector; éste no puede embeberse en R3 y es, por tanto, difícil de visualizar. Sin 
embargo, es el objeto fundamental de estudio en geometría proyectiva, igual que 
el plano euclídeo R? lo es en la geometría euclídea ordinaria. Los topólogos están 
principalmente interesados en éste como ejemplo de una superficie. 


Teorema 60.3. El plano proyectivo P? es una superficie compacta y la aplicación 
cociente p : S? — P? es una aplicación recubridora. 


Demostración. Probemos primero que p es una aplicación abierta. Sea U un abierto 
en 9?. La aplicación antípoda a : 5? — S? dada por a(x) = —x es un homeomor- 
fismo de 5?, por tanto a(U es abierto en S?. Dado que 


p"Hp(U)) = UV a(U), 


este conjunto también es abierto en S?, De manera que, por definición, p(U”) es abier- 
to en P?. Un razonamiento similar demuestra que p es una aplicación cerrada. 

Probemos ahora que p es una aplicación recubridora. Dado un punto y de P?, 
elijamos x= € p”?(y). Entonces escojamos un e-entorno U de x en 5? para algún 
e < 1, utilizando la distancia euclídea d de R3. Se tiene que U no contiene ningún 
par [z, a(z)) de puntos antípodas de $? dado que d(z, a(z)) = 2. Como resultado, 
la aplicación ¿ 

p:U — p(U) 


es biyectiva. Como es continua y abierta, es un homeomorfismo. Análogamente 


p:a(U) = p(a(U)) = p(U) 
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es un homeomorfismo. El conjunto p”* (p(U))- es, por tanto, la unión de los dos con- 
juntos abiertos y disjuntos U y a(U), cada uno de los cuales se aplica homeomórfi- 
camente mediante p sobre p(U). Entonces p(U) es un entorno de p(x=) = y que 
está regularmente cubierto por p. 


Dado que $? tiene una base numerable (U,,], el espacio P? tiene una base nume- 
rable (p(U,,)). 


El hecho de que: P? sea de Hausdorff se sigue del hecho de que 5? es normal y 
p es una aplicación cerrada (véase el Ejercicio 6 de $31). Como alternativa, podemos 
dar una prueba directa: sean y, e yz dos puntos de P?. El conjunto p”* (y1)Up” ya) 
consiste en cuatro puntos; sea 2e la mínima distancia entre ellos. Sean U; el e-entorno 
de uno de los puntos de p”? (y1): y Uz el e-entorno de uno de los puntos de p" (ya). 
Entonces 
U Va(U;) y Us Ua(Uz) 


son disjuntos. Se sigue que p(U1) y p(U2) son entornos disjuntos de yy e ya, respec- 
tivamente, en P?. 


Dado que 9? es una superficie y todo punto de P? tiene un entorno homeomorfo 
a un subconjunto abierto de 5?, el espacio P? es también una superficie. n 


Corolario 60.4. 7; (P?, y) es un grupo de orden 2. 


Demostración. La proyección p : 5? > P? es una aplicación recubridora. Como 
5? es simplemente conexa, podemos aplicar el Teorema 54.4, el cual nos dice que 
existe una correspondencia biyectiva entre 11(P?, y) y el conjunto p”? (y). Dado que 
este conjunto tiene dos elementos, 11 (P?, y) es un grupo de orden 2. 


Cualquier grupo de orden 2 es, desde luego, isomorfo a Z/2, los enteros mod 2. 
u 


Podemos proceder análogamente para definir P”, para cualquier n € Z y, como 
el espacio obtenido de 5” identificando cada punto x con su antípoda —x; se llama 
n-espacio proyectivo. La demostración del Teorema 60.3 vale, sin cambio alguno, 
para probar que la proyección p : S” — P” es una aplicación recubridora. Entonces 
como 5” es simplemente conexa, para n > 2, deducimos que 7,(P”, y) es un grupo 
de dos elementos, para n > 2, Dejamos al lector investigar lo que sucede cuando 
n=l. : 

Estudiamos ahora el doble toro. Comenzamos con un lema acerca de la figura 
ocho. 


Lema 60.5, El grupo fundamental de la figura ocho es no abeliano. 


Demostración. Sea X la unión de dos círculos A y B en R? cuya intersección 
consiste en un solo punto xq. Describimos cierto espacio recubridor E de X. 
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El espacio E es el subespacio del plano consistente en el eje z y el eje y, y pe- 
queños círculos tangentes a lo largo de estos ejes, un círculo tangente al eje x en cada 
punto entero no nulo y un círculo tangente al eje y en cada punto entero no nulo. 


La aplicación proyección p : E — X enrolla el eje x alrededor del círculo A y 
enrolla el eje y alrededor del círculo B; en cada caso, los puntos enteros son aplicados 
por p en el punto base xy. Cada círculo tangente en un punto entero del eje z se aplica 
homeomórficamente mediante p sobre B, mientras que cada círculo tangente en un 
punto entero del eje y se aplica homeomórficamente mediante p sobre A; en cada 
caso, el punto de tangencia se aplica en el punto y. Dejamos al lector comprobar 
mentalmente que efectivamente la aplicación p es una aplicación recubridora. 

Podríamos escribir esta descripción en ecuaciones si lo deseáramos, pero la des- 
cripción informal nos parece más fácil de seguir. 

Sea ahora f : ] > E el camino f(s) = s x 0, el cual va del origen al punto 1 x 0 
a lo largo del eje x. Sea ¿ : I — E el camino ¿(s) = 0 x s, que va desde el origen 
al punto O x 1 a lo largo del eje y. Sean f = po fyg=poj; entonces f y g son 
lazos en la figura ocho basados en zo y dispuestos alrededor de los círculos A y B, 
respectivamente (véase la Figura 60.1). 

Aseguramos que f * g y gx f no son homotópicos por caminos, de manera que el 
grupo fundamental de la figura ocho no es abeliano. 
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Para probar esta afirmación, levantemos cada uno de estos caminos en E comen- 
zando en el origen. El camino f x g se levanta a un camino que va desde el origen al 
punto 1 x 0 a lo largo del eje x y entonces da una vuelta alrededor del círculo tangente 
al eje x en el punto 1 x 0. Por otro lado, el camino g * f se levanta a un camino en E 
que va desde el origen al punto O x 1 a lo largo del eje y, y entonces, da una vuelta 
alrededor del círculo tangente al eje y en el punto O x 1. Dado que los levantamientos 
no acaban en el mismo punto, f * g y g * f no pueden ser homotópicos por caminos. 

: a 


Probaremos más adelante que el grupo fundamental de la fi gura ocho es, de hecho, 
el grupo que los algebristas llaman “grupo libre de dos generadores”. 


Teorema 60.6. El grupo fundamental del doble toro es no abeliano. 


Demostración. El doble toro TA4T es la superficie obtenida tomando dos copias del 
toro, quitando un pequeño disco abierto a cada uno de ellos, y uniendo los objetos re- 
sultantes a lo largo de sus bordes. Aseguramos que la figura ocho X es un retracto de 
TT. Este hecho implica que la inclusión ¿ : X — TAT induce un monomorfismo 
J«, de manera que m¡ (TFT, zp) no es abeliano. 


TT Y 


Figura 60.2 


Podemos escribir las ecuaciones para la retracción r : TFT” —> X, pero es más 
sencillo indicarla con un dibujo, como hemos hecho en la Figura 60.2. Sea Y la unión 
de dos toros teniendo un punto en común. Llevamos primero T'4*T' sobre Y mediante 
una aplicación que colapsa el círculo agujereado en un punto pero que es inyectiva en 
el resto; esta aplicación define un. homeomorfismo h entre la figura ocho en TA4T y la 
figura ocho en Y. Entonces hacemos un retracto de Y sobre su figura ocho aplicando 
cada círculo transversal en el punto donde éste interseca a la figura ocho. Finalmente, 
aplicamos la figura ocho en Y sobre la figura ocho en TH¿T' mediante la aplicación 
hoz, a 


Corolario 60.7. La 2-esfera, el toro, el plano proyectivo y el doble toro son topológi- 
camente distintos. 
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Ejercicios 
1. Calcule los grupos fundamentales del “toro sólido” S* x B? y el espacio pro- 


ducto 51 x S?. 


2. Sea X el espacio cociente obtenido de B? identificando cada punto x de S? con 
su antípoda —x. Demuestre que X' es homeomorfo al plano proyectivo P?. 


3. Seap: E —= X la aplicación construida en la demostración del Lema 60.5. Sea 
E' el subespacio de E dado por la unión del eje x y el eje y. Demuestre que 
p|E' no es una aplicación recubridora. 


4. El espacio P! y la aplicación recubridora p : S* > P! nos resultan familiares. 


¿Qué son? 
, 28 e . 
|» 


¡SI 


Figura 60.3 


5. Considere la aplicación recubridora indicada en la Figura 60.3. Aquí, p enrolla 
A alrededor de A dos veces y enrolla B¡ alrededor de B también dos veces; p 
aplica Ag y By homeomórficamente sobre A y B, respectivamente. Utilice este 
espacio recubridor para demostrar que el grupo fundamental de la figura ocho 
es no abeliano. 


Capítulo 10 


Teoremas de separación en el 
plano 


Existen algunas cuestiones difíciles acerca de la topología del plano que surgen de 
modo natural en el estudio del análisis. Las respuestas a estas preguntas parecen 
bastante obvias geométricamente, pero sorprendentemente son bastante difíciles de 
probar. Entre estas cuestiones se encuentra el teorema de la curva de Jordan, el teore- 
ma de Brouwer sobre la invariancia del dominio y el clásico teorema que afirma que 
el número de rotación de una curva simple cerrada es cero ó +1. Obtendremos dichos 
teoremas en este capítulo como consecuencia de nuestro estudio sobre los espacios 
recubridores y el grupo fundamental. 


$61 El teorema de separación de Jordan 


En primer lugar consideramos uno de los teoremas clásicos de matemáticas, el teore- 
ma de la curva de Jordan. Dicho teorema establece un hecho que geométricamente es 
bastante plausible, corno es que una curva simple cerrada en el plano siempre divide 
al plano en dos partes, su “interior” y su “exterior”. Originalmente fue conjeturado 
en 1892 por Camile Jordan, proporcionándose varias demostraciones incorrectas, una 
de ellas del propio Jordan. La primera prueba correcta del resultado fue proporcio- 
nada por Oswald Veblen en 1905. Las demostraciones iniciales eran complicadas, y 
con el paso de los años se han encontrado demostraciones más sencillas. Si utiliza- 
mos las herramientas de la topología algebraica moderna, y en particular la teoría de 
la homología singular, entonces la demostración es bastante directa. La prueba que 
presentamos en este libro es la más sencilla que conocemos, entre las que utilizan 
únicamente resultados de la teoría de espacios recubridores y el grupo fundamental. 


Nuestra demostración del teorema de la curva de Jordan se divide en tres partes. 
La primera, que denominaremos teorema de separación de Jordan, establece que 
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una curva simple cerrada en el plano lo separa en, al menos, dos componentes. La 
segunda afirma que un arco en el plano no lo divide. Y la tercera parte, el teorema 
de la curva de Jordan propiamente dicho, afirma que una curva simple cerrada C en 
el plano lo divide precisamente en dos componentes, siendo C la frontera común de 
ambas. El primero de estos teoremas será probado en esta sección. 


En el estudio de los teoremas de separación es a menudo'conveniente reformu- 
larlos como teoremas de separación para subconjuntos de la esfera $? en lugar de 
considerarlos en el plano R?. Los teoremas de separación en R? se obtendrán como 
una consecuencia. La conexión entre los dos eoUnios de teoremas nos la proporcio- 
na el siguiente lema. j : ¿ 


Recordemos que si b es un punto de s?, entonces existe un Meis h de 
5? — b en R?; basta considerar una rotación que aplica el punto b en el polo norte y 
componerla con la proyección estereográfica. 


Lema 61.1. Sean C' un subespacio compacto de S?, b un punto de 5? — C y h el 
homeomorfismo de S? — b en R?. Supongamos que U es una componente de 5? — 
Si U no contiene a b, entonces h(U') es una componente acotada de R? — h(C). Si U 
contiene a b, entonces h(U — b) es la componente no acotada de R? — h(C). 

En particular, si S? — C' tiene n componentes, entonces R? — h(C') también tiene 
n componentes. 


Demostración, Probaremos primero que si U es una componente de $? -- C enton- 
ces U — b es conexo. Este resultado es trivial si b £ U, por lo que podemos suponer 
que b € U y que tenemos conjuntos A y B que constituyen una separación de U — b. 
Escojamos un entorno W de b disjunto con C tal que W sea homeomorfo a una bo- 
la abierta de R?. Como W es conexo está contenido en U; como W — b es conexo 
entonces está contenido enteramente en A o en B. Digamos que W —b C A. Enton- 
ces b no es un punto límite de B, ya que W es un entorno de b disjunto con B. Se 
deduce entonces que los conjuntos A U (b) y B forman una separación de U, lo que 
contradice la hipótesis. | 

Sea (Uy la familia de componentes de 5? — (; sea Va = h(Un — b). Como 

— C es localmente conexo, los conjuntos U., son subconjuntos de 5? conexos, 
disjuntos y abiertos. Por tanto, los conjuntos V,, son subconjuntos conexos, disjuntos 
y abiertos en R? — A(C), por lo que son las componentes de R? — A(C). 


Ahora el homeomorfismo h de 5? — b en R? puede extenderse a un homeomor- 
fismo H de 5? en la compactificación por un punto RR? U foo) del plano R?, con- 
cretamente haciendo H(b) = 00. Si Ug es la componente de 9? — C que contiene a 
b, entonces H(Ug) es un entorno de oo en R? U [00]..Por tanto, Vg no está acota- 
do; como el complementario R? — V¿ es compacto, entonces todas las componentes 
restantes de R? — h(C) están acotadas (véase la Figura 61.1). n 


$61. El teorema de separación de Jordan 429 


Figura 61.1 


Lema 61.2 (Lema de la homotopía nula). Sean a y b puntos en S?, A un espacio 
compacto y 
F:A=>8%-a-b 


una aplicación continua. Si a y b pertenecen a la misma componente de S? — f(A), 
entonces f es homotópicamente nula. 


Demostración. Podemos reemplazar 9? por la compactificación por un punto R?U 
[oo] de R?, haciendo corresponder a y b con los puntos 0 e oo. Entonces el lema se 
reduce a lo siguiente: 


Sean A un espacio compacto y g : A —> R — 0 una aplicación continua. Si O 
está en la componente no acotada de R? — g(A), entonces g es homotópicamente 
nula. 


Esta afirmación es fácil de probar. Escojamos una bola B centrada en el origen, 
de radio suficientemente grande para que contenga a g(4). Escojamos un punto p 
de R? que no pertenezca a B. Entonces 0yp pertenecen ambos a la componente no 
acotada de R? — g(A). 


Como R? es localmente conexo por caminos, también lo es el abierto R? — g(A). 
Por tanto, las componentes y las componentes por caminos de R? — g(A4) coinciden. 
Escojamos pues un camino a: en R? — g(A) conectando 0 con p. Definimos una 
homotopía G : A x JT — R? — O mediante la ecuación 


G(z,t) = g(z) — alt) 


que está representada en la Figura 61.2. La homotopía G es una homotopía entre 
la aplicación g y la aplicación k definida por k(x) = g(x) — p. Observemos que 
Gíz,t)-H O ya que el camino a no corta al conjunto g(A). 
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Figura 612 


Ahora definimos una homotopía H : A x T > R? — 0 por la ecuación 


H(2,t) =tg(a) —p. 


Dicha aplicación es una homotopía entre la aplicación k y una aplicación constante. 
Observemos que H(x,t) 4 O ya que tg(x) está dentro de la bola B y p está fuera. 


Por tanto, hemos probado que g es homotópicamente nula. mn 


Ahora vamos a probar el teorema de separación de Jordan. En general, si X es un 
espacio conexo y A C X, diremos que A separa X si X — A noes conexo; si X — A 
tiene n componentes, diremos que A separa X' en n componentes. 

Un arco Á es un espacio homeomorfo al intervalo unidad [0, 1]. Los extremos de 
A son los dos puntos p y q de A'tales que A —p y A— q son conexos; los otros puntos 
de A se denominan puntos interiores de A. 


Una curva simple cerrada es un espacio homeomorfo al círculo unidad S”. 


Teorema 61.3 (Teorema de separación de Jordan). Sea C' una curva simple cerra- 
da en 8?. Entonces C separa S?. 


Demostración. Como 5? — C es localmente conexo por caminos, sus componentes 
y sus componentes por caminos son las mismas. Supondremos que $? — C es conexo 
por caminos y obtendremos una contradicción. 

Escribamos C' como la unión de dos arcos A¡ y Az que tienen en común sólo los 


extremos a y b. Sea X el espacio 5? — a — b. Sea U el conjunto abierto 5? — Ay y 
sea V el conjunto abierto S? — Az. Entonces X esla unión de los conjuntos U y V, 
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y se verifica : ; 
UNV=S-—(A1UA») =8?*-C 


que, por hipótesis, es conexo por caminos. Entonces se satisfacen las hipótesis del 
Teorema 59.1. 


Sea xy un punto de U NM V. Vamos a probar que las inclusiones 
1:(U,20) >(X,x0) y  j:(V,20)=(X,x0) 


inducen homomorfismos triviales entre los grupos fundamentales respectivos. Se 
deduce entonces del Teorema 59.1 que el grupo T¡(X, xp) es trivial. Pero X = 
S? — a — bes homeomorfo al plano agujereado R? — 0, por lo que su grupo fun- 
damental no es trivial. 


Probemos que ¿, es el homomorfismo trivial; dado un lazo f.: 1 — U basado 
en Zg, vamos a demostrar que ¿,([f]) es trivial. Para probarlo, sea p : Y — S] el 
lazo estándar que genera 7,(5?, bp). La aplicación f : 1 —> U induce una aplicación 
continua h : S* — U tal que ho p= f (véase la Figura 61.3). 


U=S?-A, X=8?*-a-b 
Bo 


Figura 61.3 


Consideremos la aplicación ¿oh : 91 -> 5? — a — b, Por hipótesis, el conjunto 
i(h(S*)) = (5?) no corta al conjunto conexo A1, que contiene los puntos a y b. Por 
tanto, los puntos a y b están en la misma componente de S? — ¿(A(5*)). Por el lema 
precedente, la aplicación i o h es homotópicamente nula. Se sigue del Lema 55.3 que 
(¿o h), es el homomorfismo trivial entre los respectivos grupos fundamentales. Pero 


(¿0 h)([p]) = [io hop] = [io $] =4x([F))- 


Por tanto, ¿,([f]) es trivial, como se esperaba. " 


Examinemos la demostración previa. ¿Qué propiedades de la curva simple ce- 
rrada C han sido utilizadas? Todo lo que hemos necesitado ha sido que € puede 
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escribirse como la unión de dos conjuntos cerrados conexos A¡ y Az, cuya intersec- 
ción consiste exactamente en dos puntos a y b. Esta observación nos conduce a la 
siguiente generalización del teorema de separación, que posteriormente nos será de 
mucha utilidad. : : 


Teorema 61.4 (Teorema de separación general). Sean A; y A2 subconjuntos ce- 
rrados y conexos de S? cuya intersección consiste exactamente en dos puntos a y b. 
Entonces el conjunto C = Ay U Ap separa S?. 


Demostración. Debemos probar en primer lugar que Cno puede coincidir con todo 
S?_ Este hecho era obvio en la demostración anterior. En este caso, podemos probar 
que C 4 8? debido a que S? — a — bes conexo mientras que C' — a— b no lo es (los 
conjuntos A; — a — b constituyen una separación de € — a — b). 


El resto de la demostración es una copia de la demostración del teorema anterior. 


Ejercicios 


1. Proporcione ejemplos que demuestren que una curva simple cerrada en el toro 
puede o no separar el toro. 


2. Sea A el subconjunto de R? formado por la unión de la curva seno del topólogo 
y la poligonal entre los puntos (0, —1), (0, —2), (1, —2) y (1,sen1). Véase la 
Figura 61.4. Diremos que A es la curva seno del topólogo cerrada. Pruebe que 
si C es un subespacio de $? homeomorfo a la curva seno del topólogo cerrada 
entonces C separa S?. 


Figura 61.4 


862 s Invariancia del dominio 433 


*362 Invariancia del dominio' 


Uno de los teoremas de topología que es realmente fundamental, porque expresa una 
propiedad intrínseca del espacio euclídeo, es el teorema de “invariancia del dominio”, 
probado por L. E. J. Brouwer en 1912. Dicho teorema establece que-para cualquier 
conjunto abierto U de IR” y cualquier aplicación continua e inyectiva f : U => 
R”, el conjunto imagen f(U) es abierto en R” y la función inversa es continua. 
El teorema de la función inversa del análisis también implica este resultado con la 
hipótesis adicional de que la aplicación f sea diferenciable continuamente con matriz 
jacobiana no singular. Probaremos este teorema en el caso n = 2. 


Lema 62.1 (Lema de la extensión homotópica). Sea X un espacio tal que X x 1 es 
normal. Sean A un subespacio cerrado de X y f : A — Y una aplicación continua, 
donde Y es un subespacio abierto de IR”. Si f es homotópicamente nula, entonces f 
puede extenderse a una aplicación continua y : X — Y que también es homotópica- 
mente nula. 


Demostración. Sea F : Ax I — Y una homotopía entre f y una aplicación cons- 
tante. Entonces F(a, 0) = f(a) y F(a, 1) = yo para todo a. Extendamos F al espacio 
X x 1 mediante F(x,1) = yo para z € X. Entonces FF es una aplicación continua del 
subespacio cerrado (Ax T)U(X x 1) de X x I en R”; por el teorema de extensión de 
Tietze, dicha función puede extenderse a una aplicación continua G': X x IT > R”, 

La aplicación z — G(z, 0) es una extensión de f, pero aplica X en R” en lugar de 
hacerlo en el subespacio Y. Para obtener la aplicación que buscamos, procederemos 
como se indica a continuación. Sea U el subconjunto abierto U = G7(Y') de X x 1. 
Entonces U contiene a (4 x )U(X x 1) (véase la Figura 62.1). Como J es compacto, 
el lema del tubo implica que existe un conjunto abierto W de X' que contiene a A 
tal que W -x T-C:U. Además el espacio X es normal, ya que es homeomorfo al 
subespacio cerrado X x O de X x 1. Por tanto, podemos elegir una función continua 
$: X —= [0,1] tal que b(x) = O parax € A y d(2) = 1 parax € X — W. La 
aplicación z — x-x f(x) transforma X en el subespacio (W xD)U(Xx1)de Xx, 
que está contenido en U. Entonces la aplicación continua g(x) = G(zx, f(1)) aplica 
X en Y. Y para x € A se tiene p(x) = 0, de modo que g(x) = G(x, 0) = f(x). Por 
tanto, y es la extensión deseada de f. La aplicación H : X x I — Y dada por 


H(z,t) =G(z, (1—t)p(2) +1) 
es una homotopía entre g y una aplicación constante. | 


A 


TEn esta sección haremos uso del teorema de extensión de Tietze ($35). 
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xx1 


Figura 62.1 


El siguiente lema es un recíproco parcial del lema de la homotopía nula de la 
sección anterior. 


Lema 62.2 (Lema de Borsuk). Sean a y b puntos de S?, Sean A un espacio compac- 
to y f : A— S?*—a—b una aplicación continua e inyectiva. Si f es homotópicamente 
nula entonces a. y b están en la misma componente de 5? — f(A). 


Demostración. Como A es compacto y S? es de Hausdorff, f (4) es un subespacio 
compacto de S? que es homeomorfo a A. Como f es homotópicamente nula, también 
lo es la aplicación inclusión de f(4) en $? — a — b. Por tanto, es suficiente probar el 
lema en el caso especial en que f es simplemente la aplicación inclusión. Además, 
podemos reemplazar 5? por R? U (00), haciendo corresponder a con O y b con oo. 
Entonces el lema se reduce a la siguiente afirmación: 

Sea A un subespacio compacto de R? — O. Si la aplicación inclusión j : A => 
R? — 0 es homotópicamente nula, entonces O está en la componente no acotada de 
R?-A. 

Vamos a probarlo. Sea C' la componente de R?— A que contiene a 0; supongamos 
que C está acotada y obtengamos una contradicción. Sea D la unión de las otras 
componentes de R? — A, incluyendo la componente no acotada. Entonces C y D son 
conjuntos abiertos y disjuntos de R?, y R? — A = CU D (véase la Figura 62.2). 

Definiremos una aplicación continua h : R? — R? — O que coincide con la 
identidad fuera de C.. 

Comenzamos con la aplicación inclusión j : A — R? — O, Como ¿ es homotópi- 
camente nula por hipótesis, el lema precedente implica que ¿ puede extenderse a una 
aplicación continua k de CUA en R?2—0. Entonces k coincide con la identidad en los 
puntos de A. Extendemos k a una aplicación h : R? — R? — 0 haciendo h(x) = x 
en los puntos r € DU A; entonces h es continua por el lema del pegamiento. 

Ahora vamos a obtener una contradicción. Sea B la bola cerrada en R? de radio M 
y centrada en el origen, donde M es lo suficientemente grande como para que Int B 
contenga a C U A. Aquí utilizamos el hecho que C está acotada. Si restringimos h 
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A Cc 


Figura 62.2 


a B obtenemos una aplicación g : B > R?%-0 tal que g(x) = x para x € FrB. 
Si componemos y con la retracción estándar - — Mzx/|lx|| de R? — O sobre Fr B, 
obtenemos una retracción de B sobre Er B. Sin embargo, tal retracción no existe. M 


Teorema 62.3 (Invariancia del dominio). Si U es un subconjunto abierto de R? y 
f : U —R? es una aplicación continua e inyectiva, entonces f(U') es abierto en R? 
y la función inversa f7! : F(U) > U es continua. 


Demostración. Como es usual, podemos reemplazar R? por S?. Probaremos que si 
U es un subconjunto abierto de R? y f : U —> 5? es continua e inyectiva, entonces 
F(U) es abierto en 5? y la función inversa es continua. 


Paso 1. Probaremos que si B es cualquier bola cerrada de R? contenida en U, 
entonces f(B) no separa S?. 


Sean a y b dos puntos en 9? — f(B). Como la aplicación identidad ¿ : B > Bes 
homotópicamente nula, la aplicación h : B — 8? — a — b obtenida al restringir f es 
también homotópicamente nula. El lema de Borsuk implica entonces que a y b están 
en la misma componente de 9? — A(B) = 85? — f(B). 

Paso 2. Probaremos que si B es una bola cerrada de R? contenida en U, entonces 
F (Int B) es abierto en S?. 


El espacio C = f(Fr.B) es una curva simple cerrada en 5?, por lo que separa 
52. Sea V la componente de $? — C que contiene al conjunto conexo f(Int B) y sea 
W la unión de las otras componentes. Como 5? es localmente conexo, V y W son 
abiertos en S?. Veamos que V = f(Int B). 


Supongamos que a es un punto de V que no está en f(Int B) y obtengamos una 
contradicción. Sea b un punto de W. Como el conjunto D = f(B) no separa S?, el 
conjunto $? — D es un conjunto conexo que contiene los puntos a y b. Este conjunto 
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está contenido en S? — C (ya que D > C); se deduce que a y b están en la misma 
componente de 9? — C, lo cual no puede ocurrir por construcción (véase la Figura 
62.3). j 


C = f(Fr B) 
Figura 62.3 


Paso 3. Probemos finalmente el teorema. Como para cualquier bola B contenida 
en U el conjunto f (Int B) es abierto en S?, la aplicación f : U —> $? es una aplica- 
ción abierta. Se concluye que f(U) es abierto en S? y la aplicación f7! es continua. 


Ejercicios 


1. Proporcione un ejemplo que pruebe que la conclusión del lema de Borsuk puede 
no cumplirse si f no es inyectiva. 


2. Sea A un subespacio compacto y contractible de 5?. Pruebe que A no separa 
s?, 

3. Sea X un espacio tal que X x Í es normal. Sean A un subespacio cerrado de X 
y f : A — Y una aplicación continua, donde Y es un subespacio abierto de-R”. 
Si f es homotópica a una aplicación que es extensible a una aplicación continua 
h : X — Y, entonces f es también extensible a una aplicación continua g : 
X > Y tal que g =h. 


4. Sea C una curva simple cerrada en R? — 0; sea j : C — R? — 0 la aplicación 
inclusión. Pruebe que j, es trivial si O está en la componente no acotada de 
R? — C, y es no trivial en caso contrario. De hecho, ¿, es un isomorfismo en el 
último caso, como probaremos en $65, 


5. Teorema. Sea U un conjunto abierto y simplemente conexo en R?. Si C es 
una curva simple cerrada dentro de U, entonces cada componente acotada de 
R2 — C también está incluida en U. 
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Esta condición caracteriza los conjuntos abiertos y simplemente conexos de R?. 
Véase [RW]. El espacio R? — C tiene, desde luego, una única componente aco- 
tada, como probaremos en la siguiente sección. 


6. Suponga que conoce que no existe ninguna retracción de B” en la esfera S?71, 


(a) Pruebe que el lema de Borsuk se satisface en S”. 

(b) Pruebe que ningún subespacio contractible y no compacto de S” separa 
Sa, 

(c) Suponga que también conoce que ningún subespacio de S” homeomorfo a 
Sa-1 separa S”., Pruebe el teorema de invariancia del dominio en dimen- 
sión n. 


863 El teorema de la curva de Jordan 


El caso especial del teorema de Seifert-van Kampen, que fue utilizado en la demos- 
tración del teorema de separación de Jordan, nos proporciona información sobre el 
grupo fundamental de un espacio X = U U V cuando la intersección U NM V es co- 
nexa por caminos. En el siguiente teorema examinamos qué ocurre cuando UN V no 
es conexo por caminos. Este resultado nos permitirá completar la demostración del 
teorema de la curva de Jordan. 


Teorema 63.1. Sea X la unión de dos conjuntos abiertos U y V, tales que U N V 
puede escribirse a su vez como la unión de dos conjuntos abiertos y disjuntos A y B. 
. Supongamos que existe un camino o: en U conectando el punto a de A con el punto 
b de B, y que existe un camino f en V de b hasta a. Sea f el lazo f =ax B. 


(a) La clase de homotopía de caminos [f] genera un subgrupo cíclico infinito de 
T1 (x , a). 


*(b) Sir, (X, a) es cíclico infinito, entonces está generado por [f].! 


(c) Supongamos que existe un camino -y en U desde el punto a hasta el punto a' 
de A, y que existe un camino ó en V desde a* hasta a. Sea g el lazo g = y * 6. 
Entonces los subgrupos de 1¡(X, a) generados por [f] y [g] sólo tienen en 
común el elemento neutro. 


Demostración. La prueba es, en muchos momentos, una copia de la demostración 
dada en $54 para probar que el grupo fundamental del círculo es cíclico infinito. 
Como en dicha demostración, el paso crucial es encontrar un espacio recubridor E 
adecuado para X. 


TEste resultado utiliza el Teorema 54.6, y será usado sólo cuando trabajemos con los números de 
rotación en $65. 
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Paso 1 (construcción de E). Vamos a construir E pegando copias de los subespa- 
cios U y V . Tomemos una cantidad numerable de copias de U y también una cantidad 
numerable de copias de V, todas disjuntas, por ejemplo 


U x (2n) y Vx (2n+1) 


para todo n € Z, donde Z denota el conjunto de los número enteros. Sea Y la unión 
de estos espacios; Y es un subespacio de X x Z. Construimos un nuevo espacio E 
como el cociente de Y al identificar los puntos 


x x (2n) y xx(2n-1) parare Á 
y también al identificar 
zx(2n) y  zrx(2n+1) para x € B. 


Consideremos mr : Y — E la aplicación cociente. 

La aplicación p : Y —> X definida por p(x x m) = zx induce una aplicación p : 
E —> Xi; la aplicación p es continua porque E está dotado de la topología cociente. 
La aplicación p también es sobreyectiva. Vamos a probar que p es una aplicación 
recubridora (véase la Figura 63.1). 


En primer lugar probaremos que la aplicación 7 es una aplicación abierta. Como 
Y es la unión de los conjuntos abiertos y disjuntos (U x (2n)) y [V x (2n + 1)), es 
suficiente probar que las aplicaciones T|(U x 2n) y a|(V x (2n +1)) son abiertas. Y 
esto es fácil. Tomemos un conjunto abierto en U x 2n, por ejemplo; será de la forma 
W x 2n, donde W es abierto en U. Entonces 


“Ur(W x 2n)) = [W x 2n] U[(W n B) x (2n + 1)] 
U[(Wn A) x Qn — 1)] 


que es la unión de tres conjuntos abiertos de Y, por lo que es abierto en Y. Por 
definición de la topología cociente, T(W x 2n) es abierto en E, como se deseaba. 


Ahora vamos a demostrar que p es una aplicación recubridora; probaremos que 
los conjuntos abiertos U y V están cubiertos por p. Consideremos U,, por ejemplo. 
El conjunto p”*(U) es la unión de los conjuntos disjuntos T(U x 2n) para n € Z. 
Cada uno de estos conjuntos es abierto en E ya que Tr es una aplicación abierta. 
Sea man la restricción de r al conjunto abierto U x 2n, que lo transforma en el 
conjunto r(U x 2n). Es un homeomorfismo ya que es biyectiva, continua y abierta. 
Entonces la aplicación p, cuando se restringe a T(U x 2n), es la composición de dos 
homeomorfismos 


T(U x 2n) En, 2 Ux2n L> U 


y es, por tanto, un homeomorfismo. Entonces p|/r(U x 2n) aplica este conjunto ho- 
meomórficamente en U, como buscábamos. 
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Figura 63.1 


Paso 2. Ahora vamos a definir una familia de levantamientos del lazo f =«:x* B. 


Para cada entero n, sea en el punto r(a x 2n) de E. Entonces los. puntos e,, son 
distintos, y constituyen el conjunto p”* (a). Definimos un levantamiento fm de f que 
empieza en e, y finaliza en e, +1. 


Como los caminos a y f están en U y V, respectivamente, podemos definir 
Gnls) = r(a(s) x 2n), 
Bn(s) = r(B(s) x (2n +1)); 


entonces din y (3, son levantamientos de a: y 6, respectivamente. El caso n = ( se 
ilustra en la Figura 63.1. El producto á,, * 3, está bien definido, ya que á., finaliza en 
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rr(b x 2n) y 6, comienza en r(b x (2n + 1)). Escribimos di = Gn * Bn; observemos 
que f,, comienza en án(0) = r(ax2n) = en y finaliza en Bn(1) = r(ax(2n+1)) = 
ría x (Qn + 2)) = En+1- 

Paso 3. Probaremos que [f] genera un subgrupo cíclico infinito de 7, (X, a). Es 
suficiente con demostrar que si mm es un entero positivo, entonces [f]"" no es el ele- 
mento neutro. Pero esto es fácil. En efecto, el producto 


hs for(hr (or fn-1)) 
está bien definido y constituye un levantamiento del producto: 
h=f(fR(*Pf)). 
Como A comienza en ey y finaliza en em, la clase (h] = [f]” no es trivial. 

*Paso 4. Ahora probaremos que si r¡(X, a) es cíclico infinito, entonces está ge- 
nerado por [f]. Consideremos la correspondencia del levantamiento $ : m¡(X, a) —= 
p7*(a). Hemos probado en el Paso 3 que para cada entero positivo m, la correspon- 
dencia « transforma [f]”” en el punto e, de p”*(a). Un argumento similar prueba 


que aplica [f]7" en e_,n. . Por tanto, ¿ es sobreyectiva. Ahora aplicando el Teorema 
54.6, H induce una aplicación inyectiva 


9: 11(X,a)/H — pa) 


donde A = ps(1(£, en)); la aplicación Ú es sobreyectiva porque $ lo es. Se sigue 
que HH es el grupo trivial, ya que el cociente de un grupo cíclico infinito por cualquier 
subgrupo no trivial es finito. Entonces la correspondencia del levantamiento p es 
biyectiva; como ó aplica el subgrupo generado por [f] en p”* (a), este subgrupo debe 
coincidir con todo 71 (X, a). 

Paso 5. Ahora vamos a probár (c). El dibujo de la Figura 63.1 puede hacerle creer 
que el elemento [g] de 1,(X, a) considerado en la parte (c) es de hecho trivial. Pero 
dicha figura es bastante especial. La Figura 63.2 ilustra qué puede ocurrir cuando 
A es la unión de dos conjuntos abiertos, disjuntos y no vacíos. En este caso (que 
pronto nos será muy útil), tanto [f] como [g] generan subgrupos cíclicos infinitos de 
mi(X, a). 

* Dado g = y x d, definimos un levantamiento de g a E como sigue: como -y es un 
camino en U, podemos definir 


%(s) = x(y(s) x 0) 
y como d es un camino en V, podemos definir 
$(s) = r(ó(s) x (-1)). 


Entonces % y ó son levantamientos de y y . El producto g = Yx* ó está bien definido, 
ya que ó finaliza en r(a' x 0) y ó comienza en r(a' x (—1)), y es un levantamiento de 
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Figura 632 


y. Observemos que ¿ es un lazo en E, ya que empieza y acaba en el punto r(a x 0) = 
ra x (-1)) = eo. 

Se sigue que los subgrupos generados por [f] y [g] sólo tienen en común el ele- 
mento neutro, ya que el m-ciclo producto de f consigo mismo m veces se levanta a 
un camino que empieza en ey y finaliza en e,,, mientras que todo producto de g con- 
sigo mismo se levanta a un camino que empieza y acaba en ey. Por tanto, [f]7 4 [g]* 
para cualesquiera enteros no nulos m y k. 


Teorema 63.2 (Teorema de no separación). Sea D un arco en S?. Entonces D no 
separa S?, 


Demostración. "Vamos a proporcionar dos demostraciones de este teorema. La pri- 
mera utiliza los resultados de la sección anterior, mientras que la segunda sigue una 
vía distinta. 


Primera demostración. Como D es contractible, la aplicación identidad ¿: D — 
D es homotópicamente nula. Entonces si a y b son dos puntos de S? que no están en 
D, la aplicación inclusión j : D > 5? — a— bes homotópicamente nula. El lema de 
Borsuk implica entonces que a y b están en la misma componente de $? — D. 


Segunda demostración. Escribamos D como la unión de dos arcos D; y Da que 
tienen un único punto en común d. Sean a y b dos puntos que no están en D. Vamos 
a probar que si a y b pueden ser conectados por caminos en $? — Dy y en 5? — Da, 
entonces se pueden unir mediante un camino en 9? — D. La Figura 63.3 ilustra el 
hecho de que esta afirmación no es nada trivial. 
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Figura 63.3 


Supongamos que a y b no se pueden unir mediante un camino en 5? — D. Vamos 
a utilizar el Teorema 63.1 para obtener una contradicción. Sea X el espacio 9? — d; 
sean U y V los conjuntos abiertos 


U=S*-D y V=S*-D. 


Entonces X = UUV y UNV = $? — D. Por hipótesis, a y b son puntos en 
5? — D que no pueden ser conectados por un camino en $? — D. Por tanto, UN V 
no es conexo por caminos. Sea A la componente conexa por caminos de U N V que 
contiene a a; sea B la unión de las otras componentes de U N V. Como U N V es 
localmente conexo por caminos (al ser abierto en 92), las componentes conexas por 
caminos de U N V' son abiertas y, por tanto, A y B son abiertos en X'. Sabemos 
que a y b pueden conectarse mediante caminos en U = 9? — D, y V = $? — D,. 
Concluimos, a partir del Teorema 63.1, que 7,(X, a) no es trivial. Pero X = 8? — d, 
por lo que su grupo fundamental es trivial. 


Probemos ahora el teorema. Dado un arco D y los puntos a y bde 9?— D, supon- 
gamos que a y b.no pueden unirse mediante un camino en 9? — D y obtengamos una 
contradicción. Escogemos un homeomorfismo kh : [0,1] — D; sea D¡ = h([0, 1/2)) 
y Da = h([1/2, 1]). El resultado del párrafo precedente prueba que puesto que a y 
b no pueden conectarse mediante un camino en $? — D, entonces tampoco pueden 
conectarse mediante dos caminos en 5? — D, y $? — Da. Supongamos, por ejemplo, 
que a y bno pueden conectarse en 9? — D;. " 

Ahora repetimos el argumento, dividiendo D¡ en dos arcos Ej = h([0, 1/4)) 
y Ez = hk([1/4,1/2)). Concluimos, como antes, que los puntos a y b no pueden 
conectarse mediante dos caminos en S? — E; y S2— Ep. 

Si continuamos indefinidamente este razonamiento, entonces encontramos una 
sucesión 

¡o 
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de intervalos cerrados tal que /,, tiene longitud (1/2)” y tal que, para cada n, los 
puntos a y bno pueden conectarse mediante un camino en 52-—h(1,). La compacidad 
del intervalo unidad garantiza que existe un punto zx en (”] f,,; como las longitudes de 
los intervalos convergen a cero, sólo existe un punto en la intersección. 


Consideremos el espacio 5? — h(2). Como este espacio es homeomorfo a R?, los 
puntos a y b pueden ser conectados por un camino a: en S? — h(x). Como a(1) es 
compacto, entonces es cerrado, por lo que existe algún e-entórno de h(x) disjunto 
con (1). Como h es continua, existe un número mn tal que h(J,,) está incluido en 
el e-entorno anterior. Se concluye entonces que a: es un camino en S? — h(J,,) que 
conecta a con b, lo que supone una contradicción. a 


Ambas demostraciones del teorema anterior son interesantes. Como ya indicamos 
en $62, la primera se generaliza para probar que ningún subespacio compacto y con- 
tractible de 5? separa S?, La segunda se puede generalizar en otra dirección. Exami- 
nemos la segunda demostración y preguntémonos: ¿qué propiedades de los conjuntos 
Di y Dz hacen que la prueba funcione? Enseguida nos damos cuenta que sólo se uti- 
lizó el hecho que D y Dz son subconjuntos cerrados de S? y 9? — (Di M Dj) es 
simplemente conexo. Por tanto, podemos deducir el siguiente resultado, que será uti- 
lizado posteriormente. : 


Teorema 63.3 (Teorema general de no separación). Sean D, y Da subconjuntos 
cerrados de S? tales que 8? — Dy M Da es simplemente conexo. Si ni Di ni Da 
separan S?, entonces D¡ U Da tampoco separa 5?. 


Ahora vamos a demostrar el teorema de la curva de Jordan. 


Teorema 63.4 (Teorema de la curva de Jordan). Sea C' una curva simple cerrada 
en S?. Entonces C separa S? en exactamente dos componentes W, y Wa. Cada uno 
de los conjuntos W; y Wa tiene a C como su frontera, esto es, C = Wi; — W, para 
¿=1,2. 


Demostración. Paso 1. Probaremos en primer lugar que $? — C tiene exactamente 
dos componentes. Escribamos C' como la unión de dos arcos C1 y C2 que intersecan 
en el conjunto de dos puntos [p, q). Sea X el espacio 5? — p — q, y sean U y V los 
conjuntos abiertos 


U=8-C, y V=s8*-Cj. 
Entonces X = U UV yUnNV = 5? — C.El espacio U N V tiene al menos dos 


componentes, por el teorema de separación de Jordan. 


Supongamos que U N V tiene más de dos componentes y obtengamos una contra- 
dicción. Sean A1 y A2 dos-de las componentes de U N V, y sea B la unión del resto. 
Como 5? — C es localmente conexo, cada uno de estos conjuntos es abierto. Sean 


444 Teoremas de separación en el plano Capítulo 10 


a € Aj, al € Az y b € B. Como los arcos Cy y Ca no separan S?, existen caminos 
ay y en U que conectan a.con b y a con a”, respectivamente, y existen caminos $ 
y ó. en V que conectan b con a y a' con a, respectivamente. Consideremos los lazos 
f=0ax*f8 yg = y x 6. Escribiendo U N V como la unión de los conjuntos abiertos 
A, U As y B, el Teorema 63.1 implica que [f] es un elemento no trivial de r,(X, a). 
Escribiendo U NM V como la unión de los abiertos disjuntos A1 y A2 U B, vemos que 
[9] también es un elemento no trivial de 1,(X, a). Como r,(X, a) es cíclico infinito, 
debe verificarse [f]7* = [g]* para ciertos enteros no nulos m y k, lo que contradice el 
apartado (c) del Teorema 63.1. 

Paso 2. Ahora vamos a probar que C es la frontera común de los conjuntos W; y 
Wa. 

Como 5? es localmente conexo, cada una de las componentes W| y Wa de 5?—C 
es abierta en S?, En particular, ninguna de ellas contiene puntos límite de la otra, por 
lo que los conjuntos W, — W, y W2 — Wa deben estar contenidos en C. 

Para probar la inclusión contraria, demostraremos que si x es un punto de C en- 
tonces cualquier entorno U de zx corta al conjunto cerrado W'1 — W|.. Se seguirá que 
x pertenece al conjunto W, — Wi. 


Sea U un entorno de x. Como C es homeomorfo al círculo S?, podemos dividir 
C en dos arcos C/ y Ca que sólo tienen en común sus extremos y tal que C; es lo 
suficientemente pequeño como para que esté contenido en U. Véase la Figura 63.4. 


Figura 634 


Sean a y b puntos de W, y Wa, respectivamente, Como C2 no separa S?, pode- 
mos encontrar un camino a: en 9? — Ca que conecta a con d. El conjunto a(1) debe 
contener un punto y de W y —W, pues de lo contrario a(1) sería un conjunto conexo 
contenido en la unión de los conjuntos abiertos y disjuntos W, y 5? —W, e interse- 
cando a ambos. El punto y pertenece a la curva cerrada C, ya que (W, — W,) CC. 
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Como el camino « no corta al arco C2, el punto y debe, por tanto, pertenecer al arco 
C¡, que está contenido en el conjunto abierto U/. Entonces, U interseca a W, — W; 
en el punto y, como queríamos probar. ] 


Igual que con los teoremas anteriores, nos preguntaremos ahora cuáles son las 
propiedades que hacen funcionar la demostración anterior. Examinando el Paso 1 
de la demostración vemos que sólo se ha utilizado que C, y C2 son subconjuntos 
cerrados y conexos, que € NC, está formado sólo por dos puntos, y que ni Cy ni Cz 
separan 52, Las dos primeras propiedades demuestran que Cy U C separa S? en al 
menos dos componentes; la tercera implica que exactamente hay dos componentes. 
Por tanto uno puede deducir, sin mucho más esfuerzo, el siguiente resultado. 


Teorema 63.5. Sean Cy y C2 subconjuntos cerrados y conexos de 5? cuya intersec- 
ción está formada por dos puntos. Si ni Cy ni C¿ separan S?, entonces C¡ UC2 separa 
8? en exactamente dos componentes. 


EJEMPLO 1. La segunda parte del teorema de la curva de Jordan, junto con el hecho 
de que € es la frontera común de W, y de W2, pueden parecer resultados tan obvios 
que no requieran ningún comentario adicional. Sin embargo; dichos resultados dependen 
fuertemente del hecho que C es homeomorfo a $”. 

Por ejemplo, consideremos el espacio indicado en la Figura 63.5. Es la unión de dos 
arcos cuya intersección está formada por exactamente dos puntos, por lo que separa S? 
en dos componentes W, y Wa, igual que hace el círculo, según el Teorema 63.5. Pero en 
este caso C no es igual a la frontera común de W, y Wa. 


Figura 63.5 


Existe un cuarto teorema que en ocasiones también es considerado, junto con los 
tres anteriores, un teorema de separación. Se trata del teorema de Schoenflies, que 
establece que si C' es una curva simple cerrada en 8? y las componentes de 9? — € 
son U y V, entonces U y Y son homeomorfos a la bola cerrada unidad B?. Una 
demostración puede encontrarse en [H-S]. . 


Los teoremas de separación pueden generalizarse a dimensiones superiores como 
sigue: NE 
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(1) Cualquier subespacio C de .S” homeomorfo a S?7] separa S”, 


(2) Ningún subespacio A de S” homeomorfo a [0,1] o a alguna bola B”” separa 
Ss”, 

(3) Cualquier subespacio C de S” honcómodo a S”7-1 separa S” en dos compo- 
nentes, siendo C la frontera común de ambas. 

Estos teoremas pueden ser demostrados de forma bastante sencilla después de es- 
tudiar grupos de homología singular en topología algebraica (véase [Mu], pág. 202). 
El teorema de Brouwer sobre la invariancia del dominio en R” se deduce como un 
corolario. 

El teorema de Schoenflies, sin embargo, no puede generalizarse a dimensiones 
superiores sin algunas restricciones adicionales sobre la forma en que el espacio € 
está embebida en S”. Esto puede comprobarse con el famoso ejemplo de la “esfera 
con cuernos de Alexandrov”, una imagen homeomorfa de 5? en S% pero con un 
dominio complementario que no es simplemente conexo (véase [H-Y], pág. 176). 

Los teoremas de separación pueden ser generalizados todavía más. El teorema de- 
finitivo en esta dirección es el famoso teorema de dualidad de Alexander-Pontryagin, 
un teorema muy profundo de topología algebraica que ni siquiera enunciaremos 
aquí (véase [Mu]). Dicho teorema implica que si el subespacio cerrado C separa 
S” en k componentes, lo mismo se verifica para cualquier subespacio de 9” que sea 
homeomorfo a C' (o incluso homotópicamente equivalente a C'). Los teoremas de 
separación (1)X3) son corolarios inmediatos de este teorema. 


Ejercicios 


1. Sean C; y Ca» curvas simples cerradas y disjuntas en 5?. 


(a) Pruebe que S? — Cy — Ca tiene exactamente tres componentes. [/ndica- 
ción: si W, es la componente de $? — C) disjunta con Ca, y si Wa es la 
componente de $? — C» disjunta con Cy, pruebe que Wy UW 2 no separa 
8?] 

(b) Demuestre que estas tres componentes tienen fronteras C'1, C2 y C¡UCz, 
respectivamente. 

2. Sea D un subespacio cerrado y conexo de $? que separa $? en n componentes, 
(a) Si A es un arco en S? cuya intersección con D sólo está formada por uno 
de sus extremos, demuestre que A U D separa S? en n componentes. 

(b) Si A es un arco en 9? cuya intersección con D está formada por sus extre- 
mos, demuestre que A U D separa S? en n + 1 componentes. 


(e) Si C es una curva simple cerrada en 5? que interseca D en un único punto, 
demuestre que C'U D separa S? en n + 1 componentes. 
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*3. (a) Sea D un subespacio de S? homeomorfo a la curva seno del topólogo S 
(véase $24). Demuestre que D no separa 5?. [Indicación: sea h : S > D 
un homeomorfismo. Dado 0 < c < 1, sea S, igual a la intersección de 3 
con el conjunto [(x, y)|x < c). Demuestre que dados a,b € S?— D, para 
algún valor de c existe un camino en $? — h(S¿) desde a hasta b. Concluya 
que existe un camino en $? — D entre a y b.] 

(b) Sea C' un subespacio en 9? homeomorfo a la curva seno del topólogo ce- 
rrada. Demuestre que C separa S? en exactamente dos componentes, que 
tienen a C' como frontera común. [Indicación: sea h el homeomorfismo 
entre la curva seno del topólogo cerrada y C. Sea Cy = h(0 x [-1,1]). 
Demuestre en primer lugar, usando el argumento del Teorema 63.4, que 
cada punto de C' — Cp está en la frontera de cada componente de 9? — €] 
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Un grafo lineal (finito) G es un espacio de Hausdorff que se escribe como una unión 
finita de arcos, de manera que dos de ellos tienen como máximo un extremo en 
común. Los arcos se denominan aristas del grafo y los extremos de los arcos se 
denominan vértices del grafo. 


Los grafos lineales son utilizados en matemáticas como modelos de muchos fenó- 
menos reales; sin embargo, nosotros los estudiaremos únicamente como interesantes 
espacios que generalizan, en cierto sentido, las curvas simples cerradas. 


Observemos que cualquier grafo está determinado completamente (salvo un ho- 
meomorfismo) por sus vértices, junto con las parejas de éstos que tienen una arista 
en común. 


EJEMPLO 1. - Si G contiene exactamente n vértices y si para cada pareja de vértices de 
G existe una arista de G que los conecta, entonces G se dice que es un grafo completo 
de n vértices, y se denota por G,,. Algunos ejemplos de este tipo de grafos se representan 
en la Figura 64.1. Observe que los primeros tres grafos se dibujan como subespacios del 
plano R?, mientras que el cuarto se supone dibujado en R3. Un poco de experimentación 
le convencerá que dicho grafo no puede embeberse en R?. Probaremos esta propiedad en 
breve. 


EJEMPLO 2. Otro grafo interesante surge al considerar el puzzle clásico: “Dadas tres 
Casas, C1, C2 Y C3, y tres servicios, g (para el gas), a (para el agua), y e (para la electri- 
cidad), ¿puede usted conectar cada casa con cada servicio sin que se corten las distintas 
líneas?” Formulado matemáticamente, la cuestión se reduce a determinar si el grafo di- 
bujado en la Figura 64.2, conocido como grafo de servicios, puede ser embebido en R?. 
Otra vez más, un poco de experimentación le convencerá de que no es posible, como muy 
pronto demostraremos. 
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Figura 64.2 


Definición. Un espacio theta X es un espacio de Hausdorff que se descompone 
como unión de tres arcos A, B y C tal que cada dos de ellos tienen en común sus 
extremos. El espacio X es, desde luego, homeomorfo a la letra griega theta. 


Observe que un espacio theta X no es un grafo lineal, ya que los arcos en cuestión 
intersecan en más de un extremo. Sin embargo, un espacio theta puede escribirse 
como un grafo descomponiendo cada arco A, B y C en dos nuevos arcos con un 
punto en común. 


Lema 64.1. Sea X un espacio theta que es un subespacio de 5?; sean A, B y C los 
arcos cuya unión es X. Entonces X separa S? en tres componentes, cuyas fronteras 
son AUB,BUC y AUC, respectivamente. La componente que tiene AU B como 
su frontera coincide con una de las componentes de S? — AUÚB. 


Demostración. Sean a y b los extremos de los arcos A, B y C. Consideremos la 
curva simple cerrada AU B, que separa S? en dos componentes U y U”, cada una de 
las cuales es abierta en S? y tiene como frontera A Ú B (véase la Figura 64.3). 


El espacio C' — a — bes conexo, por lo que está contenido en una de estas com- 
ponentes, digamos U”. Entonces podemos considerar los espacios Y = UU AUB 
y C, que son ambos conexos. Ninguno de los dos separa S?, ya que C es un arco, y 
el complemento de Ú es el conjunto conexo U”. Como la intersección de estos dos 
conjuntos está formada por los puntos a y b, su unión separa 5? en dos componentes 
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Figura 64.3 


V y W, de acuerdo con el Teorema 63.5. Se sigue que $? — (AUB UC) es la unión 
de tres conjuntos conexos y disjuntos U, Y y W; como son conjuntos abiertos en S?, 
son las componentes de S? — (AU B UC). La componente U tiene AU B como 
frontera, La simetría del problema implica que los otros dos conjuntos tienen B U C 
y AUC como fronteras, respectivamente. an 


Teorema 64.2, Sea X el grafo de servicios. Entonces X no puede embeberse en el 
plano. 


Demostración. Si X pudiera ser embebido en el plano, entonces podría ser embe- 
bido en la esfera 5?. Por tanto, supongamos que X está embebido en S? y derivemos 
una contradicción. 

Utilizaremos la notación del Ejemplo 2, donde 9,0, e, C1, Ca y ca son los vértices 
de X. Sean A, B y C los siguientes arcos en X: 


A = gcia, 
B = gcza, 
C = gcza. 


Cada pareja de estos arcos sólo tienen en común sus extremos g y a por lo que Y = 
AUBUC es un espacio theta. El espacio Y separa 5? en tres componentes U, V 
y W, cuyas fronteras son AU B,BUC y AUC, respectivamente (véase la Figura 
64.4). 

El vértice e de X está en una de estas tres componentes, de modo que los arcos 
ec1, eca y ec3 de X están en la clausura de dicha componente. Ésta no puede ser U, 
ya que Ú está contenida en UU AU B,un conjunto que no contiene el punto cz. De 
forma similar, la componente de e no puede ser V ni W, ya que V no contiene el 
punto c, y W no contiene el punto cz. Entonces hemos alcanzado una contradicción. 

BM 
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Figura 644 


Lema 64.3. Sea X un subespacio de S? que es un grafo completo de cuatro vértices 
41,02, 03 y 04. Entonces X separa S? en cuatro componentes. Las fronteras de estas 
componentes son los conjuntos X;, X2, X3 y Xa, donde X, es la unión de las aristas 
de X que no tienen el punto a; como vértice. 


Demostración. Sea Y la unión de todos los arcos de X diferentes del arco a2714. 
Entonces podemos escribir Y como un espacio theta tomando 


A = ajazaz, 
B = ajaz, 
C = 0410403. 


(Véase la Figura 64.5.) Los arcos A, B y C sólo tienen en común sus extremos Q1 y 
43, y su unión es el espacio Y . 


> Figura645 


El espacio Y separa 5? en tres componentes U, V y W, cuyas fronteras son los 
conjuntos AUB,BUC y AUC, respectivamente. El espacio a2a4 — az — 94, al 
ser conexo, debe estar contenido en una de ellas. Pero no puede estar en U, ya que 
AU B no contiene as. Y tampoco puede ser Y, porque B UC no contiene as. Por 
tanto, debe estar en W. 
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La unión U U V es conexa, ya que tanto U como V lo son y tienen intersección 
no vacía B. Además, el conjunto U U V no separa S?, pues su complementario es 
W. De forma similar, el arco agas es conexo y no separa 5?. Y los conjuntos 4744 
y TU Y sólo tienen en común los puntos az. y a4. Se sigue del Teorema 63.5 que 
az04 UU UY separa 5? en dos componentes W, y Wa. Entonces 5? — Y es la unión 
de cuatro conjuntos conexos y disjuntos U, V, W1 y W2. Como estos conjuntos son 
abiertos, necesariamente son las componentes de S? — 


Pero una de estas componentes, digamos U, tiene el grafo AU B = Xy como 
su frontera. La simetría implica que las otras tres tienen a X1, X2 y X3 como sus 
respectivas fronteras. a 


Teorema 64.4. El grafo completo de cinco vértices no puede ser embebido en el 
plano. 


Demostración. Supongamos que G es un subespacio de S? que es un grafo com- 
pleto de cinco vértices a, az, az, 4 y as. Sea X la unión de las aristas de G que no 
tienen como vértice al punto as; entonces X es un grafo completo de cuatro vérti- 
ces. El espacio X separa S? en cuatro componentes, cuyas respectivas fronteras son 
X1,-.., X4, donde X; está formado por las aristas de X que no tienen como vértice 
el punto a;. Ahora el punto as debe pertenecer a alguna de estas cuatro componentes. 
Se deduce que el espacio conexo . 


a145 U agas U agas U a4as, 


que es la unión de las aristas de G que tienen como vértice al punto as, debe estar en 
la clausura de dicha componente. Entonces los vértices a,,..., ay están también en 
la frontera de esa componente. Pero esto es imposible, ya que ninguno de los grafos 
AX; contiene los cuatro vértices a, ...., a4. Hemos obtenido, pues, una contradicción. 

" 


Se deduce de estos teoremas que si un grafo G contiene un subgrafo que es un 
grafo de servicios o un grafo completo de cinco vértices, entonces G' no puede ser 
embebido en el plano. Un teorema importante, debido a Kuratowski, afirma que el 
recíproco también es cierto. La demostración no es nada sencilla. 


Ejercicios 


1. Sea X un espacio que puede escribirse como la unión finita de arcos Aj,..., An, 
donde cada pareja de arcos tiene como máximo un extremo en común. 
(a) Pruebe que X es de Hausdorff si, y sólo si, cada arco A; es cerrado en X. 
(b) Encuentre un ejemplo que demuestre que X' puede no ser de Hausdorff. 
:.Undicación: véase el Ejercicio 5 de $36.] 


452 Teoremas de separación en el plano Capítulo 10 


865 El número de rotación de una curva simple cerrada 


Sih : $1 -—>1R?—0 es una aplicación continua, entonces el homomorfismo inducido 
h, transforma un generador del grupo fundamental de S! en alguna potencia entera 
de un generador del grupo fundamental de R2—0. Esta potencia entera n se denomina 
número de rotación de h con respecto a O. Mide cuántas veces h “se enrolla sobre S! 
alrededor del origen”; su signo depende desde luego de la elección de los generadores 
(véase la Figura 65.1). Lo introduciremos más formalmente en la siguiente sección. 


Figura 65.1 


De momento, sólo nos plantearemos la siguiente cuestión: ¿qué podemos decir del 

número de rotación de h cuando h es inyectiva, es decir, si h es un homeomorfismo de 

* Sl en una curva simple cerrada C de R? — 0? Los dibujos de la Figura 65.2 sugieren 

una conjetura obvia: si O pertenece a la componente no acotada de R? — C, entonces 
n = 0, mientras que si O está en la componente acotada entonces n = +1. 


n=0 n=:31 


Figura 65.2 


La primera conjetura es fácil de probar, ya que el Lema 61.2 nos dice que h es 
homotópicamente nula si O pertenece a la componente no acotada de R?-—-C. Por otra 
parte, la segunda conjetura es sorprendentemente difícil; es, de hecho, un resultado 
muy profundo, que probaremos en esta sección. 

Como es frecuente, reemplazaremos R? U (00) por 52, haciendo corresponder 0 
con el punto p e oo con el punto q. Entonces nuestra conjetura puede ser reformulada 
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como sigue: si Ces una curva simple cerrada en 9”, y si p y q pertenecen a diferentes 
componentes de S? — C, entonces la aplicación inclusión j : C > $2 —p-— q induce 
un isomorfismo entre los grupos fundamentales. Esto es lo que probaremos. 

En primer lugar, demostraremos él resultado en el caso en que la curva simple 
cerrada C esté contenida en un grafo completo de cuatro vértices. A continuación 
probaremos el caso general. 


Lema 65.1. Sea G un subespacio de 5? que es un grafo completo de cuatro vértices 
a1,..., 44. Sea C el subgrafo ayapazaya:, que es una curva simple cerrada. Sean p 
y q puntos interiores de las aristas a¡03 y a204, respectivamente. Entonces: 


(a) Los puntos p y q están en diferentes componentes de S? — C. 


(b) La inclusión j : C — S? — p — q induce un isomorfismo entre los grupos 
fundamentales. 


Demostración. (a) Como veíamos en la demostración del Lema 64.3, el espacio 
theta C U aag separa 5? en tres componentes U, V y W. Una de éstas, digamos W, 
tiene a C como su frontera; es la única componente que contiene a los puntos as y 
a4. Por tanto, a304 — az — 4 debe estar en W, y en particular q debe pertenecer a 
W . Desde luego, p no está en W ya que p está en el espacio theta C' U ajaz. Ahora 
el Lema 64.1 nos garantiza que W es una de las componentes de 5? — C; por tanto, 
P y q pertenecen a diferentes componentes de S? — €. 


(b) Sea X = 5? — p-— q. La idea de la demostración es la siguiente. Elegimos 
un punto z interior al arco aa2, y un punto y interior al arco azay. Sean a y f los 
caminos siguientes: 


A = X0104Y y fB = yazazz. 


Entonces a * 6 es un lazo en la curva simple cerrada C. Vamos a probar que a: x 6 
constituye un generador del grupo fundamental de X. Se sigue que el homomorfismo 
ja: TC, 2) —= m,(X, 2) es sobreyectivo, por lo que j, debe ser un isomorfismo (ya 
que los grupos involucrados son cíclicos infinitos). Véase la Figura 65.3. 


Sean Di y Da los arcos 
Di =pagq y  D¿=qusajp 


y sean Y =$? — D; y V = 8? — Do (véase la Figura 65.4). Entonces X =U UV y 
UNV esigual a S?-— D, donde Des la curva simple cerrada D = D,U.Da. Por tanto, 
U N V tiene dos componentes, aplicando el teorema de la curva de Jordan. Además, 
como D es igual a la curva simple cerrada a¡93470:4a1, la parte (a) implica que los 
puntos 7 e y, que están en el interior de las otras dos aristas del grafo G, pertenecen 
a diferentes componentes de $? — D. 
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a, 


Figura 65.4 


Las hipótesis del Teorema 63.1 se cumplen. El camino a: es un camino en U 
entre x e y, mientras que 3 es un camino en V que conecta y con x. Como el grupo 
fundamental de X' es cíclico infinito, el lazo a: x 8 constituye un generador de este 
grupo. : a 


Ahora vamos a probar nuestro teorema principal. 


Teorema 65.2. Sea C' una curva simple cerrada en S?; sean p y q dos puntos que 
están en distintas componentes de 5? — C. Entonces la aplicación inclusión j : C = 
S? — p— q induce un isomorfismo entre los grupos fundamentales. 


Demostración. La prueba consiste en construir un grafo completo de cuatro vértices 
que contenga a C' como un subgrafo. 
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Paso 1. Sean a, b y c tres puntos distintos de R?. Si A es un arco con extremos a 
y b, y si B es un arco con extremos b y c, entonces existe un arco contenido en AU B 
con extremos a y c. pe 


Escojamos caminos f : 7] — A desde a hasta b, y g : ] — B desde b hasta c, tales 
que f y y sean homeomorfismos. Seá to el valor más pequeño de 7 tal que f(to) e B 
y sea t1 el punto de ] tal que g(t1) = f(to). Entonces el conjunto f([D, tp])Ug([t1, 1]) 
es el arco requerido. Si tg = Do t; = 1, uno de dichos arcos está formado por un 
único punto (véase la Figura 65.5). 


Figura 65.5 


Paso 2. Probaremos que si U es un conjunto abierto de ¡R?, entonces dos pun- 
tos cualesquiera de U' que puedan conectarse mediante un camino en U serán los 
extremos de un arco contenido en U. 


Si x,y € U, establecemos que z = y six = yo si existe un arco en U con 
extremos zx e y. El Paso 1 demuestra que es una relación de equivalencia. Las clases de 
equivalencia son abiertas, ya que si un e-entorno de x está incluido en U, está formado 
por puntos equivalentes a z. Como U es conexo, sólo existe una clase de equivalencia. 


Paso 3. Sea C una curva simple cerrada en R?. Construiremos un subespacio G' de 
R? que será un grafo completo de cuatro vértices a; ...,d4 y tal que C es el subgrafo 
149430401. 

Por comodidad, supondremos que O está en la componente acotada de R? — C.. 
Consideremos R x 0 el eje x en R?, sea a1 el mayor número en el eje x negativo 
que pertenece a C, y sea az el menor número en el eje x positivo que pertenece a C. 
Entonces el segmento de recta a, az pertenece a la clausura de la componente acotada 
de R? —C. 


Escribamos C' como la unión de dos arcos (1 y C2 con extremos a; y az. Sea a 
un punto de la componente no acotada de R? -- C. Como Cy y C2 no separan R?, 
podemos elegir caminos a: : 7 => R?-—C) y B : I — R? — C) desde a hiasta 0; 
tenierido en cuenta el Paso 2, podemos suponer que tanto «: como (3 son inyectivos. 
Sea az = a(to), donde to es el menor número tal que (tp) € C; entonces az es 
un punto del interior de C». De forma similar, sea as = 8(t1), donde t, es el menor 
valor tal que £(t1) € C; entonces as es un punto del interior de C. Por tanto, 
a( 10, to]) y £([0, t1]) son. arcos que conectan a con az y as, respectivamente; según 
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lo obtenido en el Paso 2, su unión contiene un arco cuyos extremos son a. y as; este 
arco interseca a C únicamente en estos dos puntos. Dicho arco, junto con el segmento 
a¡ag y la curva C, constituye el grafo deseado (véase la Figura 65.6). 


Figura 65.6 


Paso 4. Se deduce del resultado del Paso 3 y del lema previo que para alguna 
pareja de puntos p y q pertenecientes a diferentes componentes de S2—C, la inclusión 
j:C —= 8? — p— q induce un isomorfismo entre los grupos fundamentales. Para 
completar la demostración sólo necesitamos probar que lo mismo se cumple para 
cualquier pareja de puntos p y q pertenecientes a diferentes componentes de 5? —C. 
Para conseguir esto, sólo es necesario probar lo siguiente: 


Sea D una curva simple cerrada en R?; supongamos que O está en la componente 
acotada de R? — D. Sea p cualquier otro punto de esta componente. Si la inclusión 
j : D —> RR? —0 induce un isomorfismo entre los grupos fundamentales, entonces 
también lo induce la inclusión k : D > R? — p. 

Sea f : R? — p > R? — 0 el homeomorfismo f(x) = z — p. Es suficiente probar 
que la aplicación de 

DER-pLR-0 


induce un isomorfismo entre los grupos fundamentales. Sea o; un camino en R? — D 
desde O hasta p, y sea F' : Dx 1 — R?—0 la aplicación dada por F(x,t) = -—a(t). 
Entonces FF es una homotopía entre j y-f o k; como ¿ induce un isomorfismo, lo 
mismo verifica f o k (véase el Corolario 58.5). | 


Este teorema es un caso especial de un teorema muy profundo de topología alge- 
braica, relativo al “número de enlace” de dos subespacios disjuntos de S+"+1, uno 
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homeomorfo a una mm-esfera y el otro homeomorfo a una n-esfera; está relacionado 
con el teorema de la dualidad de Alexandrov (véase [Mu], pág. 433). El caso especial 
de nuestro teorema se obtiene al considerar una O-esfera (es decir, un espacio de dos 
puntos) y una 1-esfera (es decir, una curva simple cerrada) en 82. 


$66 La fórmula integral de Cauchy 


Uno de los teoremas centrales en el estudio de las funciones de una variable compleja 
se refiere a la fórmula integral de Cauchy para funciones analíticas. Para la versión 
clásica de este teorema se necesita, además del teorema de la curva de Jordan, el 
teorema del número de rotación probado en la última sección. Existe, sin embargo, 
una reformulación del teorema integral de Cauchy que evita usar estos resultados; 
esta. versión del teorema, aunque es menos natural, aparece frecuentemente en los 
textos sobre este tema. 

Como el teorema de la curva de Jordan está a nuestra disposición, nos proponemos 
obtener la fórmula integral de Cauchy en su versión clásica a partir de la versión 
reformulada. : 


Comenzaremos introduciendo la ión de “número de rotación” más formal- 
mente. 


Definición. Sea f un lazo en R? y sea a un punto que no está en la imagen de f. 


Si 

f(s)-a 
l1f(s) — al| 
entonces y es un lazo en S!. Sea p : R —> S? la aplicación recubridora estándar, y 
sea j un levantamiento de g a S*. Como g es un lazo, la diferencia ¿(1) — ¿(0) es un 
número entero. Este número se denomina número de rotación de f respecto de a, y 
se denota por n(f, a). 


g(s) = 


Observemos que n(f, a) es independiente de la elección del levantamiento de y. 
$1 g es un levantamiento de.g, la unicidad de los levantamientos implica que cualquier 
otro levantamiento de g tendría la forma G(s) + m, para algún entero m. 


Definición. Sea F : 1 xI — X una aplicación continua tal que F(0,t) = F(1,t) 
para todo t. Entonces para cada t, la aplicación fi(s) = F(s,t) es un lazo de X. 
La aplicación F' se dice que es una homotopía libre entre los lazos fo y f,. Es una 
homotopía de lazos en la que se permite que el punto base del lazo se desplace durante 
la homotopía. 


Lema 66.1. Sea f un lazo en R? — a. 
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(a) Si f es el inverso de f, entonces n(f,a) = —n(f,a). 


(b) Si f es libremente homotópico a f'", a través de lazos contenidos en R? — a, 
entonces n(f, a) = n(f”, a). 


(c) Sia y b están en la misma componente de R? — f(I), entonces n(f,a) = 


n(f,b). 


Demostración. (a) Para calcular n(f, a) reemplazamos s por 1 — s en la definición. 
Este cambio provoca un cambio de signo en la expresión ¿(1) — ¿3(0). 


(b) Sea F' una homotopía libre entre f y f”. Definamos G : 1 x 1 => 81 por la 
ecuación 
F(s,t) —a 


0= 60d 


Sea G un levantamiento de G a R. Entonces G(1,t) — G(0,t) es un número entero 
para cada t; al ser una aplicación continua, necesariamente ha de ser constante. 


(c) Sea a: un camino en R?— f(1) desde a hasta b. Observemos que, por definición, 
n(f,a) = n(f — a, 0). Como f(s) — a(t) es una homotopía libre en R? — O entre 
f—ay f — b, el resultado se obtiene fácilmente. A 


Definición. Sea f un lazo en X. Diremos que f es un lazo simple siempre que 
f(s) = f(s”) sólo para s = 2” o si uno de los puntos s, s' es O y el otro es 1. Si f es 
un lazo simple, el conjunto imagen es una curva simple cerrada en X. 


Teorema 66.2. Sea f un lazo simple en R?. Si a está en la componente no acotada 
de R?— F(1), entonces n(f, a) = 0; sin embargo, si a está en la componente acotada, 
entonces n(f, a) = +1. 


Demostración. Como n(f,a) = n(f — a, 0) nos podemos restringir al caso a = 0. 
Además, podemos suponer que el punto base de f se encuentra en el eje x. Como 
siempre es posible rotar gradualmente R? — O para que el punto base de f satisfaga 
dicha condición, y como dicha rotación modifica f por una homotopía libre, no se 
altera la conclusión del teorema. 


Por tanto, sea f un lazo simple en X = R?—0 con base un punto xy en el semieje 
positivo de las abcisas x. Sea C la curva simple cerrada f(1). Probaremos que si O 
está en la componente acotada de RR? — C, entonces [f] genera 11(X, zo), mientras 
que si O está en la componente no acotada, entonces [f] es trivial. 

La aplicación f induce, vía la aplicación cociente estándar p : Y > 51, un ho- 
meomorfismo h : S! — C. El elemento [p] genera el grupo fundamental de S”, 
de modo que h,[p] genera el grupo fundamental de C. Si O está en la componente 
acotada de R? — C, el Teorema 65.2 nos asegura que ¿,h+[p] = [f] genera el grupo 
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fundamental de R? — 0, donde j : € — R? —40 es la inclusión. Por otra parte, si 
0 está en la componente no acotada de R? — C, entonces ¿o h es homotópicamente 
nula por el Lema 61.2, de modo que [f] es trivial. 


A continuación probaremos que si [f] genera m¡(X, xp) entonces n(f, 0) = +1, 
mientras que si [f] es trivial, entonces n(f, 0) = 0. Como la retracción z > 2 /||z]| 
de R? — O en S” induce un isomorfismo entre los grupos fundamentales, el lazo 
g(s) = F(s)/I1f(s)|| representa un generador de 7,(S”, bp) en el primer caso, y el 
elemento neutro en el segundo caso. Al examinar el isomorfismo $ : 71(81, bp) => Z 
construido en la demostración del Teorema 54.5 observamos que cuando levantamos 
g aun camino g en R comenzando en 0, el camino ¿ finaliza en +1 en el primer caso, 
y en 0 en el segundo. Al 


Definición. Sea f un lazo simple en R?. Diremos que f es un lazo en sentido 
contrario a las agujas del reloj si n(f, a) = +1 para algún a (y, por tanto, para todo 
a) en la componente acotada de R? — f(T). Diremos que f es un lazo en el sentido 
de las agujas del reloj si n(f, a) = —1..El lazo estándar p(s) = (cos 215, sen 27.5) 
es un lazo en sentido contrario a las agujas del reloj. 


Aplicaciones a variables complejas 


En este apartado relacionaremos el número de rotación con las integrales complejas 
alo largo de caminos. 


Lema 66.3. Sea f un lazo diferenciable a trozos en el plano complejo; sea a un punto 
que no está en la imagen de f. Entonces 
1 dz 
n a) = — ——, 
(f,a) 2mi Ja 
La ecuación anterior se toma en ocasiones como la definición del número de rotación 
de f. 


Demostración. La demostración es un simple ejercicio de cálculo. Sean p : R —S1 
la aplicación recubridora estándar. Sea r(s) =||f(s) — all y g(s) = [f(s) — a] /r(s). 
Sea g(s) un levantamiento de y a R. Sea 0(s) = 21G(s). Entonces f(s) — a = 
r(s) exp(i0(5)), de modo que 


1 
y ca / [r e? + ¿r0'% [re ds 
f 2-Qq 0 
= [logr(s) + 19(s)]] 


¿[9(1) — 0(0)] 
2ril9(1) — g(0)). a 
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Teorema 66.4 (Versión clásica de la fórmula integral de Cauchy). Sea C una cur- 
va simple cerrada diferenciable a trozos en el plano complejo. Sea B la componente 
acotada de R? — C. Si F(z) es analítica en un conjunto abierto $? que contiene a B y 
C, entonces para cada punto a de B se satisface 
1 F 
Fla)=*+— ] ls 
21 Joz—a 

El signo es + si C está orientada en sentido contrario a las agujas del reloj, y — en 
caso contrario. 


Demostración. 'Obtendremos esta fórmula a partir de la versión que puede encon- 
trarse en Ahlfors [A], que es la siguiente: 


Sea F' analítica en una región Q. Sea f un lazo diferenciable a trozos en %. 
Supongamos que n(f,b) = 0 para cada punto b que no esté en N. Sia € NA y ano 
está en la imagen de f, entonces 


ta ros 20 


2m Jpz-a 


dz. 


Aplicaremos este resultado a una parametrización diferenciable a trozos f de nuestra 
curva simple cerrada. La condición n(f, b) = O se satisface para cada punto b que no 
esté en $?, ya que tales puntos están en la componente no acotada de R?—C. Además, 
n(f,a) = +1 si a está en B, donde el signo depende de la orientación de C, según 
el Teorema 66.2. Esto concluye la demostración. B 


Obsérvese que no se puede enunciar ni siquiera la versión clásica del teorema 
integral de Cauchy sin conocer el teorema de la curva de Jordan. Para demostrarlo 
se requiere incluso más, concretamente el conocimiento del número de rotación de 
una curva simple cerrada. Es interesante observar que este último resultado puede 
ser probado (al menos en el caso diferenciable) mediante un método completamente 
diferente, utilizando la versión general del teorema de Green, probada en análisis. La 
demostración se indica en el Ejercicio 2. 


Ejercicios 


1. Sea f un lazo en R? — a; sea g(s) = [f(s) — a]/||f(s) — al|. La aplicación g - 
induce, vía la aplicación cociente estándar p : ] — S1, una aplicación continug 
h : $1 => SÍ, Demuestre que n(f, a) coincide con el grado de h, tal y como se ¿ 
definió en el Ejercicio 9 de $58. 


2. Este ejercicio presupone cierta familiaridad con el análisis en variedades. 
Teorema. Sea C una curva simple cerrada en R? que es una subvariedad di- 
ferenciable de R?; sea f : 1 — C un lazo simple parametrizando diferencia- E 
blemente C. Si O es un punto de la componente acotada de RR? — C, entonces : 
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n(f,0) = +1. 

Demostración, Sea U la componente acotada de R? — C. Sea B una e-bola 
cerrada centrada en 0 y contenida en U; sea S = Fr B. Sea M la clausura de 
U-B. 

(a) Demuestre que M es una variedad diferenciable 2-dimensional con fron- 
tera C US. . ] 

(b) Aplique el teorema de Green y pruebe que /¿d2/2 = + f[¿d2/z, donde 
el signo depende de las orientaciones de C y S. [Indicación: sea P = 
=y/(2? + y?) y Q =2/(2? + y?)] 

(c) Demuestte que la segunda integral'vale +24. 


Capítulo 11 


El teorema de Seifert-van Kampen 


867 Sumas directas de grupos abelianos 


En esta sección sólo vamos a considerar grupos que sean abelianos. Como suele ser 
habitual, escribiremos tales grupos aditivamente, de modo que O denota el elemento 
neutro del grupo, —x representa el inverso de z y nx denota la suma de n copias de 
E IS 

Supongamos que G es un grupo abeliano y sea (Go Jaey una familia indexada 
de subgrupos de G. Diremos que los grupos Ga generan G si cada elemento x de 
G puede escribirse como una suma finita de elementos de los grupos G¿. Como G 
es abeliano, siempre podemos reorganizar la suma para agrupar los términos que 
pertenezcan al mismo G4, de modo que x siempre puede ser escrito en la forma 


T=Za +: +TZa, 


donde los índices a; son distintos. En este caso, a menudo escribiremos x como la 
suma formal x = E Za, donde se sobrentiende que 7, = 0 si a no es uno de los 
índices Q7,...,Qn. 

Si los grupos G, generan G, a menudo diremos que G es la suma de los grupos 
Go. escribiendo G = Y ae y Ga en general, o G = G1 + --- + G en el caso del 
conjunto finito de índices (1,...,n). 

Supongamos ahora que los grupos G/, generan G y que, para cada z € G, la 
expresión x = )” To es única para x. Esto es, supongamos que para cada x € G sólo 
existe una J-upla (ZaJacy, con Za = 0 siempre, excepto para una cantidad finita 
de índices «x, tal que x = Y” x,,. Entonces se dice que G es la suma directa de los 


grupos Go y se escribe 
c=Q0. 


ace 
o bien, en el caso finito, G =G10-:-0Gn. 


462 
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EJEMPLO 1. El producto cartesiano RR“ es un grupo abeliano con la operación suma 
componente a componente. El conjunto G,, consistente en los elementos (.¿) tales que 
zx, = 0 para ¿ % n.es un subgrupo isomorfo a R. Los grupos G,, generan el subgrupo RS 
de R“; de hecho, R* es su suma directa. 


Una caracterización útil de las sumas directas nos la proporciona el siguiente le- 
ma, que denominaremos condición de extensión para las sumas directas. 


Lema 67.1. Sea G un grupo abeliano y [Ga] una familia de subgrupos de G. Si G 
es la suma directa de los grupos G¿, entonces G satisface la siguiente condición: 


Dado cualquier grupo abeliano H y cualquier familia de homomor- 
(+) fismos ha : Ga — H, existe un homomorfismo h : G — H cuya 
restricción a G, coincide con ha para cada a. 


Además, h es única. Recíprocamente, si los grupos G', generan G y la condición de 
extensión (x) se satisface, entonces G es la suma directa de los grupos G a. 


Demostración. Probaremos primero que si G posee la propiedad de extensión enun- 
ciada, entonces G es la suma directa de los grupos G¿. Supongamos que x= Y xa = 
Y Yo; vamos a probar que para cualquier índice $ se satisface que rg = yg. Sea H 
el grupo Gg y consideremos ho : Ga — H el homomorfismo trivial si a: 4 f y el 
homomorfismo identidad si « = 6. Sea h : G —> H la hipotética extensión de los 
homomorfismos h¿. Entonces 


h(x) = Y holza) = 74, 
h(x) = S halya) = Ya» 
de modo que 23 = yg. 


Ahora vamos a demostrar que si G es la suma directa de los grupos G¿,, entonces 

se satisface la condición de extensión. Dados los homomorfismos h.¿,, definimos h(x) 

como sigue: six = Y zo, sea h(x) = Y ha(Za). Como esta suma es finita y la 

expresión para zx es única, h está bien definida. Puede comprobarse inmediatamente 

que h es el homomorfismo deseado. La unicidad se sigue porque h debe satisfacer 
esta ecuación si es un homomorfismo que coincide con h, sobre G, para cada a. 

E 


De este lema se deducen numerosos resultados acerca de sumas directas que son 
muy fáciles de demostrar: 


Corolario 67.2. Sea G = G1 9 Ga. Supongamos que G| es la suma directa de los 
subgrupos Ho para a: € J y que G2 es la suma directa de los subgrupos Hg para 
€ K, donde los conjuntos de índices J y K son disjuntos. Entonces G es la suma 
directa de los subgrupos H, para y € JUK. 
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Demostración. Siha: Ha —H y hg : Hg — H son familias de homomorfismos, 
entonces se extienden a homomorfismos h; : G; — A y ha: Ga — H por el lema 
anterior, Entonces hy y hz se extienden a un homomorfismo A : G > H. | 


Este corolario implica, por ejemplo, que 
(G,0G23)0G3=G10G20G3=G,;0 (Ga 0 Ga). 
Corolario 67.3. Si G = G, O Ga, entonces G/Gy es isomorfo aG. 


Demostración. Sea H = G1¡,hj : G¡ — H el homomorfismo identidad y ho : 
Ga — H el homomorfismo trivial. Sea h : G + H su extensión al grupo G. Enton- 
ces h es sobreyectiva y su núcleo es Ga. | 


En muchas situaciones, disponemos de una familia de grupos abelianos (Ga) y 
deseamos encontrar un grupo G que contenga subgrupos G”, isomorfos a los gru- 
pos G,, tales que G sea la suma directa de estos subgrupos. Esto puede conseguirse 
siempre, y este hecho nos conduce al concepto de suma directa externa. 


Definición. Sea [(Ga)Jaey una familia indexada de grupos abelianos. Supongamos 
que G es un grupo abeliano y que ¿y : Ga — G es una familia de monomorfismos 
tales que G es la suma directa de los subgrupos ¿¿(Ga). Entonces se dice que G es 
la suma directa externa de los grupos G 4, relativa a los monomorfismos ¿¿. 


El grupo G no es único, desde luego; probaremos posteriormente que es único 
salvo isomorfismos. A continuación presentamos el método para construir G. 


Teorema 67.4. Dada una familia de grupos abelianos [G «Jae, existe un grupo abe- 
liano G' y una familia de monomorfismos ¡¿ : Ga — G tal que G es la suma directa 
de los grupos ia (Ga). 


Demostración. Consideremos, en primer lugar, el producto cartesiano 


“LE, 


ace 


que es un grupo abeliano si consideramos como operación la suma componente a 
componente. Sea G el subgrupo del producto cartesiano consistente en los elementos 
(ZaJaey tales que Ty = 04, el elemento neutro de G,,, para todos los índices « ex- 
cepto para una cantidad finita. Dado un índice (5, definimos ¿¿ : Gg — G asignando 
aig(x) el único elemento que tiene z como coordenada P-ésima y el resto de coorde- 
nadas iguala O, , para o: 4 8. Es inmediato comprobar que ¿¿ es un monomorfismo. 
Asimismo, es inmediato verificar que, dado que cada elemento x de G sólo tiene un 
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número finito de coordenadas no nulas, entonces x puede escribirse de forma única 
como una suma finita de elementos de los grupos ¿g(Gg). ] 


La condición de extensión que caracteriza las sumas directas ordinarias se traslada 
inmediatamente a una condición de extensión para sumas directas externas: 


Lema 67.5. Sea (GoJaey una familia indexada de grupos abelianos, G' un grupo 
abeliano y sea la : Ga — G una familia de homomorfismos. Si cada i, es un 
inonomorfismoó y G es la suma directa de los grupos t,(G..), entonces G satisface la 
siguiente condición de extensión: 


Dado cualquier grupo abeliano H y cualquier familia de homomor- 
(x) fismos ha : Ga —> H, existe un homomorfismo h : G — H tal que 
Rh 0 ia = ha para todo a. 


Además, h es única, Recíprocamente, supongamos que los grupos ¿(G.) generan G 
y se satisface la condición de extensión (+). Entonces cada ¿ es un monomorfismo 
y G es la suma directa de los grupos ia(Ga). 


Demostración. Laúnica implicación que requiere demostración es la afirmiación de 
que si se satisface la condición de extensión, entoncés cada ¿,, es un monomorfismo, 
lo cual puede probarse como sigue. Dado un índice 6, sea H = Gp y sea ha: Ga => 
H el homomorfismo identidad si « = f£, y el homomorfismo trivial si « 4 $8. Sea 
h : G- > H la hipotética extensión. Entonces, en particular, h o ig = hg; se sigue 
entonces que ¿g es inyectiva. a 


Una consecuencia inmediata es el teorema de unicidad para las sumas directas: 


Teorema 67.6 (Unicidad de sumas directas). Sea (Ga Jaey una familia de grupos 
abelianos. Supongamos que G y G” son grupos abelianos y sean ía : Ga > Ge 
la : Ga — G' familias de monomorfismos tales que G es la suma directa de los 
grupos ia(Ga) y G' es la suma directa de los grupos 1/,(G..). Entonces éxiste un 
único isomorfismo q : G. > G' tal que $ 0 ia = 1, para todo a. 


Demostración. —Aplicaremos cuatro veces el lema previo. Como G es la suma di- 
recta externa de los grupos G¿ e (1/,) es una familia de homomorfismos, existe un 
único homomorfismo $ : G — G' tal que $ 0 ía = í/, para todo q. De manera 
similar, como G” es la suma directa externa de los grupos Ga e (i¿) es una familia 
de homomorfismos, existe un único homomorfismo 4 : G' — G tal que Y 04, =Ía 
para cada q. Entonces po : G — G satisface que Yopo0 ia = t¿ para todo a+; como 
el elemento neutro de G tiene la misma propiedad, la unicidad que nos proporciona 
el lema nos permite asegurar que Y o $ debe coincidir con el elemento neutro de G. 
De manera similar, $ o 4 debe coincidir con el elemento neutro de G”. a 
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Si G es la suma directa externa de los grupos G¿,, relativa a los monomiorfismos 
dq, En ocasiones haremos un abuso de notación y escribiremos G = SG 4, incluso 
aunque los grupos G, no sean subgrupos de G. Esto es, identificaremos cada grupo 
Ga con su imagen bajo ¿a, y trataremos G como una suma directa ordinaria en lugar 
de considerarlo como una suma directa externa. En cada caso, el contexto aclarará el 
significado preciso. 


Ahora vamos a centrarnos en los grupos abelianos libres. 


Definición. Sea G un grupo abeliano y sea (a, ) una familia indexada de elementos 
de G; sea Ga el subgrupo de G generado por a... Si los grupos G/ generan G diremos 
que los elementos a. generan G. Si cada subgrupo Ga es cíclico infinito, y si G' es 
la suma directa de los grupos G,,, entonces se dice que G es un grupo abeliano libre 
con base [az]. 


La condición de extensión en las sumas directas implica la siguiente condición de 
extensión para grupos abelianos libres: 


Lema 67.7. Sean G un grupo abeliano y [aaJaey una familia de elementos de G 
que generan G. Entonces G es un grupo abeliano libre con base [aa] si, y sólo si, 
para cada grupo abeliano H y cualquier familia [ya] de elementos de H existe un 
homomorfismo h de G en H tal que h(ay) = ya para todo a. En este caso, h es 
única. 


Demostración. Sea Ga el subgrupo de G generado por a. Supongamos prime- 
ro que la propiedad de extensión se satisface. Vamos a probar que cada grupo Ga 
es cíclico infinito. Supongamos que para algún índice 3 el elemento as genera un 
subgrupo cíclico finito de G. Entonces si hacemos H = Z no puede existir un homo- 
morfismo h : G —> H que haga corresponder cada elemento a, con el número 1, ya 
que el elemento ag tiene orden finito y el 1 no: Para probar que G es la suma directa 
de los grupos G, simplemente aplicamos el Lema 67.1. 


Recíprocamente, si G' es un grupo abeliano libre con base [a], entonces dados 
los elementos (ya) de H existen homomorfismos ha : Ga — H tales que ha(4a) = 
Ya, ya que G, es cíclico infinito. Entonces basta aplicar el Lema 67.1. A 


Teorema 67.8. Si G es un grupo abeliano libre cón base [a:,..., a), entonces n 
está unívocamente determinado por G. i 


Demostración. .El grupo G es isomorfo al producto de n copias Z x ++- x Z; el 
subgrupo 26 se corresponde con el:subgrupo (2Z) x --- x (2Z). Entonces el grupo 
cociente G/2G se aplica biyectivamente en el conjunto (Z/2Z) x »-- x (Z/2Z), de 
modo que G/26 tieren cardinal 2". Por tanto, n está unívocamente determinado por 
G. a 
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Si G es un grupo abeliano libre con una base finita, el número de elementos de 
una base para G se denomina rango de G. : 


Ejercicios 


1. Supongamos que G = Y> G¿. Demuestre que esta suma es directa si, y sólo si, 
la ecuación 
Lay Fo Fa, =0 


! implica que'cáda Z,, es cero (se supone que Za, E Ga, y los Índices a son 
distintos). 
2. Pruebe que si G, es un subgrupo de G, puede que no exista ningún subgrupo 
"Ga de G tal que G = G1 O Ga. [Indicación: sea G =Z y G1 =2Z.] 


3. Si G.es un grupo abeliano libre con base (x, y), demuestre que (21 +3y, —y) 
es también una base de G. 


4. El orden de un elemento a de un grupo abeliano G es el menor entero positivo 
-"mtal que ma == 0, si existe; en otro caso, a se dice que es de orden infinito. El 
“orden de a equivale, por tanto, al orden del subgrupo generado por a. 


* (a) Pruebe que los elementos de orden finito de G forman un subgrupo de G, 
denominado subgrupo de torsión. 
(b) Pruebe que si G es abelíano libre, entonces no posee elementos de orden 
finito. 
(c) Pruebe que el grupo aditivo de los racionales no tiene elementos de orden 
finito, pero no es un grupo abeliano libre. [Indicación: si (a, ) es una base, 
exprese ¿da en términos de esta base.] 


5. Proporcione un ejemplo de un grupo abeliano libre G de rango n que posea un 
subgrupo F de rango n tal que H 4 G. 


6. Demuestre el siguiente resultado: 
Teorema. Si'A es un grupo abeliano libre de rango n, entonces cualquier sub- 
" grupo'B de A es un grupo abeliano libre de rango no superior an. 
Demostración. Podemos asumir que A = Z”, el producto de n copias de Z. 
Sea mr; : Z —= Z la proyección en la ¿-ésima coordenada. Dado m < n, sea Bin, 
el subconjunto formado por todos los elementos x de B tales que r;(x) = 0 
para 2 >'1n. Entonces B,, es un subgrupo de B. 


Consideremos el subgrupo rm(Bm) de Z. Si este subgrupo no es trivial, esco- 
jamos Xm E Ban de modo que Tr (Xm) sea un generador de este subgrupo. En 
otro caso, hagamos x,p.= O, 


(a) Pruebe que (x1,..., Xm) genera B,, para todo m. 
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(b) Pruebe que los elementos no nulos de se usa ym) forman una base de 
Bin para todo m. 


(c) Pruebe que B, = B es abeliano libre con rango no superior a n. 
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Ahora vamos a considerar grupos G que no tienen que ser necesariamente abelianos. 
En este caso, vamos a escribir G de forma multiplicativa. Denotaremos el elemento 
neutro de G por 1, y el inverso del elemento z será representado por x”*, El símbolo 
zx” denotará el producto de n copias de x, z7” el producto de n copias de 7! y 90 
el elemento neutro. 


En esta sección estudiaremos un concepto que desempeña un papel, en el caso de 
grupos arbitrarios, similar al que juega la suma directa para los grupos abelianos. Se 
denomina producto libre de grupos. 


Sea G un grupo. Si (Go) ae. es una familia de subgrupos de G, diremos (como 
antes) que estos grupos generan G si todo elemento de G puede escribirse como un 
producto finito de elementos de los grupos G¿. Esto significa que existe una sucesión 
finita (21, ...., Zn) de elementos de los grupos G,, tal que x = 2; -- +2. Tal sucesión 
se denomina palabra (de longitud n) en los grupos Ga; se dee que representa el 
elemento zx de G. 


Observe que al perder la conmutatividad no Pos reorganizar los factores en la 
expresión de x para agrupar los que pertenecen al mismo grupo Ga. Sin embargo, si 
Z¡ y T¿41 pertenecen al mismo grupo G. podemos agruparlos para obtener la palabra 


(%1,-.-, Ti-1) TiTig41, Di42) >>. > Tn) 


de longitud n — 1 y que también representa a z. Además, si cualquiera de los zx; es 
igual a 1, entonces podemos suprimir x=; de la sucesión, obteniendo de nuevo una 
palabra más corta que también representa a z. 

Aplicando estas operaciones de reducción repetidamente, podemos obtener en ge- 
neral una palabra representando a x de la forma (y1,.... ,Ym), donde no existe ningún 
grupo Ga que contenga a dos elementos consecutivos y; e y;+1 y donde y; 2 1 para 
todo índice ¿. Tal palabra se denomina palabra reducida. Esta discusión no se aplica, 
sin embargo, si z es el elemento neutro de G, ya que en este caso se podría ia 
sentar 7 por una palabra de la forma (a, a 1) que se reduciría a la palabra (aa”1) de 
longitud uno y entonces desaparecería. Consecuentemente, utilizaremos el convenio 
de que el conjunto vacío es una palabra reducida (de longitud cero) que representa el 
elemento neutro de G. Con este convenio es cierto que si los grupos G., generan G 
entonces todo elemento de G puede ser representado por una palabra reducida en los 
elementos de los grupos Ga. 
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Observe que si (21,..., tn) € (Ya, .... , Ym) son palabras que representan a z e y, 
respectivamente, entonces (%1,...,Tn,Yi,---', Ym) es una palabra que representa a 
Ty. Incluso si las dos primeras son palabras reducidas, la tercera puede no ser una 
palabra reducida, a menos que ningún grupo G, contenga a los elementos 2, e y. 


Definición, Sea G un grupo, sea (Ga Jaey una familia de subgrupos de G que 
generan G. Supongamos que Ga N Gg está formado sólo por el elemento neutro 
cuando a: 4 8. Diremos que G es el producto libre de los grupos Ga, si para cada 
z E G existe una única palabra reducida en los grupos Ga, que representa a x. En 
este caso escribiremos 

G=|] Ga 


EJ 


o, en el caso finito, G = G¡ *---«x* Gh. 


Sea G el producto de los grupos G,, y sea (21, ..., Zn) una palabra en los grupos 
Ga que satisface la condición x, 4 1 para todo ¿. Entonces, para cada 2, existe 
un único índice o; tal que 7; € Ga,; decir que la palabra es una palabra reducida 
significa simplemente que a; 4 ¿41 para todo ¿. 

Supongamos que los grupos Ga generan G, donde Ga N Gg = (1) siempre que 
o: F P. Para que G sea el producto libre de estos grupos, es suficiente con saber que la 
representación de 1 por la palabra vacía es única. En efecto, si se satisface esta última 
condición y suponemos que (21, ..., tn) € (y1,-. ., Ym) son dos palabras reducidas 
que representan al mismo elemento x de G, podemos elegir los índices ex; y f3; tales 
que 1;.€ Ga, € y: € Gg,. Como 


T1 "In =TI=Y.***Ym 


la palabra 
(yr. O ms AREA e 


representa el 1. Por tanto debe ser posible reducir esta palabra, de modo que tenemos 
a1 = fi; la palabra se reduce entonces a 


A AN 


De nuevo podemos afirmar que es posible reducir esta palabra, por lo que yy lg =1 
y así 11 = y1 de modo que 1 está representado por la palabra 


(yn, . e 


Continuando con este argumento concluimos que m = n y que 2; = y; para todo 3. 
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EJEMPLO 1. Consideremos el grupo P de las aplicaciones biyectivas del conjunto 
(0, 1, 2) en sí mismo. Para ¿ = 1, 2 definimos un elemento 7; de P haciendo r;(¿) = ¿-1, 
Ti(i — 1) = 1 y mi(j) = j en otro caso. Entonces 7 genera un subgrupo G; de P de 
orden 2. Los grupos G; y G2 generan P, como fácilmente puede comprobarse. Pero P 
no es su producto libre. Las palabras reducidas (711, 12, 71) y (712, 71, 712), por ejemplo, 
representan el mismo elemento de P. 


El prodicto libre verifica una condición de extensión análoga a la que satisface 
la suma directa: 


Lema 68.1. Sea G un grupo y (Ga) una familia de subgrupos de G. Si G es el 
producto libre de los grupos G.., entonces G satisface la siguiente condición: 


Dado cualquier grupo H y cualquier familia de homomorfismos 
(x) ha : Ga — H, existe un homomorfismo h : G —+ H cuya restric- 
ción a G, coincide con ho para cada Q*. 


Además, h es único. 


El recíproco de este lema también se satisface, pero la demostración no es tan sencilla 
como en el caso de lás sumas directas, por lo que la posponemos para más adelante. 


Demostración. Dado x € G distinto de 1, sea (21, ..., Tn) la palabra reducida que 
lo representa. Si h existe, entonces debe satisfacer la ecuación 


(+) h(2) = h(21) -++h(ta) = har (21) ++ Ran (£n) 


donde a; es el índice tal que 2; € Ga, . Por tanto, h es única. 

Para probar que h existe, la definimos por la ecuación (+) si x X 1, y asignamos 
h(1) = 1. Como la representación de x por una palabra reducida es única, h está bien 
definida. Debemos probar que h es un homomorfismo. 

Primero probaremos un resultado preliminar. Dada una palabra w = (21,... ,Ln) 
de longitud positiva en los elementos de los grupos Ga, definimos ¿(w) como él 
elemento de H dado por la ecuación 


(+x) p(w) = hor (21) -**han(tn) 


donde a; es el índice tal que 1; € Ga,. Pero a es único excepto si 1; = 1; por ; 
tanto, q está bien definida. Si w es la palabra vacía, hacemos ¿(w) igual al elemento ; 
neutro de H. Vamos a probar que si w' es una palabra obtenida de 10 aplicando una ; 


de nuestras operaciones de reducción, entonces p(w”) = ¿(w). 


Supongamos primero que w' se obtiene eliminando el factor 2; = 1 de la palabra 
w. Entonces la ecuación H(w') = H(w) es consecuencia del hecho que ha, (1;) =1. 


En segundo lugar, supongamos que Q; = Q+1, y que 


w' =(71,.--, ZiLi4lo >>», Tn). ) j 


AI O TEN 
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Dado que 
h ladala)= Ra hala) 


donde += 04 = 0441, se tiene que ¿(wr )= b(w). 

Se deduce asimismo que si 11 es cualquier palabra en los grupos G,, que representa 
a x, entonces h(x) = ¿(w). Por la definición de h esta ecuación se satisface para 
cualquier palabra reducida y el proceso de reducción no cambia el valor de €. 


Supongamos ahora que h es un homomorfismo y que w = (21,...,Zn) y w = 
(Y1, - -- , Ym) son palabras que representan a x e y, respectivamente. ps (w, w”) la 
palabra (21, ..., En, Y1)---, Ym) que representa a xy. Se obtiene de la ecuación (rx) 
que b(1w, w”) = =ó(10)4(u). En consecuencia, h(xy) =h(x)h(y). a 


Ahora vamos a considerar el problema de tomar una familia ida de grupos 
(Ga) y encontrar un grupo G que contenga subgrupos G”, isomorfos a los grupos 
Go y tal que G sea el producto libre de los grupos G”, . Esta cuestión tiene, de hecho, 
una solución y nos conduce a la noción de producto libre externo. 


Definición. Sea (G¿)aey una familia indexada de grupos. Supongamos que G es 
un grupo y que z : Ga — G es una familia de monomorfismos, tales que G es el 
producto libre de los grupos ¿¿(G..). Entonces se dice que G es el clan libre 
externo de los grupos Ga, relativo a los monomorfismos tq. 


El grupo G no es único, desde luego; probaremos, no obstante, que es único salvo 
isomorfismos. La construcción de G' es mucho más difí cil que la construcción de la 
suma directa externa. 


Teorema 68.2. Dada una familia [Gataej de grupos, existe un grupo G y una fa- 
milia de monomorfismos iz : Ga — G tal que G es el producto libre de los grupos 
ia(Ga). 


Demostración. * Por comodidad, supondremos que los grupos G.,, son disjuntos co- 
mo conjuntos. Esto puede contes reemplazando G, por Ey Xx [a], si fuese 
necesario. 


Entonces podemos definir, como antes, una palabra (de- longitud n) en los ele- 
mentos de los grupos G como una n-upla w = (41, ..., Tn) de elementos de | G... 
Se dice que es una palabra reducida si 1; 4 a,1 para todo ¿, donde a; es el índice 
tal que x¿ € Go, para todo 1, y x; no es el elemento neutro de Ga; Definimos el 
conjunto vacío como la única palabra reducida de longitud cero. Observemos que no 
estamos proporcionando un grupo G que contiene todos los grupos G., tomo sub- 
grupos, por lo que no podemos decir que una palabra “representa” un elemento de 
GQ E 
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Sea W el conjunto de todas las palabras reducidas en los elementos de los grupos 
G... Sea P(W) el conjunto de todas las aplicaciones biyectivas 7 : W — W. Enton- 
ces P(W) es también un grupo, considerando la composición de funciones como la 
operación del grupo. Vamos a obtener el grupo G como un subgrupo de P(W). 

Paso 1. Para cada índice «: y cada x € Gas sea Tz : W — W la aplicación 
definida como sigue: * 

(D Six = 1,, el elemento neutro de Ga, entonces rr, es la aplicación identidad 
de W. 


(2) Si x,y € Ga y2= zy. entonces Mz = Ty O Ty. 


Ahora procederemos como se. indica a continuación. Sea. x € Ga, w= (21,..., Ta) 
un elemento genérico y no vacío de W y sea a el índice tal que 21 € Go. Si 
x % 1,, definimos 7, como sigue: 


() ra(2)=(2), 

(ii) Talw) = (5,71,..., Tn), sia a, 

(iii) Talw) = (1221, ..., Tn), sio =0yzx o”, 
iv). Talw) =(23,..., Ln), sio =0 yx =x37, 


Si x = 14, definimos 7, como la aplicación identidad de W. 

Observemos que los valores de 7. son en cada caso una palabra reducida, esto 
es, un elemento de W. En los casos (i) y (ii), la acción de rr, incrementa la longitud 
de la palabra; en el caso (fi) la longitud no se modifica, mientras que en el caso (iv) 
se reduce la longitud de la palabra. Cuando se aplica el caso (iv) a una palabra w de 
longitud uno, entonces w se aplica en la palabra vacía. 

Paso 2. Vamos a probar que si x, y € Ga y 2 = Ty ENÍONCES T.¿ = Ty O Ty. 

El resultado es trivial si x ó y es igual a 1,,, ya que, en este caso, T7 Ó Ty €s 
la aplicación identidad. Por tanto, podemos suponer que x £ 1, e y 4 la. Vamos 
a calcular los valores de 7, y. de Ta O Try sobre una palabra reducida w. Debemos 
considerar cuatro casos. 


(1) Supongamos que w es la palabra vacía. Tenemos r,(9) = (y). Si 2 =-14 
entonces y = 27? y ¿y (9) =.0 por (iv), mientras-que T¿(3) = £ al ser r, la 
aplicación identidad. Si z 4 14 entonces 


TaTy (2) = (24) = (2) = 1.(0). 


En los restantes casos, supondremos que w = (21,..., Un) con 11 € Ga,- 


(ii) Supongamos que a: + e. Entonces 1,y(w) = [y,1,..., Un). Si 2 = la 
entonces y = 271 y ray (w) = (21, .., Zn) por (iv), mientras que 7,(w) vale lo 
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mismo al. ser 7, la aplicación identidad. Si z 4 1,,entonces . 


TgTTy(w) => (24, L1,..., Tn) 
= (2,21;..:;%n) = 72(w). 


(tii) Supongamos que o: = a, e yx1 % 1,. Entonces r,y(w) = (yt1, 22, ..., Tn). 
Si yx] = 1, entonces roy (w) = (£2,..., En), mientras que *.(w) vale lo mismo 
porque zx] = xyx1 = 1la.Si zyz, % 1, entonces 


TgTy(w) a (zyzi, T2) +. -> Za) 
(221,22, ...,n) =T¿(w). 


8 


(iv) Finalmente, supongamos que +: = ay e yz; = 1l,. Entonces my(w) = 


(29, . . .., En), que es vacío si n = 1. Un cálculo directo prueba 
TgTy(w) = (z, 22, - .. ¿Tp) 
= (2(yz1),12,..., Tn) 


= (211,12,...,Un) = 1¿(w). 


Paso 3. La aplicación 7, es un elemento de P(W) y la aplicación ¿y : Ga — 
P(W) definida por ¿o.(x) = Tr. es un monomorfismo. 

Para probar que 7. es biyectiva, observemos que si y = x”! entonces las con- 
diciones (1) y (2) implican que T O Ty = Ty O Tr Que coinciden con la aplicaci 
identidad de VW. Por tanto, 7, pertenece a P(W)). El hecho de que ¿¿ sea un hom 
morfismo es una consecuencia de la condición (2). Para probar que ¿¿ es un mono- 
morfismo basta observar que si x + 1, entonces r¿(0) = (2), de modo que 7. no 
es la aplicación identidad de W . 

Paso 4. Sea G el subgrupo de P(W') generado por los grupos Gl, = is(Ga). 
Vamos a probar que G es el producto libre de los grupos G”,.. 

En primer lugar demostraremos que ELN Gh consiste únicamente en el elemento 
neutro cuando a + fB.Seanz € G,ey € Ga; supongamos que ni 7, ni 7, son la 
aplicación identidad de W y probemos que 7, 4 Try. Pero esto es muy fácil, ya que 
T2(0) = (2) y 1,(19) = (y), y éstas son palabras diferentes. 

En segundo lugar, probaremos que no existe una palabra reducida no vacía 


w' = (To,,...,Tz,) 


en los grupos G”, que represente al elemento neutro de G. Sea a; el índice tal que 
x; € Gay; entonces QU  Q41 y Zi 7? la, para todo ¿. Un cálculo directo prueba que 


Tor (Tagle (m2. (2)))) = = (21,.. ., Un) 
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de modo que el elemento de ( representado por w* no es el elemento neutro de 
P(W). R 


A pesar de que esta demostración de la existencia de productos libres es cierta- 
mente correcta, posee la desventaja de que no nos proporciona un método adecuado 
para trabajar con los elementos del producto libre. En muchos casos esto no supone 
ningún problema, ya que la condición de extensión es la propiedad crucial que se uti- 
liza en las aplicaciones. Sin embargo, nos sentiríamos más cómodos si dispusiéramos 
de un modelo concreto para el producto libre. 

Para la suma directa externa sí disponíamos de un modelo. La suma directa exter- 
na de los grupos abelianos G, consistía en los elementos (z.) del producto cartesiano 
]] G. tales que 2, = O, para todos los índices q: excepto para una cantidad finita. 
Y cada grupo Gg era isomorfo al subgrupo G', formado por los elementos (x.) tales 
que T 7 = O, para todo aX 6. 

¿Existe un modelo simple análogo para el producto libre? Sí. En el último paso de 
la demostración previa hemos probado que si (rz,,...,T.z, ) es una palabra reducida 
en los grupos G”, entonces 


Tzy (Tzz (> + (72, (0)))) = (21, -.-, En). 


Esta ecuación implica que si 7 es cualquier elemento de P(W)> perteneciente al pro- 
ducto libre G, entonces la asignación 7 — (9) define una correspondencia biyecti- 
va entre G y el conjunto W. Por tanto, si 7 y 1” son dos elementos de G tales que 


(2) =(21,...,2n) y T(D) = (ys, ---,Yr) 


entonces r(1'(9)) es la palabra obtenida al reducir (21,...,n,Y1,---+Yn)- 


Esto nos proporciona una idea para imaginar.los elementos del grupo G. Pode- 
mos imaginar G simplemente como el propio conjunto W, definiendo el producto 
de palabras como la yuxtaposición de ellas y la reducción posterior de la palabra re- 
sultante. El elemento neutro se corresponde con la palabra vacía. Y cada grupo Gg ¿ 
se corresponde con el subconjunto de W formado por el conjunto vacío y todas ce ] 
palabras de longitud 1 de la forma (2), parax € Ggyx A lg. y 


Surge una pregunta inmediata: ¿por qué no utilizamos esta noción como la def- 
nición del producto libre? Ciertamente parece mucho más simple que.la opción de 4 
tratar con el conjunto P(W) de las permutaciones de W.. La respuesta es la siguiente: 4 
la verificación de los axiomas de grupo es muy difícil si utilizamos esta definición; 3 
en particular, la demostración de la asociatividad es horrenda. Por comparación, la 4 
demostración precedente de la existencia de productos libres es un modelo de sim; 3 
plicidad y elegancia. e y 3 

La condición de extensión para fprodudiós libres ordinarios se traslada inmediata 3 
mente a una condición de extensión para productos libres externos. 28 

194 
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Lema 68.3. Sean (G.;) una familia de grupos, G' un grupo € io : Ga — G una 
familia de homomorfismos. Si cada ¿, es un monomorfismo y G es el producto libre 
de los grupos ¿«(G.,), entonces G satisface la siguiente condición: 


Dado cualquier grupo H y cualquier familia de homomorfismos 
(x) Ra : Ga — H, existe un homomorfismo h : G —= H tal que 
RO ia = ho para todo a. 


Además, h es único. 


Una inmediata consecuencia es el teorema de unicidad para productos libres; la 
demostración es muy similar a la correspondiente demostración para sumas directas, 
por lo que se deja al lector. 


Teorema 68.4 (Unicidad de productos libres). Sea (Go Jaey una familia de gru- 
pos. Supongamos que G y G' son grupos € ia : Ga > Gel, : Ga —> G' son 
familias de monomorfismos tales que las familias [i,(Ga)) e Li (Ga)) generan G 
y G*, respectivamente. Si tanto G' como G” satisfacen la propiedad de extensión enun- 
ciada en el lema previo, entonces existe un único isomorfismo $ : G'— G* tal que 
$0 ia = 1, para todo q. 


Ahora, finalmente, vamos a probar que la condición de extensión caracteriza a los 
productos libres, demostrando los recíprocos de los Lemas 68.1 y 68.3. 


Lema 68.5. Sea (Go )aey una familia de grupos, G un grupo € ia : Ga — G una 
familia de homomorfismos. Si se satisface la condición de extensión del Lema 68.3, 
entonces cada ¿, es un monomorfismo y G es el producto libre de los grupos ¡¿(Ga). 


Demostración. Probaremos en primer lugar que cada ¿¿, es un monomorfismo. Dado 
un índice P, escribamos H = Gg. Sea ha : Ga — H la identidad si a: = f, y el 
homomorfismo trivial en caso contrario. Sea h : G => H el homomorfismo dado por 
la condición de extensión. Entonces h o ig = hg, de modo que ¿g es inyectivo. 

Por el Teorema 68.2, existe un grupo G” y una familia ¿/, : Ga —+ G? de mono- 
morfismos tal que G” es el producto libre de los grupos 1/,(G.,). Ambos grupos G 
y G” tienen la propiedad de extensión del Lema 68.3. El teorema precedente impli- 
ca entonces que existe un isomorfismo $ : E —= G' tal que H O ta = 1/,. Se sigue 
entonces que G es el producto libre de los grupos ¿¿(G.). a 


Ahora vamos a demostrar dos resultados análogos a los Corolarios 67.2 y 67.3. 


Corolario 68.6. Sea G = G1 * Ga, donde G es el producto libre de los subgrupos 
(HuJaes y G2 es el producto libre de los subgrupos [Hg)gex. Si los conjuntos 
de índices J y K son disjuntos, entonces G es el producto libre de los subgrupos 
[HyheJuk - 
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Demostración. La demostración es casi una copia de la demostración del Corolario 
67.2. | 


Este resultado implica en particular que 
Gi x*GorG3=G;¡x (Ga * G3) = (G; * G») * G3. 


Con objeto de demostrar el siguiente teorema, recordamos alguna terminología de 
la teoría de grupos. Si zx e y son elementos de un grupo G, se dice que y es conjugado 
de z si y = cxc”? para algún c € G. Un subgrupo normal de G es aquél que contiene 
a todos los conjugados de sus elementos. 

Si S es un subconjunto de G, podemos considerar la intersección WN de todos los 
subgrupos normales de G que contienen a S, Es fácil probar que N es también un 
subgrupo normal de G; se denomina menor subgrupo normal de G que contiene a 
9. 


Teorema 68.7. Sea G = G, * Gz y N; un subgrupo normal de G;, para i = 1,2. Si 
N es el menor subgrupo normal de G' que contiene a Ny y N2 entonces 


G/N S (G1/N1) * (G2/Na3). 
Demostración. La composición de los homomorfismos inclusión y proyección 
G1 >G1*xG2 > (G; *G2)/N nu 
aplica N; en el elemento neutro, de modo que induce un homomorfismo 
11 :G¡/N; > (Gx G2)/N. 


De modo similar, la composición de los homomorfismos inclusión y proyección in- 
duce un homomorfismo 


12: G2/Na — (Gi * G2)/N. 


Probaremos que la condición de extensión del Lema 68.5 se satisface con respecto á 
11 e 19; se deduce entonces que ¿, e ¿2 son monomorfismos y que (G1 * G2)/N esel - 
producto libre externo de G1/N1 y G2/N2 relativo a estos monomorfismos. 

Por tanto, sean hy : Gi/N; =H y hz : G2/N2 —> H homomorfismos arbitra- 
rios. La condición de extensión para G¡ + G2 implica que existe un homomorfismo 
de G1 * G2 en H que coincide con la composición 


G; 3% G;¿/N; =>H 


de la aplicación proyección y h; sobre G;, para ¿ = 1,2. Este homomorfismo aplica 
los elementos de N, y Na en el elemento neutro, de modo que su núcleo contiene 
a N. Por tanto induce un homomorfismo A : (G; x G2)/N — H que satisface las 
condiciones hi = hot y h2= hota. u 
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Corolario 68.8. Si N es el menor subgrupo normal de G'1 + G, que contiene aGi, 
entonces (G] * G¿)/N 2 Ga. 


La noción de “menor subgrupo norma” es un concepto que aparecerá frecuente- 
mente. Obviamente, si N es el menor subgrupo normal de G que contiene al subcon- 
junto S de G, entonces N contiene a S y todos los conjugados de los elementos de 
5. Para uso posterior, vamos a comprobar que estos elementos generan de hecho el 
subgrupo N. : 


Lema 68.9. Sea 5 un subconjunto del grupo G.. Si N es el menor subgrupo normal 
de G que contiene a S, entonces N está generado por todos los conjugados de los 
elementos de $, 


Demostración. Sea N' el subgrupo de G generado por todos los conjugados de los 
elementos de S. Sabemos que N” C N; para comprobar la inclusión recíproca, sólo 
HeAitaInOS probar que N” es normal en G. Dados x € N” y c € G, vamos a probar 
que cxc7! € N”, 

Podemos escribir x de la forma z = 1,13: *-2p, donde cada x; es el conjugado 
de un elemento s; de S. Entonces cx;c”! es también conjugado de s;. Como 


exc”! =(cxc”*)(crzc”*) > (canc”*) 


entonces cxc”! es un producto de conjugados de elementos de S, de modo que 


exc”! e N”, como deseábamos. u 


Ejercicios 


1. Compruebe los detalles del Ejemplo 1. 
2. Sea G = Gy * Ga, donde G y Ga son grupos no triviales. 


(a) Pruebe que G no es abeliano. 

(b) Sí x € G, definimos la longitud de x como la longitud de la única palabra 
reducida en los elementos de G, y Ga que representa z. Pruebe que si z 
tiene longitud par (al menos 2), entonces x no tiene orden finito. Pruebe 
que si x tiene longitud impar, entonces x es el conjugado de un elemento 
de longitud menor. 

(c) Pruebe que los únicos elementos de G que tienen orden finito son los ele- 
mentos de G1 y G2 que tienen orden finito, y sus conjugados. 


3. Sea G = G1 *G2. Dado c € G, seacGic7? el conjunto de todos los elementos 
de la forma cxc”!, donde € Gy, que-es un subgrupo de (7. Pruebe que su 
intersección con (7, es igual al elemento neutro. 


4. Demuestre el Teorema 68 4. 
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$69 Grupos libres 


Sea G un grupo y [aa) una familia de elementos de G, con a: € J. Diremos que 
los elementos [a,,) generan G si'todo elemento de G' puede escribirse como un 
producto de potencias-de los elementos a... Si la familia fa.) es finita, diremos que 
G está finitamente generado. 


Definición. Sea (a,) una familia de elementos de un grupo G. Supongamos que 
cada 2, genera un subgrupo cíclico infinito G.,, de G. Si G es el producto libre de los 
grupos (G..) entonces diremos qué G es un grupo libre, y la familia (a..) se dice 
que es un sistema de generadores libres para G. 


En este caso, para cada elemento x de G, existe una única palabra reducida en los 
elementos de los grupos G 4 que representa x. Esto significa que si x % 1 entonces z 
puede escribirse de forma única como 


a = (801) (003)? -:* (80,)"* 


donde a; 4 Q+1 y ni L O para todo 1 (desde luego, n; puede ser negativo). 
Los grupos libres están caracterizados por la siguiente propiedad de extensión: 


Lema 69.1. Sea G un grupo y [aatacy una familia de elementos de G. Si G es un 
grupo libre con sistema de generadores libres (a), entonces G. satisface la siguiente 
condición: 

Dado cualquier grupo H y cualquier familia (y, ) de elementos de 
(+) H, existe un homomorfismo h : G > H tal que h(aa) = Ya para 

todo a. 
Además, h es único. Recíprocamente, si la condición de extensión (x) se satisface, 
entonces G es un grupo libre con sistema de generadores libres [0]. 


Demostración. Si G es libre, entonces para cada ex, el grupo G¿ generado por %a 
es cíclico infinito, de modo que existe un homomorfismo ha : Ga — H que verifica 
Ra(Ga) = Ya. Entonces el Lema 68.1 se puede aplicar. Para probar el recíproco, sea 4 
un Índice fijo. Por hipótesis, existe un homomorfismo h : G — Z tal que h(ag) = 1 
y h(aa) =0 para a: £ P. Se deduce que el grupo Gg es cíctico infinito. Entonces se 
aplica el Lema 68.5. A 


Los resultados de la sección precedente (en particular, el Corolario 68.6) implican 
el siguiente resultado. 


Teorema 69.2. Sea G = G; x Ga, donde G1 y Ga son grupos libres con [Qu laej 
y [av laek como sistemas de generadores libres, respectivamente. Si J y K son ; 
disjuntos entonces G es un grupo libre con sistema de generadores libres [av faejuk. - 
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Definición. Sea (aajaey una familia arbitraria indexada. Sea G ¿el conjunto de 
todos los símbolos de la forma af con n E Z. Convirtamos G/ en grupo con la 
operación 

a . ve ce a 
Entonces al, es el elemento neutro de G,, y az” es el inverso de a”. Denotaremos 
al, simplemente por 4. El producto libre externo de los grupos [G,) se denomina 


grupo libre generado por los elementos 0... 


Si G es un grupo libre por los elementos a, , habitualmente haremos un abuso de 
notación e identificaremos los elementos del grupo G con sus imágenes bajo el mo- 
nomorfismo ¿a : Ga —> G que aparece en la construcción del producto libre externo. 
Entonces cada a,, se trata como un elemento de G y la familia (a, | constituye un 
sistema de generadores libres de (=. 

Existe una conexión importante entre los grupos libres y los grupos libres abelia- 
nos. Para describirla, debemos recordar la noción algebraica de subgrupo conmuta- 
dor. 


Definición. Sea G un grupo. Si x, y € G, denotamos por [:x, y] el elemento 


[z, y] =2ya ty? 


de G que se denomina conmutador de x e y. El subgrupo de G generado por el 
conjunto de todos los. conmutadores en G se denomina subgrupo conmutador de G 
y se denota por [G, G]. 


El siguiente resultado puede resultar familiar aunque, por completitud, vamos a 
proporcionar una demostración. 


Lema 69.3. Dado G, el subgrupo [G, G] es un subgrupo normal de G y el grupo 
cociente G/[G,G] es abeliano. Si h : G —> H es un homomorfismo de G en un 
grupo abeliano H, entonces el núcleo de h contiene a [G, G], de modo que h induce 
un homomorfismo k ::G/[G,G] => H. 


Demostración. Paso 1. Primero vamos a a probar que cualquier conjugado de un con- 
mutador está en [G, G]. Todo es consecuencia de los siguientes cálculos: 


glz,ulg”* = g(zya y by” 


= (gaya Ny ig) 
= (gay gay yy tg”) 
= (guys) y Myay yg?) 
= [gz, y] - [y, gl 
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que pertenece a [G, G], como deseábamos. 

Paso 2. Probaremos que [G, G] es un subgrupo normal de G. Sea z un elemento 
arbitrario de [G, G]; vamos a ver que cualquier conjugado gzg”? de z está también 
en [G, G]. El elemento z es un producto de conmutadores y de sus inversos. Como 


1 


[e, y]? = (eya iy) = [y, e, 


z es en realidad el producto de conmutadores. Sea z = 2; : - - 2, donde cada 2; es un 
conmutador. Entonces 


gag =(gu9 Mgzog”*)---(gzng””) 


es un producto de elementos de [G, G] por el Paso 1 y, por tanto, pertenece a [G, G]. 
Paso 3. Probaremos que G/[G, G] es un grupo abeliano.Si G* = [G, G] deseamos 
probar que 
3 (4606) = (6G')(aG"), 


esto es, abG' = baG*. Esto es equivalente a la ecuación 
arlabG' =G' 


y esta ecuación se sigue del hecho que a71b7lab = [a”!, b71*], que es un elemento 
de G”. 

Paso 4. Para completar la demostración, observemos que como A es abeliano, 
h aplica cada conmutador en el elemento neutro de H. Por tanto, el núcleo de h 
contiene a [G, G], de modo que h induce el homomorfismo k. É a 


Teorema 69.4. Si G es un grupo libre con generadores libres a, , entonces G/[G, G] 
es un grupo abeliano libre con base [a/], donde [a] denota la clase de a, en G/[G, G]. 


Demostración. —Aplicaremos el Lema 67.7. Dada cualquier familia (yo) de elemen- 
tos de un grupo abeliano H, existe un homomorfismo h : G > H tal que h(aa) =Ya 
para cada a+. Como H es abeliano, el núcleo de h contiene a [G, G] por lo que h in- 
duce un homomorfismo k : G/[G, G] — H que aplica [a.,] en ya. 


Corolario 69.5. Si G es un grupo libre con n generadores libres, entonces cualquier 
sistema de generadores libres para G tiene n elementos. 


Demostración. El grupo abeliano libre G/[G, G] tiene rango n. A 


Las propiedades de los grupos libres son, en muchos casos, similares a las de los 
grupos abelianos libres. Por ejemplo, si H es un subgrupo de un grupo abeliano libre 
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G, entonces H es también un grupo abeliano libre. La demostración en el caso en 
que G. tiene rango finito se indica, en el Ejercicio 6 de $67; la demostración en el 
caso general és similar. El resultado análogo se satisface para grupos libres, pero la 
demostración es considerablemente más difícil. Proporcionaremos una demostración 
en el Capítulo 14 basada en la teoría de los espacios recubridores. 


Por otra parte, los grupos libres son muy diferentes de los grupos abelianos libres. 
Dado un grupo abeliano libre de rango n, el rango de cualquier subgrupo es a lo 
sumo 7; pero el resultado análogo para grupos libres no se satisface. Si G'es un grupo 
libre con un sistema de n generadores libres, entonces el cardinal de un sistema de 
generadores libres para un subgrupo de (* puede ser mayor que n; incluso puede ser 
infinito. Analizaremos esta situación más adelante. 


4 


Generadores y relaciones 


Un problema básico en la teoría de grupos es determinar si dos grupos dados son iso- 
morfos o no. El problema está resuelto para grupos abelianos; dos grupos abelianos 
son isomorfos si, y sólo si, tienen bases con el mismo cardinal. De modo similar, dos 
grupos libres son isomorfos si, y sólo si, sus sistemas de generadores libres tienen el 
mismo cardinal. Hemos probado estos resultados en el caso de cardinal finito. 


Para grupos arbitrarios, sin embargo, la respuesta no es tan simple. Únicamente 
en el caso de un grupo abeliano finitamente generado la respuesta está clara. 


SiG es abeliano y finitamente generado, entonces existe un teorema fundamental 
que garantiza la descomposición G = H € T, donde H es libre abeliano de ran- 
go finito y T' es el subgrupo de G formado por todos los elementos de orden finito. 
Decimos que T es el subgrupo de torsión de G. El rango de H está unívocamente 
determinado por G, ya que coincide con el rango del cociente de G por su subgrupo 
de torsión. Este número es a menudo denominado número de Betti de G. Además, el 
subgrupo T' es también una suma directa; es la suma directa de un número finito de 
grupos cíclicos finitos cuyos Órdenes son potencias de números primos. Los órdenes 
de estos grupos están unívocamente determinados por T' (y, por tanto, por G), y se 
denominan divisores elementales de G. Así la clase de isomorfía de G está comple- 
tamente determinada al especificar el número de betti y los divisores elementales. 


Si G no es abeliano, los problemas que surgen están lejos de estar completamente 
resueltos, incluso si G es finitamente generado. ¿Qué propiedades estarán determina- 
das por G? Lo máximo que podemos hacer es lo siguiente. 


Dado G, supongamos que tenemos una familia [Q,)acy de generadores de G. 
Sea F el grupo libre sobre los elementos (a,,). Entonces la aplicación h(a.) = Ga 
de estos elementos en G se extiende a un homomorfismo h : F —> G que es sobreyec- 
tivo. Si N es igual al núcleo de h, entonces F/N + G. De modo que un método de 
especificar G consiste en proporcionar una familia (a, ) de generadores de G y una 
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manera de especificar N. Cada elemento de N se dice que es una relación sobre F, 
y N se denomina subgrupo de relaciones. Podemos especificar N proporcionando 
un conjunto de generadores para N. Pero como. N es mormal en F", también podemos 
especificar N mediante un conjunto: menor. Concretamente, podemos especificar N 
mediante una familia (rg) de elementos de F' tal que dichos elementos y sus conju- 
gados generan N, esto es, tal que N es el menor subgrupo normal de F' que contiene 
a los elementos rg. En este caso, se dice que la familia (rg) es un conjunto Ricas 
de relaciones para,G.. 

Cada elemento de N pertenece a F", de modo que puede representarse de óma 
única mediante una palabra reducida en potencias de los generadores (a). Cuando 
hablamos de una relación sobre los generadores de G habitualmente nos referimos 
a esta palabra reducida, en lugar de al elemento de N que representa. El contexto 
aclarará el significado. 


Definición. Si G es un grupo, una presentación de G consiste en una familia (a,,] 
de generadores para G' junto con un conjunto completo (rg) de relaciones para G, 
donde cada rg es un elemento del grupo libre sobre el conjunto (a.,). Si la familia 
[a] es finita, entonces G está finitamente generado, desde luego. Si ambas familias 
[a.) y fra) son finitas, entonces G se dice que está iii presentado y dichas 
familias constituyen una presentación finita para.G. : , 


Este procedimiento para especificar G está lejos de ser satisfactorio. Una presenta- 
ción para G determina unívocamente G, salvo isomorfismos; pero dos presentaciones 
completamente diferentes pueden producir grupos isomorfos. Además, incluso én el 
caso finito no existe un medio efectivo para determinar si dos presentaciones diferen- 
tes proporcionarán grupos isomorfos o no isomorfos. Este resultado se conoce como 
la “irresolubilidad del problema del isomorfismo” para grupos. 


A pesar de lo insatisfactorio del resultado, esto es lo máximo que podemos hacer. 


Ejercicios 
1. Si G = G x* G2, pruebe que 


G/[G,G] = (G1/[G1, G1]) 0 (G2/[G2, Ga)). 


[Indicación: use la condición de extensión para sumas directas y productos li- 
bres para definir los homomorfismos 


G/[6,G] == (G1/[G1,G1)) e (G»/1G2, Ga) 


que son el inverso uno del otro.] 
2. Generalice el resultado del Ejercicio 1 a Proquctos libres arbitrarios. 
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3. Pruebe el siguiente resultado: - 
Teorema. Sea G = G;¡ * Ga, donde G| y Ga son cíclicos de órdenes m y n, 
respectivamente. Entonces m y n están unfvocamente determinados por G. 
Demostración. , : 


(a) Pruebe que G/[G, G] tiene orden mn. 

(b) Determine el mayor entero k tal que G tiene un elemento de orden k (véase 
el Ejerticio 2 de $68). 

(c) Pruebe el teorema. 


4. Pruebe que si G = G1 € Ga, donde G, y G2 son cíclicos de órdenes m yn, 
respectivamente, entonces m y n no están univocamente determinados por G' en 
general. [Indicación: si m y n son coprimos, pruebe que G es cíclico de orden 
mn.] 
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Volvemos ahora al problema de determinar el grupo fundamental de un espacio X 
que puede escribirse como la imión de dos subconjuntos abiertos U y V que tienen 
intersección conexa por caminos. Hemos probado en $59 que si y € UNV, las 
imágenes de los grupos ¡(U, xp) y r1(V, zo) en r1(X, zp), bajo los homomorfis- 
mos inducidos por la inclusión, generan el último grupo. En esta sección probaremos 
que 7¡(X, zp) está, de hecho, completamente determinado por estos dos subgru- 
pos, el grupo r¡(U N V, zp) y los homomorfismos entre estos subgrupos inducidos 
por la inclusión. Éste es un resultado básico acerca de grupos fundamentales. Nos 
permitirá calcular los grupos fundamentales de numerosos espacios, incluyendo las 
variedades compactas de dimensión dos. 


Teorema 70.1 (Teorema de Seifert-van Kampen). Sea X = U UV, donde U y V 
son abiertos en X; supongamos que U, V y U N V son conexos por caminos; sea 
zo € UNV. Sea H un grupo y sean 


$ :m(Uxr)—.H y  q:m(V,x0)-—H 


homomorfismos. Sean i1, 12, j1, ja los homomorfismos indicados en el siguiente dia- 
grama, cada uno de ellos inducido por la inclusión. 


míU, Zo) 


O 


T(UNV, 2q) —>—m(X, zo) -- 2H 


a 


T1(V, zo) 


484 El teorema de Seifert-van Kampen Capítulo 11 


Sib 011 = f2 012, entonces existe un único homomorfismo O : mí (X, zo) — H tal 
que do ji = 1 y Do ja = da. 


Este teorema afirma que si $1 y $2 son homomorfismos arbitrarios que son “compa- 
tibles sobre U N V”, entonces inducen un homomorfismo de T¡(X, xp) en H. 
Demostración. La unicidad es fácil. El Teorema 59.1 afirma que 7,(X, zp) está ge- 
nerado por las imágenes de j1 y j2. El valor de $ sobre el generador j1(91) debe 
ser igual a $1 (91), y su valor sobre jo(g2) debe coincidir con $2(g2). Entonces 9 
está completamente determinado por $1 y 2. La demostración de que $ existe es un 
caso aparte. 

Por comodidad introduciremos la siguiente notación: dado un camino f en X, 
escribiremos [f] para denotar su' clase de homotopía de caminos en X. Si f está en 
U, entonces [f]y denotará su clase de homotopía de caminos en U. Las notaciones 
[flv y [flunv se definen de modo similar. 

Paso 1. Comenzamos definiendo una aplicación p que asigna a cada lazo f basado 
en Zp, contenido en U o en V, un elemento de H. Definimos 


ef) = 01 ([flu) si f está en U, 
p(f) = óx([flv) si f está en V. 


Entonces p está bien definida, ya que si f está en la intersección de U y V, entonces 


1(UHu) = dit llflunv) y  ¿al[flv)= daial[flunv), 


y estos dos elementos de H son iguales por hipótesis. La aplicación p satisface las 
siguientes condiciones: 

(1) Si [flu = [glu, o si [f]v = [g]v, entonces p(f) = p(g). 

(2) Si f y g están en U, o si ambas están en V, entonces p(f x* y) = p(f) - plg). 
La primera afirmación se satisface por definición, y la segunda porque tanto $1 como 
2 son homomorfismos. 

Paso 2. Ahora vamos a extender p a una aplicación o que asigna a cada camino 
f contenido en U o en V, un elemento de H, tal que la aplicación o satisface la 
condición (1) del Paso 1, y satisface la condición (2) cuando f + g está definido. 

Para comenzar elegimos, para cada x en X, un camino 0, desde xp hasta x como 
sigue: si x = Lg, sea Q,, el camino constante en zo. Si r € U NV, sea a, un camino 
en U NV. Y si x está en U o en V pero no en U N V, sea a, un camino en U o en 
V, respectivamente. 

Entonces para cualquier camino f en U o en V, definimos un lazo L(f) en U o 
en V, respectivamente, basado en xp por la ecuación 


L(f) = 02 * (f * dy) 
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donde x es el punto inicial de f e y es el punto final de f (véase la Figura 70.1). 
Finalmente, definimos 


o(f) =p(Lf). 
Probemos que o es una extensión de p.Si f es un lazo basado en zg que está en U o 
en V, entonces 
Ef) = €zy + (f 4 zo) 
ya que (%,, es el camino constante en xp. Entonces L(f) es homotópica por caminos 


a f en U o en V, de modo que p(L(f)) = p(Ff) por la condición (1) para p. Por tanto, 
a(f) =p(f). 


Figura 70.1 


Para comprobar la condición (1), sean f y y caminos homotópicos en U o en V. 
Entonces los lazos L(f) y L(g) son también homotópicos por caminos en U o en 
V, de modo que la condición (1) para p se aplica. Para comprobar (2), sean yg 
caminos arbitrarios en U o en V tales que F(1) = g(0). Tenemos 


L(S) + L(9) = (0% * (f * Ay) + (ay + (9 + a.)) 
para puntos adecuados xx, y, z; este lazo es homotópico por caminos en U oen V a 
L(f * 9), por lo que 
Pf +9) = (LS) * L(g)) = p(1(f)) - p(L(9)) 


por las condiciones (1) y (2) para p. Por tanto, (fx g) =0(f) -0(g) 


Paso 3. Finalmente, extendemos la aplicación y a una picsión T que lleva un 
camino arbitrario f a un elemento de H. Dicha aplicación satisfará las siguientes 
condiciones: 


(D) Si [f] = [9] entonces 7(f) = r(g). 
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0) Tf*g9 =7(f) - 7(g), si f * g está definido. 
Dado f, escogemos una partición sy < +++ < sn de [0O, 1] tal que f aplica cada uno 
de los subintervalos [s;_1, s;] en U o en V. Denotemos por f; la aplicación lineal 
positiva del intervalo [0, 1] en el intervalo [s;_1, si] compuesta con f. Entonces f; es 
un camino en U o en V, y 


[f] = (4) ++ * [fm]. 


Si 7 debe ser una extensión de y satisfaciendo (1) y (2), debe verificarse 


(+) T(f) =0(f1) -0(f2)--0(fn). 


De modo que utilizaremos esta ecuación como definición de 7. 


Probaremos que esta definición es independiente de la elección del subintervalo. 
Será suficiente con probar que el valor de 7(F) permanece invariable si añadimos un 
único punto p a la partición. Sea i el índice tal que s¿-1 < p < s;. Si calculamos 7 (f) 
utilizando esta nueva partición, el único cambio en la fórmula (+) es que el factor 
o(f;) desaparece y es reemplazado por el producto o(f/) - o(f;'), donde f; y fi 
son las aplicaciones lineales positivas de [O, 1] en [s;_1, p] y [p, ss], respectivamente, 
compuestas con f. Pero f; es homotópica por caminos a f¿ * f/' en U o en V, de 
modo que a (f;) = 0(f!) - a(f/”), por las condiciones (1) y (2) para g. Por tanto, 7 
está bien definida. 

Se deduce que 7 es una extensión de o. En efecto, si f está en U o en V, podemos 
utilizar la partición trivial de [0,1] para definir 7(f); entonces T(f) = o(f) por 
definición. 

Paso 4. Probemos la condición (1) para la aplicación 7. Esta parte de la demos- 
tración requiere tomar precauciones. 


En primer lugar verificaremos esta condición en un caso especial. Sean f y y 
caminos en X desde zx hasta y, y sea F' una homotopía de caminos entre ellos. Su- 
pongamos la hipótesis adicional que existe una partición sy < -+- < sn de [0, 1] tal 
que F aplica cada rectángulo R; = [s¿-1, 5] x T dentro de U o de V. Probaremos en 
este caso que T(f) = 7(g). 

Dado ¿, consideremos la aplicación lineal positiva de [O, 1] en [s;...1, s¡] compuesta 
con f o con g y denominemos a estos dos caminos f; y gi, respectivamente. La 
restricción de F' a cada rectángulo R; nos proporciona una homotopía entre f; y gi 
que toma valores en U o en V pero que no es una homotopía de caminos, ya que 
los extremos de los caminos pueden cambiar durante la homotopía. Consideremos 
los caminos trazados por los extremos durante la homotopía. Definimos 9; como el 
camino $;(t) = F(s;,t). Entonces ($; es un camino en X desde f(s;) hasta g(s;). 
Los caminos 60 y f, son los caminos constantes en e y, respectivamente (véase la 
Figura 70.2). Probaremos que, para cada ¿, 


fir Pip Bi1 * 9 
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con la homotopía de caminos tomando valores en U o en V. 


Figura 70.2 


En el rectángulo RR;, consideremos el camino que recorre los lados inferior y de- 
recho de R¿, desde s;-1 X O hasta s; x O y hasta s; x 1; si componemos este camino 
con la aplicación F' obtenemos el camino f; x 8;. Análogamente, si consideramos el 
camino que recorre los lados izquierdo y superior de R; y lo componemos con F ob- 
tenemos el camino (9; x g;. Como RR; es convexo, existe una homotopía de caminos 
en RR; entre estos dos caminos; si componemos con F' obtenemos una homotopía de 
caminos entre f; * 8; y P¡-1 * 9; que tiene lugar en U o en V, como deseábamos. 


Se deduce de las condiciones (1) y (2) que 

0(f;)  0(Bi) = 0(Bi-1) o (91) 
de modo que 
0) o(fi) =0(Bi-1) -o(g) - 0 (8). 


De manera similar se deduce que puesto que Sp y 8, son caminos constantes, (89) = 
o(Bn) = 1. De la igualdad Bo * B = Bo se deduce 0 (80) - (Bo) = 0 (Bo). 
Ahora calculamos 7 del siguiente modo: 


T(F) =0(f1) -o(f2) :-:0(fn). 
Sustituyendo (xx) en esta ecuación y simplificando, obtenemos la ecuación 
T(f) = 0(91) - olga) -+-o (gn) = 7(g). 


Por tanto hemos probado la condición (1) en un caso especial. 

Ahora probaremos la condición (1) en el caso general. Dados f y g y una homo- 
topía de caminos FF entre ellos, consideremos subdivisiones So, ...,Sn y to,...,tm 
de [0, 1] tales que F aplica cada rectángulo [s;_1, s;] x [t;—1,t;] en U o en V. Sea f; 
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el camino f;(s) = F(s,t;); entonces fo = f y fm = 9-La pareja de caminos f;-1 y 
f; satisfacen las condiciones de nuestro caso especial, de modo que T(f;-1) = 7(f;) 
para todo ¿. Se deduce entonces que 7(f) = 7(9),como deseábamos. 


Paso 5. Ahora probaremos la condición (2) para la aplicación 7. Dado un camino 
f x g en X, escojamos una subdivisión sy < » ++ < 3, de [0, 1] que contenga al punto 
1/2 como un punto de la subdivisión, tal que f * g aplica cada subintervalo en U o en 
V. Sea k el índice tal que s; = 1/2. 

Para ¿ = 1,...,k, la aplicación lineal positiva de [O, 1] en [s;_1, s] compues- 
ta con la aplicación f * g coincide con la aplicación lineal positiva de [0,1] en 
[2s;—1, 25;] compuesta con f; denotemos esta aplicación por f;.. De manera análo- 
ga, para cada ¿ = k+1,...,n, la aplicación lineal positiva de [O, 1] en [s;_1, s;], 
compuesta también con f * g coincide con la aplicación lineal positiva de [0, 1] en 
[28;-1 — 1, 28; — 1] compuesta con g; denotemos esta aplicación por g;-.,. Usando la 
subdivisión sg, ..., Sn para el dominio del camino f * g obtenemos 


T(fx*g) =0(f1):-o(f)o(91) :*0(9n-k)- 


Usando la subdivisión 230, ..., 25 para el camino f tenemos 


T(f) =0(f1)-:-o(fr). 


Y utilizando la subdivisión 25; — 1,...,28n — 1 para el camino g tenemos 


T(g) = 0(91) :-+0(9n-x). 


Por tanto, la condición (2) se satisface trivialmente. 


Paso 6. El teorema se obtiene ahora aplicando los pasos anteriores. Para cada lazo 
f en X basado en zp, definimos 


a = (0. 


Las condiciones (1) y (2) prueban que $ es un homomorfismo bien definido. 
Probemos que 9 o j¡ = f1.Si f es un lazo en U, entonces 


Pi (flo) = YA 
= T(f) 
= p(f) = 01 ([flu) 
como deseábamos. De forma similar se demuestra D o j2 = 2. A 


El teorema precedente es la formulación moderna del teorema de Seifert-van 
Kampen. Ahora retrocedemos a la versión clásica, que involucra el producto libre 
de dos grupos. Recordemos que si'G es el producto libre G = G¡ + G2, a menudo 
tratamos a G¡ y G2 como subgrupos de G, para simplificar la notación. 
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Teorema 70.2 (Versión clásica del teorema de Seifert-van Kampen). Supongamos 
las hipótesis del teorema precedente. Sea 


j : T(U, xo) *TI1(V, 20) > mi(X, zo) 


el homomorfismo del producto libre que extiende los homomorfismos ¿1 y jo indu- 
cidos por la inclusión. Entonces ¿es sobreyectivo y su núcleo es el menor subgrupo 
normal N del producto libre que contiene todos los elementos representados por pa- 
labras de la forma 


(i1(9)”*,i2(g)) 
para g € ¡(UN V, zp). 


En otras palabras, el núcleo de j está generado por todos los elementos del producto 
libre de la forma ¿1(g9)7*i2(g) y sus conjugados. 


Demostración. Como T¡(X, zp) está generado por las imágenes de j, y ja entonces 
jes sobreyectiva. 


Probemos que NV C ker ¿. Como ker ¿es normal, entonces es suficiente probar 
que ¿1(9)7li2(9) pertenece a ker j para todo g € M(UNV,z0).Sii:UNV => X 
es la aplicación inclusión, entonces 


jú(g) = july) = in(g) = jaial(g) = jia(g). 


Entonces ¿1(9)7*¿2(g) pertenece al núcleo de j. 
Se deducirá entonces que j induce un epimorfismo 


k : (0, o) + 1 (V, 20)/N — mi (X, zo). 


Probaremos que NV = ker ¿ demostrando que k es inyectivo. Para ello será suficiente 
con probar que k posee una inversa por la izquierda. 

Sea H el grupo ¡(U, xp) * ri(V, x0)/N. Definamos $1 : T¡(U, 20) — H igual 
a la inclusión de 71, (U, xp) en el producto libre compuesta con la proyección del 
producto libre en su cociente con N. Sea $3 : r¡(V, xp) — H la aplicación definida 
de modo análogo. Consideremos el diagrama 


m0, Lp) 
En ] : bl 
Hh 
T(UNV,20) > m(X, 20) => H 


Ti (V, zo) 
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Es fácil ver que 1 oí = fH2012.Si g € T(UNV, xo), entonces $1 (11 (9)) es la clase 
tu(9N en H, y daliz(g)) es la clase ¿9(g)N. Como i1(g)7*i2(g) € N, las clases 
son iguales. 


Se deduce del Teorema 70.1 que existe un homomorfismo 9 : m,(X, xp) — H tal 
que Po j1 = d1 y Bo ja = 2. Probaremos que $ es un inverso por la izquierda de k. 
Será suficiente con demostrar que Hok actúa como el elemento neutro sobre cualquier 
generador de H1, esto es, sobre cualquier clase de la forma gN, donde y € r¡(U, £p) 
o m1 (V, 20). Pero si g € T¡(U, 20), tenemos 


k(9N) = j(9) = h (9) 


de modo que 
D(K(9N)) = D(ji(9)) = brlg) = yg N 


como deseábamos. Un razonamiento similar se aplica si g € r1(V, zp). a 


Corolario 70.3. Supongamos las hipótesis del teorema de Seifert-van Kampen. Si 
UN V es simplemente conexo, existe un isomorfismo 


k : m1 (0, 29) *m1(V, 20) — m(X, zo). 


Corolario 70.4. Supongamos las hipótesis del teorema de Seifert-van Kampen. Si V 
es simplemente conexo, existe un isomorfismo 


k: m(U, x0)/N e mi(X, zp) 


donde N es el menor subgrupo normal de mío, Zp) que contiene la imagen del 
homomorfismo 
a: m(UnNV, zo) — mi(U, zo). 


EJEMPLO 1. - Sea X un espacio theta. Entonces X es un espacio de Hausdorff igual a 
la unión de tres arcos A, B y C, cuya intersección dos a dos coincide con sus extremos 
p y q. Hemos probado con anterioridad que el grupo fundamental de X' no es abeliano. 
Probaremos aquí que este grupo es de hecho un grupo libre sobre dos generadores. 

Sea a un punto interior de A y b un punto interior de B. Escribamos X como la unión 
de los conjuntos abiertos UY = X — a y V = X — b (véase la Figura 70.3). El espacio 
UnV = X — a— bes simplemente conexo ya que es contractible. Además, los grupos 
fundamentales de U y V son cíclicos infinitos, ya que el tipo de homotopía de U coincide 
con el de B UC y el de V es igual al de A U-C..Por tanto, el grupo fundamental de X 
es el producto libre de dos grupos cícticos infinitos, esto es, es el grupo libre sobre dos 
generadores. 
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b 


Figura 70.3 
Ejercicios 


En los siguientes ejercicios supondremos las hipótesis del teorema de Seifert-van 
Kampen. ; 


1. Supongamos que el homomorfismo ¿, inducido por la inclusión ¿ : UNV —= X 
es trivial. 
(a) Demuestre que j1 y j2 inducen un epimorfismo 
h : (r1(U, 20)/N1) + (mi(V, 20)/N2) > mi (X, zo) 


donde N| es el menor subgrupo normal de 7¡(U, xp) que contiene a la 
imagen de ¿1, y /V2 es el menor subgrupo normal de 7; (V, 29) que contiene 
a la imagen de 22. 

(b) Demuestre que A es un isomorfismo. [Indicación: utilice el Teorema 70.1 
para definir un inverso por la izquierda de h.] 


2. Suponga que ¿2 es sobreyectiva. 
(a) Demuestre que 1 induce un epimorfismo 


h : m(U0, x9)/M = m(X, zo) 


donde M es el menor subgrupo normal de 7; (U, xg) que contiene ¿y (ker ¿2). 
[Indicación: demuestre que j1 es sobreyectiva] 

(b) Pruebe que h es un isomorfismo. [Indicación: sea H = r¡(U, xp)/M y 
consideremos la proyección $; : T1(U, zo) — H. Utilice el hecho que 
m(U n V, xp) / ker ¿2 es isomorfo a 71 (V, o) para definir un homomorfis- 
mo (a : T1(V, 20) — 4H. Aplique el Teorema 70.1 para definir un inverso 
por la izquierda para h.] 
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3. (a) Demuestre que si G', y G» tienen presentaciones finitas, entonces G', + Go 
también tiene una presentación finita. 

(b) Demuestre que si r¡(U N V, xp) está finitamente generado y mr, (U, zp) y 
Tr1(V, Zo) tienen presentaciones finitas, entonces 71(X, £p) tiene una pre- 
sentación finita. [Indicación: si N' es un po normal de 7,(U, xp) * 
Tr1(V, To) que contiene los elementos ¿1 (9;)¿2(9;), donde g; recorre un 
conjunto de generadores de 1, (U N V, xp), entonces N” contiene los ele- 
mentos ¿1 (9)7*¿2(g) para cualquier g.] 


$71 El grupo fundamental de una unión por un punto de 
círculos 


En esta sección definiremos lo que entendemos por una unión por un punto de círcu- 
los, y calcularemos su grupo fundamental. 


Definición. Sea X un espacio de Hausdorff que es la unión de subespacios S1,..., 
Sn, cada uno de ellos homeomorfo al círculo unidad S?. Supongamos que existe un 
punto p en X tal que SN S; = ([p) siempre que i 4 ¿. Entonces X se dice que es la 
unión por un punto de los círculos S;,..., Sp. 


Observe que cada espacio Si al ser compacto, es cerrado en X. Observe también 
que X puede embeberse en el plano; si C; denota el círculo de radio ¿ en el plano R? 
centrado en el punto (4, 0), entonces X es homeomorfo a Cy UC2U---U Cr. 


Teorema 71.1. Sea X la unión por un punto de los círculos Sy,...:, Sy; sea p el 
punto común a los círculos. Entonces 11 (X, p) es un grupo libre. Si f; es un lazo en S; 
que representa un generador de r1(S;, p), entonces los lazos f,..., fn, representan 
un sistema de generadores libres para 1; (X, p). 


Demostración. El resultado es inmediato si n = 1. Procederemos por inducción 
en n. La demostración es similar a la 5 proporcionada en el Ejemplo 1 de la sección 
anterior. 


Sea X la unión por un punto de los círculos Sy,...,S,,, con p el punto común 
de estos círculos. Escojamos un punto q; de $; iferenie de p, para cada ¿. Hagamos 
W, = Sí — q; y pongamos 


U=S¡UW2U---UW, y V=W,US,U---US». 


Entonces UNV = W¡U-- -UW,, (véase la Figura 71.1). Cada uno de los espacios U, 
V y U NY es conexo por caminos, al ser la unión de espacios conexos por caminos 
con un punto en común. 
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S, ”, 4 w, 
w, Ww $, 
% > 
w, “w w, Y S, S, 
U Unv : v 
Figura 71.1 


El espacio W; es homeomorfo a un intervalo abierto, por lo que tiene al punto p 
como retracto de deformación; sea F; : W; x 1 — W, el retracto de deformación. 
Las aplicaciones F, determinan una aplicación F' : (UNV) x 1 > UNV que es un 
retracto de deformación de U N V en p. Para probar que FF es continua, observemos 
que como 5; es un subespacio cerrado de X, el espacio W; = S; — q; es un subespa- 
cio cerrado de U NV yde modo que W, x T es un subespacio cerrado de (UNV) x I. 
Entonces podemos aplicar el lema del pegamiento. Se deduce que U N V es simple- 
mente conexo, de modo que 7; (X, p) es el producto libre de los grupos 7; (U, p) y 
Tr(V, p), relativo a los monomorfismos inducidos por la inclusión. 


Un razonamiento similar demuestra que: S; es un retracto de deformación de U 
y 52 U--- US, es un retracto de deformación de V. Se sigue que rr (U, p) es cícli- 
co infinito, y el lazo f, representa un generador. Se deduce también, utilizando la 
hipótesis de inducción, que 71(V, p) es un grupo libre, siendo fa,..., f,, un sistema 
de generadores libres. Ahora sólo nos resta aplicar el Teorema 69.2. . am 


Generalizaremos este resultado a un espacio X' que es la unión de infinitos círcu- 
los que tienen un punto en común. En este caso debemos ser muy cuidadosos con la 
topología. 


Definición. Sea X un espacio que es la unión de los subespacios X.,, con ar € J. 
La topología de X se dice que es coherente con los subespacios X ¿ siempre que un 
subconjunto C de X es cerrado en X sólo si C'M X,, es cerrado en Xa para todo a. 
Una condición equivalente es que un conjunto es abierto en X sólo si su intersección 
con cada X,, es abierta en Xq. 


Si X es la unión de una cantidad finita de subespacios cerrados X 1,---, Xy, en- 
tonces la topología de X és automáticamente coherente con estos subespacios, ya 
que si CN X; es cerrado en X; entoncés es cerrado en X, y C es la unión finita de 
estos subconjuntos CN X;. : 


Definición. . Sea X un espacio que es la unión de los subespacios S,,, con a € Y, 
cada uno de ellos homeomorfo al círculo unidad. Supongamos que existe un punto p 
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de X tal que Sa N Sg = [p) siempre que e: 4 f. Si la topología de X' es coherente 
con los subespacios S.,, entonces X se dice que es la unión por un punto de los 
círculos S.,. 


En el caso finito, la definición involucraba la condición de Hausdorff en lugar 
de la condición de coherencia; en ese caso, la condición de coherencia se obtenía 
igualmente. En el caso infinito, esto no siempre es así, por lo que se incluye como 
parte de la definición. También queremos incluir la condición de Hausdorff, pero esto 
no es necesario ya que se deduce de la condición de coherencia. 


Lema 71.2. Sea X la unión por un punto de los círculos Sa, para a: € Y. Entonces 
X es normal. Además, cualquier subespacio compacto de X está contenido en una 
unión finita de círculos S.. 


Demostración. Está claro que los conjuntos unipuntuales son cerrados en X. Sean 
A y B conjuntos cerrados y disjuntos en X; supongamos que B no contiene a p. Es- 
cojamos subconjuntos disjuntos U.; y Va de S, que sean abiertos en S, y contengan 
a [p)U(ANSA) y BNSa, respectivamente. Sea U = (JU y V = UVa; entonces U 
y V son disjuntos. Ahora U N Sa = Ua ya que todos los subconjuntos U., contienen 
ap, y V MN Sa = Va ya que V,, no contiene a p. Por tanto U y V son abiertos en X, 
como deseábamos. Entonces -X' es normal. 


Consideremos ahora C' un subespacio compacto de X'. Para cada a: que sea posi- 
ble, escojamos un punto z, en CN (Sa — p). El conjunto D = (xa) es cerrado en 
Xi, ya que es su intersección con cada S,, es un conjunto unipuntual o es vacío. Por la 
misma razón, cada subconjunto de D es cerrado en X. Por tanto, D es un subespacio 
discreto cerrado en X y contenido en C; como C es compacto por punto límite, D 
debe ser finito. ] 


Teorema 71.3. Sea X la unión por un punto de los círculos Sa, con a: € J, y sea p 
el punto común a todos ellos. Entonces 71 (X, p) es un grupo libre. Si f, es un lazo 
en S,, que representa un generador de 11 (S.,, p), en tonces los lazos [ fa) representan 
un sistema de generadores libres para mi¡(X, p). 


Demostración. Sea iy : m(Sa,p) —> Ti(X, p) el homomorfismo inducido por la 
inclusión, y denotemos por G, a su imagen. 

Observemos que si f es un lazo en X basado en p, entonces la imagen de f es 
compacta, de modo que f estará contenido en alguna unión finita de subespacios Su. 
Además, si f y g son dos lazos que son homotópicos por,caminos en X, entonces 
serán de hecho homotópicos por caminos en alguna unión finita de subespacios Sa. 

Se deduce entonces que los grupos (G) generan m,(X, p). En efecto, si f es un 
lazo en X, entonces f está en Sa, U--- - U So, para algún conjunto finito de índices; 
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entonces el Teorema 71.1 implica que [f] es un producto de elementos de los grupos 
Gar» «+ +, Ga, - De modo análogo, se deduce que ¿g es un monomorfismo. En efecto, 
si f es un lazo en Sg que es homotópico por caminos en X a una constante, entonces 
f es homotópico por caminos a una constante en alguna unión finita de espacios 
Sa, de modo que el Teorema 71.1 implica que f es homotópica por caminos a una 
constante en Sp. 


Finalmente, supongamos que existe una palabra reducida no vacía 


w= (91 )--->9an) 


en los elementos de los grupos G y que representa el elemento neutro de mi(X,p). 
Sea f un lazo en X cuya clase de homotopía de caminos está representada por w, 
Entonces f es homotópica por caminos a una constante en X, de modo que es ho- 
motópica por caminos a una constante en alguna unión finita de subespacios S,,. Esto 
contradice el Teorema 71.1. jes] 


El teorema anterior depende del hecho de que la topología de X sea coherente 
con los subespacios S«. Consideremos el siguiente ejemplo. 


EJEMPLO 1. — Sea C,, el círculo de radio 1/n en R? con centro el punto (1/n, 0). Sea 
X el subespacio de R? formado por la unión de todos estos círculos; entonces X es una 

: Unión infinita numerable de círculos, cada dos de ellos teniendo el origen como punto 
común p. Sin embargo, X no es la unión por un punto de los círculos C;,; por convenien- 
cia, X se denomina pendiente infinito. 

Puede comprobarse directamente que X no tiene la topología coherente con los su- 
bespacios C,,; la intersección del eje positivo de abcisas con X contiene exactamente un 
punto en cada círculo C,,, pero no es cerrado en X, Alternativamente, para cada n, sea 
f, el lazo en C,, que representa un generador de 7,(C,,, p); probaremos que 1,(X,p) no 
es un grupo libre con ([f,]) como sistema de generadores libres. De hecho, probaremos 
que los elementos [f;] ni siquiera generan el grupo 1, (X, p). 

Consideremos el lazo yg en X definido como sigue: para cada n, definimos y sobre 
el intervalo [1/(n +1), 1/n] como la aplicación lineal positiva de este intervalo en [0, 1] 
compuesta con f.;. Esta permite definir g en el intervalo (0, 1]. Definimos g(0) = p. Como 
X tiene la topología del subespacio derivada de R?, es fácil probar que g es continua 

_ (véase la Figura 71.2). Probaremos que dado n, el elemento [g] no pertenece al subgrupo 
Gn de 11 (X, p) generado por [fs]... [fa]. 

Escojamos N > n, y consideremos la aplicación h : X — Cy definida por h(x) = x 
para x € Cy y h(x) = p en otro caso. Entonces h es continua y el homomorfismo 
inducido h, : 11(X, p) —> r1(Cy, p) aplica cada elemento de G,, en el elemento neutro. 
Por otra parte, h o g es el lazo en Cy que es constante fuera de [1/(N + 1),1/N] y 
sobre este intervalo coincide con la aplicación lineal positiva de este intervalo en (0, 1] 
compuesta con :£y. Por tanto, h,(([9]) = leds que genera 1 (Cy, p), por lo que [y] £ 


an. 


En el teorema precedente hemos calculado el grupo fundamental de un espacio 
que es una unión por un punto infinita de círculos. Para uso posterior, probaremos 
ahora que tales espacios existen (utilizaremos este hecho en el Capítulo 14). 
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== s 9 
A t, 


Figura 71.2 


*Lema 71.4. Dado cualquier conjunto de índices J, existe un espacio X' que es la 
unión por un punto de los círculos Sy, con a: € Y. 


Demostración. Dotemos al conjunto J de la topología discreta y sea E el espacio 
producto S* x J. Escojamos un punto by € S” y sea X el espacio cociente obtenido 
a partir de E identificando el conjunto cerrado P = ba x J con un punto p. Sea 
Tr : E > X la aplicación cociente y pongamos S, = ($? x a). Probaremos que 
cada S, es homeomorfo a 5? y X es la unión por un punto de los círculos S/,. 

Observemos que si C es cerrado en S? x a, entonces r(C) es cerrado en X, ya 
que 77 (C) =C si el punto bg x a no está en U y TT r(C) = CUP en otro caso. 
En cualquier caso, 11 1(C”) es cerrado en S? x J, de modo que r(C' es cerrado en 
X. 


Se deduce que S. es cerrado.en X, ya que S? x ar es.cerrado en S! x J y rr aplica 
S1 x a homeomórficamente en S.,. Sea 7, este homeomorfismo. 
Para probar que X tiene la topología coherente con los subespacios 54, conside- 


remos D C X y supongamos que D N S, es cerrado en Sa para cada ez. Por otro 
lado, E 


TUD)IN(S xa) = HD NS,) 


donde el último conjunto es cerrado en S? x « porque rá es continua. Entonces 
71D) es cerrado en S! x J, de modo que D es cerrado en X por definición de la 
topología cociente. " 
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Ejercicios 
1. Sea X un espacio que es la unión de-subespacios Sy,..., Sy, cada uno de los 


NN 


cualeses homeomorfo a un círculo. Supongamos que existe un punto p en X tal 
que S¿N S; = [pj parai A j. 
(a) Demuestre que X es de Hausdorff si, y sólo si, cada espacio Si es cerrado 
en X. 


(b) Demuestre que X es de Hausdorff si, y sólo si, la topología de X es cohe- 
rente con los subespacios S;. 
(c) Proporcione un ejemplo que demuestre que X no tiene por qué ser de 
: Hausdorff. [Indicación: véase el Ejercicio 5 de 836.] 


Supongamos que X' es un espacio que es la unión de los subespacios cerrados 
X1,..., Xn y que existe un punto p de X tal que X; MN X; = [p) parai A j. 
Entonces diremos que X es la unión por un punto de los espacios Xy, ..., Xp, y 
escribiremos X = Xy V- + - V X,,. Demuéstre que si para cada ¿, el punto p es un 
retracto de deformación de un conjunto abierto W, de X;¿, entonces 1, (X, p) es 
el producto libre externo de los grupos 71 (X;, p) relativo a los monomorfismos 
inducidos por la inclusión. 


¿Qué podemos decir acerca dél grupo fundamental de X V Y si X es hoineo- 
morfo a S! e Y es homeomorfo a S?? 


. Demuestre que si X es una unión por un punto infinita de círculos, entonces XxX 


no sátisface el primer axioma de numerabilidad. 


Sea S,, el círculo de radio n en R? centrado en el punto (n, 0). Sea Y el subes- 
pacio de RR? formado por la unión de todos estos círculos y sea p el punto común 
a todos ellos. 


(a) Demuestre que Y no es homeomorfo. a una unión por un punto infinita 
numerable de círculos, ni al espacio descrito en el Ejemplo 1. 

(b) Demuestre, sin embargo, que rr, (Y, p) es un grupo libre con ([f,,]) co- 
mo sistema de generadores libres, donde f,, es s un lazo que representa un 
generador de 7; (S,,, p).' 
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Hemos calculado el grupo fundamental del toro T = S1 x S!1 de dos formas. En la 
primera hemos utilizado la aplicación recubridora estándar p xp: RxR —= 51 x 5! 
y la correspondencia de los levantamientos. En la segunda hemos usado un teorema 
básico sobre el grupo fundamental de un espacio producto. Ahora vamos a calcular 
el grupo fundamental del toro de una forma distinta. 
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Si restringimos la aplicación recubridora p x p al cuadrado unidad, obtenemos 
una aplicación cociente 7 : 12 —> T. Dicha aplicación lleva Fr 1? en el subespacio 
A= (81 x bo) U (bo x S?), que es la unión por un punto de dos círculos, y el resto 
de 1? lo transforma biyectivamente en T — A. Por tanto, T' puede pensarse como el 
espacio obtenido pegando los lados de 7? en el espacio A. 


El proceso de construcción de un espacio pegando los lados de una región po- 
ligonal en el plano sobre otro espacio es bastante útil. Veremos aquí cómo calcular 
el grupo fundamental de un espacio así construido. Las aplicaciones serán muchas e 
interesantes. 


Teorema 72.1. Sea X un' espacio de Hausdorff y A un subespacio de X cerrado y 
conexo por caminos. Supongamos que existe una aplicación continua h : B? = X 
que aplica Int B? biyectivamente sobre X — A y aplica 8? = Fr B? sobre A. Sean 
pe Sl,a= hp) yk : (S*,p) > (4,a) la aplicación obtenida al restringir h. 
Entonces el homomorfismo' 


1, : TI(A,a) > m(X,a) 
inducido por la inclusión es sobreyectivo y su núcleo es el menor subgrupo normal 
de r¡(A, a) que contiene la imagen de k,. : m1(S*,p) > r(4,a). 
Algunas veces diremos que el grupo fundamental de X se obtiene a partir del grupo 
fundamental de A “eliminando” la clase ka[f], donde [f] genera m1 (S”, p). 


Demostración. Paso 1. El origen 0 es el punto central de B?; sea zg el punto »(0) 
de X. Si U es el conjunto abierto U = X —2xg de X, probaremos que Á es un retracto 
de deformación de U7 (véase la Figura 72.1). 


Figura 72.1 


Sea C =h(B?) y sea m: BC la aplicación obtenida al restringir el rango de 
h. Consideremos la aplicación Ñ 


mxid: BxI>CxI 
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que es una aplicación cerrada ya que B? x ] es compacto y € x 1 es de Hausdorff; 
por tanto, es una aplicación cociente. Su restricción 


Y: (B2-0)x1>(C 20) x1 


es también una aplicación cociente, ya que su dominio es un subespacio abierto en 
B2 x [ y está saturado con respecto a T x id. Existe un retracto de deformación de 
B?—0 sobre S1 que induce, vía la aplicación cociente 7”, un retracto de deformación 
de C — zo sobre r(S!). Extendemos este retracto de deformación a todo el espacio 
U x I haciendo que cada punto de A permanezca fijo durante la deformación. Por 
tanto, Á es un retracto de deformación de U. 


Deducimos que la inclusión de A en U induce un isomorfismo entre los grupos 
fundamentales. Nuestro teorema entonces se reduce a la demostración de la siguiente 
afirmación: 

Sea f un lazo cuya clase genera r¡(S”,p). Entonces la inclusión de U en X 
induce un epimorfismo 

m(U, a) => m¡(X, a) 


cuyo núcleo es el menor subgrupo normal que contiene a la clase del lazo g = ho f. 


Paso 2. Para probar este resultado, es conveniente considerar primero el homo- 
morfismo ¡(U, b) — 7¡(X, b) inducido por la inclusión relativa a un punto base bh 
que no pertenece a A. 


Sea b cualquier punto de U — A. Escribamos X' como la unión de los conjuntos 
abiertos U y V = X — A = rr(Int B?). Entonces U es conexo por caminos ya que 
A es un retracto de deformación. Como 7 es una aplicación cociente, su restricción a 
Int B2 es también una aplicación cociente y, por tanto, un homeomorfismo; entonces 
V es simplemente conexo. El conjunto UN V = V — xq es homeomorfo a Int B2—0, 
de modo que es conexo por caminos y su grupo fundamental es cíclico infinito. Como 
b es un punto de U NM V, el Corolario 70.4 implica que el homomorfismo 


T1(U,b) => ri (X, b) 


inducido por la inclusión es sobreyectivo, y su núcleo es el menor subgrupo normal 
que contiene a la imagen del grupo cíclico infinito 1, (U N V, b). 
Paso 3. Ahora cambiaremos el punto base para demostrar el teorema. 


Sea q el punto de B? igual al punto medio del segmento que une O con p, y sea 
b = h(q); entonces-b es un punto de U N V. Sea fo un lazo en Int.8? — O basado 
en q que representa un generador del grupo fundamental de este espacio; entonces 
Yo = ho fa es un lazo en U N V basado en b que representa un generador del grupo 
fundamental de U (MV (véase.la Figura 72.2). 


El Paso 2 de la demostración garantiza que el homomorfismo 11 (U, b) — 1 (X, b) 
inducido por la inclusión es sobreyectivo y su núcleo es el menor subgrupo normal 
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Figura 72.2 


que contiene la clase del lazo gg = h o fp. Para obtener el resultado análogo con 
punto base a procederemos como sigue. 


Sea y el segmento en B? que une q con p y sea ó el camino 4 = ho y en U 
desde b hasta a. Los isomorfismos inducidos por el camino $ (ambos serán denotados 
por 06) conmutan con los homomorfismos inducidos por la inclusión en el siguiente 
diagrama: 

m1 (0, b) —= m1 (X, b) 


A, 


ri(U, a) —= m(X, a) 


Por tanto, el homomorfismo de 7; (U, a) en r¡(X, a) inducido por la inclusión es 
sobreyectivo y su núcleo es el menor subgrupo normal que contiene el elemento 


¿(lg0))- 


El lazo fo representa un generador del grupo fundamental de Int 8? — O basado 
en q. Entonces el lazo Y + (fo * y) representa un generador del grupo fundamental 
de B? — 0 basado en p. Por tanto, es homotópico por caminos a f o a su opuesto; 
supongamos lo primero. Componiendo esta homotopía de caminos con h, vemos que 
$ * (90 x8) es homotópico por caminos en U a g. Entonces $([90)) = [9], y el teorema 
queda probado. j .: n 


No existe nada especial en este teorema acerca de la bola unidad B?. El mismo 
resultado se satisface si reemplazamos B? por cualquier espacio B hómeomorfo a 
B?. si denotamos por Fr B el subespacio correspondiente a S? bajo el homeomor- 
fismo. Tal espacio B se dice que es una 2-celdii. El espacio X del teorema puede 
imaginarse como obtenido a partir de A “añadiéndole una 2-celda”. Trataremos esta 
cuestión más formalmente con posterioridad. 
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Ejercicios 


1. Sea X un espacio de Hausdorff y sea A un subespacio cerrado y conexo por 
caminos, Supongamos que h : B” — X es una aplicación continua que aplica 
S"—1 en A y aplica Int B” biyectivamente en X—A. Sea a un punto de h(S”?-1), 
Si n > 2, ¿qué puede decir acerca del homomorfismo de ;(A, a) en r¡(X, a) 
inducido por la inclusión? 


2. Sea X el espacio adjunción formado por la unión disjunta del espacio normal 
conexo por caminos A y la bola unidad B? por medio de una aplicación continua 
f : S! — A (véase el Ejercicio 8 de $35). Pruebe que X satisface las hipótesis 
del Teorema 72.1. ¿En qué punto se utiliza el hecho que A es normal? 


3. Sean G un grupo, x un elemento de G y N el menor subgrupo normal de G que 

Contiene a x. Demuestre que si existe un espacio normal y conexo por caminos 

- Cuyo grupo fundamental es isomorfo a G, entonces existe un espacio normal y 
conexo por caminos cuyo grupo fundamental es isomorfo a G/N, 


$73 Los grupos fundamentales del toro y del sombrero de 
asno 


Ahora aplicaremos los resultados de la sección precedente para calcular dos grupos 
fundamentales, uno de los cuales ya conocemos y el otro no. Las técnicas involucra- 
das serán importantes posteriormente. 


Teorema 73.1. El grupo fundamental del toro admite una presentación formada por 
dos generadores a, 3 y una relación simple «Ba 1871, 


Demostración. Sea X = S! x 8] el toro y sea h : 1? — X la aplicación obtenida 
al restringir la aplicación recubridora estándar p xp : Rx R > Sl x S1. Sean p 
el punto (0, 0) de Fr B?, a = h(p) y sea A = h(Fr1?). Entonces las hipótesis del 
Teorema 72.1 se aátisfacen. 

El espacio A es la unión por un punto de dos círculos, de modo que el grupo 
fundamental de A es libre. De hecho, si denotamos por ag el camino ap(t) = (t, 0) 
y por bp el camino bo(t) = (0,t) en Fr1?, entonces los caminos « = ho ag y 
B = ho by son lazos en A tales que [a] y [8] forman un sistema de espeor libres 
para (A, a). Véase la Figura 73.1: 

* Consideremos ahora a: y bi los caminos dados por loz = (t,1) y b1(1,t) enla 
frontera Fr 7?. Consideremos el lazo f en Fr 2 definido por la ecuación 


ÓN: 
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X=S!x Ss! 
Figura 73.1 


Entonces f representa un generador de 7, (Fr 1, p) y el lazo g = ho f coincide con 
el producto a x (8 x (Gx 5)). El Teorema 72.1 afirma que 1, (X, a) es el cociente del 
grupo libre sobre los generadores libres sel y [8] con el menor subgrupo normal que 
contiene el elemento [a][8][a]7*[8]7* a 


Corolario 73.2. El grupo fundamental del toro es un grupo abeliano libre de rango 
2. 


Demostración. Sea G el grupo libre sobre los generadores a: y 8 y sea N el menor 
subgrupo normal conteniendo el elemento abBa”1871, Como este elemento es un 
conmutador, N está contenido en el subgrupo conmutador [G, G] de G. Por otra parte, 
G/N es abeliano, ya que está generado por las clases aN y BN, y estos elementos 
de G/N conmutan. Por tanto, NV contiene al subgrupo conmutador de G. 


Se deduce entonces del Teorema 69.4 que G/N es un grupo abeliano libre de 
rango 2. a 


Definición. — Sea n un entero positivo con n > 1.Sea r : S? — S? la rotación de 
ángulo 27 /n, que aplica el punto (cos 6, sen 9) en el punto (cos(9 + 27 /n), sen(9 + 
27 /n)). Formemos él espacio cociente X a partir de la bola unidad 8? identificando 
cada punto z de S1 con los puntos r(x), r2(2),...,r”=*(2). Probaremos que X es 
un espacio de Hausdorff compacto, denominado sombrero de asno de n picos. 


Sea mr : B?-> X la aplicación cociente. Probaremos que r es cerrada. Pa- 
ra lograr este objetivo, debemos probar que si C' es un conjunto cerrado de B?, 
entonces 7 11(C) es también cerrado en B?; se deducirá entonces por la defini- 
ción de la topología cociente que T(C) es cerrado en X. Sea Cy = CN SI, que 
es cerrado en B?, El conjunto 77 *(C') es igual a la unión de C y los conjuntos 
r(Co), (Cp), ...,7”7(Cp), que son todos cerrados en B? ya que r es un homeo- 
morfismo. Por tanto, r—!1(C') es cerrado en B?, como deseábamos. 


Como 7 es continua, X es compacto. Además, X es de Hausdorff como conse- 
cuencia del siguiente lema, que se propuso como un ejercicio en $31. 
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Lema 733. Sear : E — X una aplicación cocienté cerrada. Si E es normal enton- 
ces X también lo es. 


Demostración. Supongamos que E es normal. Los conjuntos unipuntuales son ce- 
rrados en X' ya que los conjuntos unipuntuales son cerrados en E. Sean A y B con- 
juntos cerrados disjuntos en X. Entonces 77*(4) y.T7*(B) son conjuntos cerrados 
disjuntos en E. Escojamos dos conjuntos abiertos disjuntos U y V de E que con- 
tengan a 77*(A) y r”1(B), respectivamente. Es tentador suponer que r(U) y T(V) 
son los conjuntos abiertos alrededor de A y B que estamos buscando. Pero no es 
cierto. Ni siquiera tienen por qué ser conjuntos abiertos (7 no es necesariamente una 
aplicación abierta), y tampoco tienen por qué ser disjuntos. Véase. la Figura 73.2. 


Figura 73.2 


Procederemos como sigue. Sean C = E— Uy D= E — V.ComoC y D son 
conjuntos cerrados en E, los conjuntos r(C') y r(D) son cerrados en X. Como C' 
no contiene puntos de ””*(4) entonces el conjunto r(C) es disjunto de A, de modo 
que Up = X —Tr(C) es un conjunto abierto de X' que contiene a A. De modo similar, 
Vo = X — r(D) es un subconjunto abierto de X conteniendo a B. Además, Up y 
Vo son disjuntos. En efecto, si x € Up, entonces 7*(x) no corta a C', por lo que 
está contenido en U. De modo análogo, si x € Vg, entonces 17*(x) está contenido 
en V. Como U y Y son disjuntos, también lo son Uy-y Va. ] 


Observemos que el sombrero de asno de 2 picos es un espacio que ya hemos 
estudiado; es homeomorfo al plano proyectivo P?. Para comprobar esta afirmación, 
recordemos que P? se definió como un espacio cociente a partir de $? identificando 
cada punto x con su antípoda —z. Sea p : S? — P? la aplicación cociente. Conside- 
remos el homeomorfismo estándar ¿ de B? en el hemisferio superior de S?, dado por 
la ecuación 


¿(z, y) == (z, Y, (1 - a? — y 2) 


y lo componemos con la aplicación p. Obtenemos una aplicación r : B? — P? que 
es continua, cerrada y sobreyectiva. Sobre Int.B es inyectiva y para cada x € S!, 
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aplica x y —z al mismo punto: Por tanto, induce un homeomorfismo del sombrero de 
asno de 2 picos en P?. 

El grupo fundamental del sombrero de asno de n picos es justamente lo que se 
podría esperar tras el cálculo realizado para P?. 


Teorema 73.4. El grupo fundamental de un sombrero de asno dem picos es un grupo 
cíclico de orden n. oa JN 


Demostración. . Sea h : B? => X uña aplicación cociente, donde X es un sombrero 
de asno de n picos. Sean A = h(S!), p = (1,0) € 5? y a = h(p). Entonces h aplica 
el arco C de $? que.conecta p.con r(p) en el subespacio A; h identifica los extremos 
de C y es inyectiva en el interior de C. Por tanto, A es homeomorto al círculo, por lo 
que su grupo fundamental es cíclico infinito. De hecho, si y.€s el camino 


lt) E (cos(27t/n), sen(2rt/n)) 


en S1 que conecta p y r(p), entonces a: = h o y representa un generador de 71 (A, a). 
Véase la Figura 73.3. 


roY ..> 
r?oY Y h 
DAS —_— Xx 
p 
rio y r50Y 
Por 
Figura 73.3 


Entonces la clase del lazo 
f=0xe((roy (oy). (ro y) 
genera m(9”, p). Lomo h(r"(x)) = h(x) para cualesquiera x y m, el lazo ho f 
coincide con el producto de n copias de a, es decir, az * (a+ (> -- * 1). De aquí se 
deduce el teorema. a ¿ ho L 


Ejercicios 


1. Encuentre espacios cuyos grupos fundamentales seán isomorfos a los siguientes 
grupos (Z./m denota el grupo aditivo de los enteros módulo 7): 


$73 


2. 
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(a) Z/nx Z/m. 

(b) Z/n1 Xx Z/ma XX... X Z/ng. 

(c) Z/n * Z/m (véase el Ejercicio 2 de $71). 

(d) Z/ni xZ/n2*--*Z/mp. 
Demuestre el siguiente resultado. 0 
Teorema. Si G es un grupo finitamente presentado entonces existe un espacio 
de Hausdorff compacto X' cuyo grupo fundamental es isomorfo a G. 
Demostración. Suponga que G tiene un presentación finita formada por n ge- 
neradores y m relaciones. Sea A Ja unión por un punta de n círculos; forme el 
espacio adjunción'a partit de fanión de A' y mi copias Bi, ..., B,, de bolas 
unidad por medio de una aplicación continua f : |JFr B, — A. 

(a) Demuestre que X' es de Hausdorff. 

(b) Pruebe el teorema en el caso m = 1. 

(c) Proceda por inducción sobre rn, utilizando el lema algebraico que se enun- 

cia en el siguiente ejercicio. 


La construcción indicada en este ejercicio es estándar en topología algebraica; 
el espacio X se denomina CW complejo 2-dimensional. 


Lema. Sean f : G => H y g : H > K homomorfismos, sea f sobreyectivo. 

Si zp € G y kerg es el menor subgrupo normal de; H conteniendo a f(x0), 

entonces se satisface que ker(g o f) es el menor subgrupo normal N de G con- 

teniendo a ker f y zo. 

peris Demuestre que f (N ) es normal y concluya que ker(g o f) = 
FAUAkerg) CI ÍF(N)=N. 


. Demuestre que el espacio construido en el Ejercicio 2 es de hecho metrizable. 


[Indicación: la aplicación cociente es una aplicación perfecta.] 


Capítulo 12 
Clasificación de superficies 


Uno de los primeros éxitos de la topología algebraica fue su contribución a resolver 
el problema de clasificar superficies compactas, salvo homeomorfismos. “Resolver” 
este problema significa dar un listado de superficies compactas no homeomorfas entre 
sí, de manera que cualquier otra superficie compacta sea homeomoría a una de ellas. 
Éste es el problema que abordaremos en este capítulo. 


$74 Grupos fundamentales de superficies 


En esta sección probamos cómo construir superficies compactas y conexas y calcu- 
lamos sus grupos fundamentales. Construiremos cada una de ellas como el espacio 
cociente obtenido de un polígono mediante el proceso de “pegar aristas”. 


El procedimiento de pegado formalmente necesita ser tratado con cuidado. En 
primer lugar, definamos con precisión lo que entenderemos por un “polígono”. Dados 
un punto c € R? y un a > 0, se considera el círculo de radio a en R? con centro en 
c. Dada una sucesión finita Ó9 < 0, < -*- < 0, de números reales, donde n > 3 
y 9, = 00 + 2rr, se toman los puntos p; = c + a(cos 6;, sen 6,), los cuales están en 
dicho círculo. Se numeran en sentido contrario al movimiento de las agujas del reloj 
a lo largo del círculo con pa = pg. La recta determinada por los puntos p;-1 y Pi 
divide al plano en dos semiplanos cerrados; sea H; el que contiene a todos los puntos 
pj, j At— 1,1. Entonces el espacio 


P=HN--:NHE, 


se llama polígono determinado por los puntos pz, los cuales se denominan vértices de 
P,; el segmento p;-1p; se llama arista de P; la unión de las aristas de P se representa 
por Fr P y P — Fr P por Int P. No es difícil probar que si p es un punto de Int P, 
entonces P es la unión de todos los segmentos entre p y los puntos de Fr P, y que 
dos de tales segmentos sólo se cortan en el punto p. 


506 
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Dado un segmento £ en R?, una orientación de L es una ordenación de sus extre- 
mos; el primero, por ejemplo p, se llama punto inicial y el segundo, por ejemplo q, se 
llama punto final del segmento orientado. A menudo diremos que L está orientado 
de p a q (puede indicarse la orientación dibujando una flecha sobre L apuntando de 
pa q). Si L/ es otro segmento rectilíneo, orientado de c a d, entonces la aplicación 
lineal positiva de L a L' es el homeomorfismo A que lleva el punto x = (1—s)p+ sq 
de L al punto h(x) = (1 — s)c + sd de L/. 

Si P y Q son dos polígonos que tienen el mismo número de vértices, pp, ...., Pn y 
401» - - » Gn, Tespectivamente, con Pp = Pn Y 90 = Gn, entonces obviamente existe un 
homeomorfismo h entre Fr P y Fr Q que aplica el segmento p;-1p; en el segmento 
di-14, por medio de una aplicación lineal positiva. Si p y q son puntos fijos de Int P e 
Int (), respectivamente, entonces tal homeomorfismo se puede extender a un homeo- 
morfismo entre P y (Q) haciendo que el segmento de p al punto x € Fr P se aplique 
linealmente en el segmento de q a h(x). Véase la Figura 74.1. : 


% 


Figura 74.1 


Definición. Sea P un polígono. Un etiquetado de las aristas de P es una aplicación 
del conjunto de las aristas de P en un conjunto S llamado conjunto de etiguetas. Da- 
da una orientación de cada arista de P y un etiquetado de las aristas de P, se define 
una relación de equivalencia de los puntos de P como sigue: cada punto de Int P es 
equivalente a sí mismo. Dadas dos aristas de P que tengan la misma etiqueta y h la 
aplicación lineal positiva entre ellas, se toma cada punto x de la primera arista equi- 
valente al punto h(x) de la segunda arista. Se tiene así una relación de equivalencia 
en P. El conjunto cociente X' se dirá que se ha obtenido pegando las aristas de P de 
acuerdo con las orientaciones dadas y el etiquetado. 


EJEMPLO 1. Considere las orientaciones y etiquetado de las aristas del triángulo de la 
- Figura 74.2. El dibujo indica cómo se puede probar que el espacio cociente resultante es 
homeomorfo al disco unidad. e i : 
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0 


Figura 742 


EJEMPLO 2. Las orientaciones y etiquetado de las aristas del cuadrado de la Figura 
74.3 dan lagar a un espacio que es homeomorfo a la esfera S?. 


NAS 


Figura 74.3 


Describimos ahora un método conveniente para especificar las orientaciones y 
etiquetas de las aristas de un polígono, método que no supone hacer un dibujo. 


Definición. Sea P un polígono con vértices sucesivos Pg, . . ., Pn, donde po = Pn. 
Dadas orientaciones y un etiquetado de las aristas de P, sean a1,.. . , Am las distintas 
etiquetas asignadas a las aristas de P. Para cada k, sea a;, la etiqueta asignada a la 
arista pp_—1Ph, y sea € = +16 —1, según que la orientación asignada a esa arista vaya 
de px-1 a pg, o al contrario. Entonces el número de aristas de P, las orientaciones de 
las.aristas y el etiquetado están completamente especificados por el símbolo 


w= (a, (a:,)% --* (04, ). 


Este símbolo se llamará esquema de longitud n de las aristas de P. Se trata simple- 
mente de una sucesión de etiquetas con exponentes +1 ó =1. 


Se omiten normalmente los exponentes iguales a +1 cuando se da un esquema. 
Así las orientaciones y etiquetado del Ejemplo. 1 se especifican por el esquema a” la, 
si se toma py el vértice superior del triángulo. Si se toma pg como otro cualquiera de 
los vértices, entonces se obtienen los esquemas baa”* o aa” *b. Análogamente, las 
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orientaciones y etiquetado del Ejemplo 2 pueden ser especificados (si comenzamos 
por el vértice inferior izquierdo del cuadrado) por el símbolo aa” 1bb7!, Está claro 
que una permutación cíclica de los términos de un esquema cambiará el espacio X, 
formado al utilizar el esquema, solamente salvo homeomorfismos. Más adelante se 
considerarán otras modificaciones que se puedan hacer a un esquema que dejarán el 
espacio invariante por homeomorfismos. 


EJEMPLO 3.  Yase ha visto cómo el toro puede ser expresado como un espacio cociente 
del cuadrado unidad por medio de la aplicación tociente p x p: 1 x I —= S? x 5”, Este 
mismo espacio cociente puede ser especificado por las orientaciones y el etiquetado de 
las aristas del cuadrado de la Figura 74.4. Y también mediante el esquema aba—1b7?. 


Figura 744 


EJEMPLO 4. El plano proyectivo P? es homeomorfo al espacio cociente de la bola 
unidad B? obtenida identificando x con —x, para cada w € S?. Puesto que el cuadrado 
unidad es homeomorfo a la bola unidad, este espacio puede también ser especificado por 
las orientaciones y el etiquetado de las aristas del cuadrado unidad de la Figura 74.5. Y 
también mediante el esquema abab. 


. > a 
b b => b = Pp? 
b 
a 2 a 


Figura 74.5 


No existe razón alguna para restringirnos a un solo polígono cuando se construye 
un espacio pegando aristas. Dado un número finito P;,....., Pg de polígonos disjuntos, 
junto con orientaciones y un etiquetado de sus aristas, se puede construir un espacio 
cociente X', exactamente del mismo modo que para un polígono, pegando aristas de 
esas regiones. También se pueden especificar orientaciones y un etiquetado por medio 
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de k etiquetados. Dependiendo de los Sus particulares, el espacio X obtenido 
puede o no ser conexo. 


EJEMPLO 5. La Figura 74.6 indica un etiquetado de las aristas de dos cuadrados para 
los cuales el espacio cociente resultante, conocido como cinta de Múbius, es conexo. Por 
supuesto, este espacio también podría haber sido obtenido a partir de un solo cuadrado 
por medio del esquema abac. 


Figura 74.6 


EJEMPLO 6. La Figura 74.7 indica un esquema para las aristas de dos cuadrados para 
los cuales el espacio cociente resultante no es conexo. 


Figura 74.7 


Teorema 74.1. Sea X el espacio obtenido de una colección finita de polígonos pe- 
gando aristas según un esquema. Entonces X es un espacio de Hausdorff compacto. 


Demostración. Por simplicidad se trata, el.caso donde X se obtiene de un solo 
polígono. El caso general es similar. 


Que X es compacto es obvio, ya que la aplicación cociente r : P = X es con- 
tinua. Para probar que X es de Hausdorff basta demostrar que 7 es una aplicación 
cerrada (véase el Lema 73.3). Para ello debemos probar que para cada conjunto cerra- 
do C de P el conjunto 17 !(C) es cerrado en P. Ahora bien, rr(C) está formado 
por puntos de C y todos los puntos de P que se pegan a puntos de C' por medio de rr. 
Estos puntos se determinan fácilmente. Para cada arista e de P, sea Ce el subespacio 
compacto CN e de P. Si e; es una arista de P que se pega a e y si h; : e; — e 
es el homeomorfismo de pegado, entonces el conjunto D¿ = r"Hr(C) N e contiene 
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al espacio h;(Ce,). Claramente D. es igual a la unión de C. y los espacios h;(C.,) 
cuando e; recorre todas las aristas de P que se > pegan a e. Esta unión es compacta; 
por tanto es cerrada en e y en P. ; 


Como m7 tr (C) es la unión del conjunto C y los conjuntos D+, cuando e recorre 
todos las aristas de P, éste es cerrado en P, como deseábamos. mn 


Observemos que si X se obtiene pegando las aristas de un polígono, la aplicación 
cociente r puede aplicar todos los vértices del polígono en un solo punto de X, o 
puede que no. En el caso del toro del Ejemplo 3, la aplicación cociente satisface esta 
condición, pero no la satisface en los casos de la bola y la esfera dé los Ejemplos 1 y 
2. Es una buena noticia cuando 7 satisface esa condición, pues en tal caso se puede 
calcular fácilmente el grupo fundamental de X: 


Teorema 74.2. Sean P un polígono y 
w = (aj,)9 >> (05, )% 


un esquema para las aristas de P. Sean X el espacio cociente resultante y 1 : P => X 
la aplicación cociente. Si 1 aplica todos los vértices de P en un punto zy € X y si 
41, . ..., 44 SON las distintas etiquetas del esquema, entonces 7, (X, 20) es isomorfo al 
cociente del grupo libre de k generadores 021, ..., a, por el menor subgrupo normal 
que contiene al elemento * 


(0%4,)% --- (04,)7 


Demostración. -La demostración es similar a la que se hizo para el toro en $73. 
Puesto que rr aplica todos los vértices de P en un punto de X, el espacio A = r(Fr P) 
es una unión por un punto de k círculos. Para cada ¿, escojamos una arista de P con la 
etiqueta a;. Sea f; la aplicación lineal positiva de J en esta arista orientada en sentido 
contrario a las agujas del reloj y pongamos y; = rro f;. Entonces los lazos g;,..., gx 
representan un conjunto de generadores libres para 71(A, 29). El lazo f dando una 
vuelta alrededor de Fr P en sentido contrario a las agujas del reloj genera el grupo 
fundamental de Fr P, y el lazo 7 o f es igual al lazo 


(gi) + (gi). 


El teorema se sigue ahora del Teorema 72.1. | 


Definición. Considere el espacio obtenido de un polígono P de 4n lados por medio 
del esquema 
(arb1a] *b, >(azbaaz*b3*) --- (anbraz bj 5). 


Este espacio se llama suma conexa de n toros, o simplemente n-toro, y se indi- 
cará por TH --- HT. j 
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-Q_-ES 
e 


Figura 74.8 


Figura 74.9 


En la Figura 74.8 se esboza la suma conexa de dos toros, o 2-toro. Si separamos 
el polígono P a lo largo de la línea c, cada uno de los trozos resultantes representa 
un toro al que se le ha quitado un disco abierto. Si se pegan los dos trozos a lo largo 
de la curva c, se obtiene el espacio que se introdujo en $60 y se llamó doble toro. 
Un argumento similar prueba que el 3-toro TATHT puede ser esbozado como la 
superficie de la Figura 74.9. 


Teorema 74.3. Sea X el n-toro. Entonces 11 (X, xp) es isomorfo al cociente del 
grupo libre de 2n generadores 1, 51, . . . , Gn, Bn por el menor subgrupo normal que 
contiene al elemento 


[o.1, B1][02, Ba] -- : [An, Bn) 
donde, como es habitual, la, 8] = aBar*87?. 
Demostración. Para aplicar el Teorema 742 debemos probar que con el esquema 


para X, todos los vértices del polígono pertenecen a la misma clase de equivalencia. 
Se deja esto para comprobación del lector. " 


Definición. Sea m > 1. Se considera el espacio obtenido de un polígono P de 2m 
lados por medio del esquema 


(a1a1)(azaz)-- y (Qm0m). 


Este espacio se llama suma conexa de m planos proyectivos o, simplemente, 1- 
plano proyectivo, y se indicará por P24t --- $¿P?. 
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El 2-plano proyectivo P?44.P2 se esboza en la Figura 74.10, donde se indica cómo 
este espacio se obtiene a partir de dos copias del plano proyectivo quitando un disco 
abierto de cada una de ellas y pegando los espacios resultantes a lo largo de las 
fronteras de los discos eliminados. Como con el propio P?, no existe una forma 
cómoda de imaginar el m-plano proyectivo como una superficie de R3, pues de hecho 
no se puede embeber en RÍ, A veces, sin embargo, lo dibujamos en R? como una 
superficie que se interseca a sí misma (entonces se habla de una superficie inmersa 
más bien que embebida). Este aspecto será tratado en los ejercicios. 


Figura 74.10 


Teorema 74.4. Sea X el m-plano proyectivo. Entonces r¡(X, xp) es isornorfo al 
cociente del grupo libre de m generadores (+1, .. ., Om por el menor subgrupo normal 
que contiene al elemento 


(a1)(a2)? --- (am). 


Demostración. Basta comprobar que con el esquema para X, todos los vértices del 
polígono pertenecen a la misma clase de equivalencia. Esto se deja para comproba- 
ción del lector. , a 


Existen otras muchas formas de obtener superficies compactas. Por ejemplo, se 
puede quitar un disco abierto de cada uno de los espacios P? y T, y pegar los espacios 
resultantes a lo largo de las fronteras de los discos eliminados. Se puede comprobar 
que este espacio puede obtenerse de un polígono de 6 lados por medio del esquema 
aabcb”1c71. Pero nos detendremos aquí, pues resulta que ya hemos obtenido un 
listado completo de las superficies conexas compactas. Este es el básico teorema de 
clasificación de superficies, que consideraremos en breve. 


Ejercicios 
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2. Considere el espacio X obtenido de un polígono de siete lados por medio del es- 
quema abaaab” la”? . Demuestre que el grupo fundamental de X es el producto 
libre de dos grupos cíclicos. [Indicación: véase el Teorema 68.7.] 


3. La botella de Klein K es el espacio obtenido de un cuadrado por medio del 
esquema aba” !b, La Figura 74.11 representa K' como una superficie inmersa 
en R?. 


(a) Halle una presentación del grupo fundamental de K. 


(b) Halle una aplicación recubridora de dos hojas p : T — K. Describa el 
homomorfismo inducido entre los grupos fundamentales. 


1 


Figura 74.11 


4. (a) Demuestre que X es homeomorfa a P24P?. [Indicación: corte el cuadra- 
do de la Figura 74.11 a lo largo de una diagonal y pegue los triángulos 
resultantes a lo largo de la arista b.] 


(b) Pruebe cómo dibujar el 4-plano proyectivo como una superficie inmersa 
en RÍ, 


5. La cinta de Móbius M no es una superficie, sino que se trata de una “superficie 
con borde”. Pruebe que M es homeomorfa al espacio que se obtiene suprimien- 
do un disco abierto de P?. 


6. Sin > 1, pruebe que el grupo fundamental del n-toro no es abeliano. [Indica- 
ción: sea G el grupo libre generado por el conjunto (01, 31,..., On, Bn) y F el 
libre generado por [y, 6). Considere el homomorfismo de G en F que lleva a. 
y B1 a y y los restantes q; y 6; a 6.] 


7. Sim > 1, pruebe que el grupo fundamental del m-plano proyectivo no es abe- 
liano. [Indicación: existe un homomorfismo que aplica este grupo en el grupo 
Z/2* 2/2. 
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$75  Homología de superficies 


Aunque hemos conseguido obtener presentaciones del grupo fundamental de un cier- 
to número de superficies, debemos detenernos a pensar qué hemos logrado en rea- 
lidad. ¿Podemos deducir de nuestros cálculos que el doble toro y el triple toro son 
topológicamente distintos? No de forma inmediata, pues, como sabemos, carecemos 
de un procedimiento efectivo para determinar, a partir de las presentaciones de dos 
grupos, si esos grupos son isomorfos. Las cosas resultan más satisfactorias si pasamos 
al grupo abeliano 71 /[r1, 71], donde 7, = r,(X, 2p), pues entonces dispondremos 
de algunos invariantes con los que trabajar. En esta sección exploraremos esta situa- 
ción. 

Sabemos que si X' es un espacio conexo por caminos y a; es un camino en X de 
Ty A 11, Entonces existe un isomorfismo á del grupo fundamental en zp en el grupo 
fundamental en x1, pero el isomorfismo depende del camino «+. Un resultado más 
fuerte es válido para el grupo 711 /[71, 71]. En este caso, el isomorfismo del “grupo 
fundamental abelianizado” basado en xp con el basado en 21, inducido por «, es 
independiente de la elección del camino a. 


Para verificar este hecho, basta probar que si +: y 3 son dos arcos de xp a 21, 
entonces el arco g = a: x f induce el isomorfismo identidad de 71 /[7r1, 71] consigo 
mismo. Esto es fácil. Si [f] € m¡(X, 2p), se tiene 


a3[/] =l[9* f * gl =[9)7* *[f] x [9]. 


Cuando pasamos a las clases en el grupo abeliano 71 /[r1, 71], vemos que $ induce 
la aplicación identidad. 


Definición. . Si X es un espacio conexo por caminos, sea 
Hi(X) = mi (X, 20)/[m(X, zo), m1 (X; z0)]. 


Llamaremos a H:(X) primer grupo de homología de X. Se omite el punto base 
porque existe un único isomorfismo inducido por el camino entre los grupos funda- 
mentales abelianizados basados en dos puntos distintos. 


En estudios posteriores de topología algebraica puede encontrarse una definición 
completamente diferente de H1 (X). En efecto, se introducen los grupos H,(X), lla- 
mados grupos de homología de X, que se definen para todo n > 0. Se trata de grupos 
abelianos que son invariantes topológicos.de X y son de capital importancia a la hora 
de aplicar resultados algebraicos a problemas topológicos. Un teorema debido a W. 
Hurewicz establece una conexión entre estos grupos y los grupos de homotopía de 
X'. Ello implica, en particular, que si X es conexo por caminos, el primer grupo de 
homología H,(X) de X es isomorfo al grupo fundamental abelianizado de X. Ese 
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teorema motiva la elección de nuestra notación para el grupo fundamental abeliani- 
zado. 


Para el cálculo de H,(X') de las superficies anteriormente consideradas, se nece- 
sita el siguiente resultado: 


Teorema 75.1. Sean F' un grupo, N un subgrupo normal de F yq : F —F/N la 
proyección. Entonces el homomorfismo proyección 


p: FEE] 
induce un isomorfismo 
0: a FP) /a(F), a) — p(F)/p(N). 


Este teorema viene a decir, más o menos, que si se divide F' por N y se abelianiza 
el cociente, se obtiene el mismo resultado que si se abelianiza F' y después se divide 
por la imagen de N en esta abelianización. 

Demostración. Se tienen homomorfismos proyección p, q, T y 5, como se muestran 
en el diagrama, donde g(F) = F/N y p(F) = F/[F, F]. 


a(F) : a(F)/la(E), a(4)] 


o o Al 


Ss 


PF) ———— H(F)/p(N) 


Puesto que r o p aplica N en 1, induce un homomorfismo u : g(F) — p(E)/p(N). 
Entonces, como p(F)/p(N) es abeliano, el homomorfismo u induce un homomor- 
fismo q de g(F)/[g(F), a(F)]. Por otro lado, puesto que s o q aplica F' en un grupo 
abeliano, se induce un homomorfismo v : p(F) — g(F)/[a(F), a(F)] . Como soq 
lleva N en 1, lo mismo ocurre con vop, por consiguiente, v induce un homomorfismo 
Y de p(F)/p(N). 

El homomorfismo ¿$ se puede describir como sigue: dado un elemento y del gru- 
po q(F)/[a(F), a(P)], se elige un elemento x € F tal que s(q(x)) = y; entonces 
d(y) = ríp(x)). El homomorfismo y se puede describir de la misma manera. Se 
sigue que $ y y son inversos el uno del otro. ¡ M 


Corolario 75.2. Sean F' un grupo libre con generadores libres 1, ...,0n y N el 
menor subgrupo normal de F que contiene al elemento x de F. Sean G = F/N 
y p: F:—> F/[F, Fl] la proyección. Entonces G/[G, G] es isomorfo al cociente de 
F/[F, F], que es abeliano libre con base p(a1), .. ., p(an), por el subgrupo generado 
por p(x). 
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Demostración. . Obsérvese que como N está generado por zx y todos sus conjugados, 
el grupo p(N) está generado por p(x). El corolario se sigue entonces del teorema 
anterjor. u 


Teorema 75.3. Si X es la suma conexa de n toros, entonces H¡(X) es un grupo 
abeliano libre de rango 21. * : 


Demostración. Según el corolario anterior, el Teorema 74.3 implica que H; q ) es 
isomorfo al cociente del grupo abeliano libre F” sobre el conjunto +1, 31,...,Qn, Bn 
por el subgrupo generado por el elemento [o.1, 81] - - - [An, Bn] donde, como es habi- 
tual, [a, 8] = Bar 87*. Como el grupo F' es abeliano, este elemento es igual al 
elemento neutro. a 


Teorema 754. Si X es la suma conexa de m planos proyectivos, entonces el subgru- 
po de torsión T(X) de H¡(X') es de orden 2 y H,(X)/T(X) es un grupo abeliano 
libre de rango m — 1. 


Demostración, Según el corolario anterior, el Teorema 74.4 implica que A¡(X) 
es isomorfo al cociente del grupo abeliano libre F* sobre el conjunto Q7,...,Qm 
por el subgrupo generado por el elemento (01)? - - - (%m)?. Si cambiamos a notación 
aditiva (como es habitual cuando se trabaja con grupos abelianos), éste es el subgrupo 
"generado por el elemento 2(0] + +-- + Gm). Hagamos un cambio de base en el 
grupo F”. Si ponemos 3 = 0: +: ++ + Gm, entonces los elementos 1, ..., QGm-—1, 4 
forman una base de F”; cualquier elemento de F* se puede escribir de manera única 
en función de esos elementos. El grupo H,(X) es isomorfo al cociente del grupo 
abeliano libre sobre a1,...,0%m-1,/6 por el subgrupo generado por 2. Dicho de 
otra manera, H¡(X') es isomorfo al cociente del m-producto cartesiano Z x --- x Z 
por el subgrupo 0 x + -- x 0 x 2%, El teorema se sigue inmediatamente. n 


Teorema 75.5. SeanT,, y Pon la suma conexa de n toros y de m planos proyectivos, 
respectivamente. Entonces las superficies S?, T,, Ta, ..., P,, Pa, ..., son topológi- 
camente distintas. 


Ejercicios ) 


1. Calcule H¡(P24+T). Suponiendo que la lista de superficies compactas dada en 
el Teorema 75.5 es una lista completa, ¿a cuál de aquellas superficies es homeo- 
moría P244T? 


2. Si K es la botella de Klein, calcule H,(K') directamente. 
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3. Sea X el espacio cociente obtenido de un polígono de ocho lados P pegando 
sus aristas según el esquema acadbcb”d. 


(a) Compruebe que todos los vértices de P se aplican en el mismo punto del 
espacio cociente X' por la aplicación de pegado. 

(b) Calcule H¡(X). 

(c) ¿A qué superficie de las dadas en el Teorema 75.5 es X homeomorfo? 


*4, Sea X el espacio cociente obtenido de un polígono de ocho lados P pegando sus 
aristas según el esquema abedad”!cb”*.Sear : P —= X la aplicación cociente. 


(a) Pruebe que T no aplica todos los vértices de P en el mismo punto de X. 
(b) Determine el espacio A = (Fr P) y calcule su grupo fundamental. 

(c) Calcule m¡(X, zp) y H/(X). 

(d) ¿A qué superficie de las dadas en el Teorema 75.5 es X homeomorfo? 


876 Cortar y pegar 


Para probar el teorema de clasificación de superficies necesitamos hacer uso de cier- 
tos argumentos geométricos que requieren las llamadas técnicas de “cortar y pegar”. 
Éstas muestran la manera de conseguir un espacio X que se obtiene pegando aristas 
de uno o más polígonos, según un esquema, y de representar X por medio de una 
colección distinta de polígonos y un esquema distinto. 


En primer lugar, veamos qué se entiende por “cortar” un polígono. Sea P un 
polígono con vértices sucesivos po,...,Pn = Po. Dado k, con 1 < k<n-—1, 
se consideran los o Q, con vértices sucesivos po, P1,-.-,Px,Po, Y Q2 con 
vértices sucesivos Po, Pk» -- - , Pn = po. Ambos tienen en común la arista pop, y P es 
su unión. 


Aplíquese a Qi una traslación de R? para obtener un polígono Q) disjunto de Qy; 
entonces (2) tiene vértices sucesivos gp, q1, . . - , 9x, 90, donde q; es la imagen de p; por 
la traslación. Se dirá entonces que los polígonos Q1 y Q2 se han obtenido cortando 
P a lo largo de la arista pop;. La región P es homeomorfa al espacio cociente de 
Q1 y Q2 obtenido pegando la arista qog; de Q) a la arista pop; de Q mediante la 
aplicación lineal positiva de una arista en la otra (véase la Figura 76.1). 

Se considerará ahora el proceso inverso. Supongamos que nos dan dos polígo- 
nos disjuntos (2) , con vértices sucesivos qo, .. -, Gx, 40 y Q2 con vértices sucesivos 
PO, Pk»---;Pn = Po. Supongamos que construimos un espacio cociente pegando la 
arista doq de Q) a la arista popz de Q2 mediante la aplicación lineal positiva de una 
arista en la otra. Queremos representar este espacio por un polígono. 

Eso se hace de la siguiente manera: los puntos de (22 están sobre un círculo y se 
ordenan en sentido contrario al movimiento de las agujas del reloj. Escojamos puntos 
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4 
% Pi 


do 
Figura 76.1 
P1,-.. , Px-1 en ese círculo de tal manera que Po, Pi, + --,Px-1, Pa estén ordenados en 


sentido contrario al movimiento de las agujas del reloj, y sea ()¡ el polígono formado 
con esos vértices. Existe un homeomorfismo entre Q% y Q1 que lleva q; en p;, para 
cada ¿, y aplica la arista qogx de (2, linealmente en la arista pop; de (22. Por tanto, 
el espacio cociente en cuestión es homeomorfo a P, que es la unión de Q1 y Q2. Se 
dirá que P se obtiene pegando Q' y Q2 a lo largo de las aristas indicadas (véase la 
Figura 76.2). : 


% 
OS 
4% 
Y, ¿ 
% 
Figura 76.2 


Planteémonos la siguiente cuestión: si un polígono P tiene un esquema, ¿qué efec- 
to produce cortar P a lo largo de una arista sobre el esquema? Con mayor precisión, 
supongamos que disponemos de una colección de polígonos disjuntos P;,..., Pm y 
un esquema para estos polígonos, por ejemplo w;,..., W,n, donde w; es un esquema 
de las aristas de P;. Supongamos que X es el espacio cociente que se obtiene de 
ese esquema. Si cortamos P; a lo largo de la arista pgpx, ¿qué ocurre? Obtenemos 
m +1 polígonos (21, Qa, Pa, --. ., Pm; para conseguir el espacio X de estos polígo- 
nos, necesitamos un pegado adicional a lo largo de una arista. Para este nuevo pegado 
requerido se introducirá una nueva etiqueta que se asignará a las aristas 909% Y PoPk 
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que se introdujeron. Puesto que la orientación de py a pz es contraria a las agujas del 
reloj para ()2 y la orientación de qo a q, es a favor de las agujas del reloj para Q!, 
esta etiqueta tendrá exponente +1 cuando aparezca en el esquema de Q, y exponente 
—1 para Q!. 

Para ser más concretos, escribamos el esquema 1 de P; de la forma 1% = yoya, 
donde yo se compene de los k primeros términos de w1 e y, de los demás. Sea c una 
etiqueta que no aparece en ninguno de los esquemas w:,...., Wim. Entónces damos a 
Q) el esquema yoc”!;a Qy el cy1 y para i > 1 a P su viejo esquema 10,. 

Es inmediato que el espacio X puede ser obtenido a partir de los polígonos 
Q1,Q2, Pa, . .., Pm. por medio de este esquema. Como la composición de aplica- 
ciones cociente es de nuevo una aplicación cociente, no importa si pegamos todas las 
aristas de una vez o por el contrario pegamos las aristas Popx y oq, antes de pegar 
las otras. 


Por supuesto, este proceso se puede invertir. Si.X' está representado por un es- 
quema de los polígonos Q!, Qa, Pas". ..., Pm y si el esquema indicá que una arista del 
primero se pega.con una del segundo (y ninguna otra arista se pega a ellas), podemos 
llevar a a el pegado para representar X mediante un en para las m regiones 


Pr,.. 


Todo le anicdi se recoge formalmente en el siguiente: 


Teorema 76.1. Sea X el espacio obtenido pegando las aristas de m polígonos según 
el esquema 


(x) YoY1, W2)---, Um. 


Sea c una etiqueta que no aparece en el esquema anterior. Si ambos yo e y1 tienen 
longitud al menos dos, entonces X se puede obtener pegando las aristas de m + 1 
polígonos según el esquema 


—1 
(+) YoC *,CY1,W2,..., Wip. 


Recíprocamente, si X es el espacio obtenido de m + 1 polígonos por medio del 
esquema (+x*), también se puede obtener de m polígonos mediante el esquema (x), 
siempre que c no aparezca en el esquema (x). 


Operaciones elementales con esquemas 


Damos un conjunto de operaciones elementales que se pueden realizar sobre un es- 
quema w3,..., 10, y que no afectan al espacio cociente resultante X'. Las dos pri- 
meras surgen del teorema que acabamos de enunciar. 

(1) Corte.-Se puede sustituir el esquema 1; = yoy1 por el esquema yoc”? y eya, 
siempre que c no aparezca en algún otro sitio en el esquema total y que yg e y, sean 
de longitud al menos dos. 
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(ii) Pegado. Se puede sustituir el esquema yoc”* y cy, por el esquema yoy1, siem- 
pre que e no aparezca en algún otro sitio en el esquema total.-. 


(iii) Reetiquetado. Se pueden sustituir todas las presencias de una etiqueta dada 
por alguna otra etiqueta que no aparezca en otro lugar del esquema. Análogamente, 
se puede cambiar el signo del exponente de todas las apariciones de una etiqueta dada 
a; esto equivale a invertir todas las orientaciones de todas las aristas con etiqueta “a”. 
Ninguna de estas alteraciones afecta a la aplicación de pegamiento. 


(iv) Permuta. Se puede sustituir uno cualquiera de los esquemas w; por una per- 
mutación cíclica de w;. Específicamente, si w = yoy1, se puede sustituir 4 por y1Y0. 
Esto significa reenumerar los vértices del polígono P; comenzando con un vértice 
distinto, sin afectar al espacio cociente resultante. 


(v) Inversión. Se puede sustituir el esquema 


105 = (ay). (a5,J0 


por su inverso 


apt = (05) 7500 (05) 


Esto significa simplemente “una inversión del polígono P;”. El orden de los vértices 


se invierte y por tanto la orientación de cada arista. El espacio cociente no se ve 
afectado. 


(vi) Eliminación. Se puede sustituir el esquema w; = yoaa”* yy por el esquema 
YoY1, Siempre que a no aparezca en otro sitio del esquema total y ambos yo e y, sean 
de longitud al menos dos. 


Este último resultado se sigue del argumento de tres pasos que se indica en la 
Figura 76.3, aunque sólo uno de los pasos es nuevo. Sean b y c las etiquetas que no 
aparecen en otro sitio en el esquema total. En primer lugar se sustituye yygaa”*y, por 
el esquema yoab y b71a7!y, usando la operación de corte (i). Entonces las aristas de 
etiquetas a y b de cada polígono se combinan para formar una nueva arista con una 
nueva etiqueta. Este es el paso nuevo. El resultado es el esquema yoc y c7*y,, que se 
sustituye por el esquema simple yoy, por medio de la operación de pegado (ii). 

(vii) Añadido. Es la operación inversa de (vi). Consiste. en sustituir el esquema 
yoy1 por el yaa”? y, siendo a unaretiqueta que no aparece en otro lugar del esquema 
total. En realidad no se hará uso de esta operación. 


Definición. Dos esquemas de colecciones de polígonos se dicen equivalentes si 
uno se puede conseguir del otro mediante una sucesión de operaciones elementales 
con esquemas. Como la inversa de cada operación elemental es también elemental, 
se trata de una relación de equivalencia. 


EJEMPLO 1. La botella de Klein K es el espacio que se obtiene del esquema aba” *b, 
En los ejereicios de $74 se pidió probar que K es homeomorfo al plano proyectivo de dos 
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Yo y, ] 
Y 
o b y, 
——» 
] a a 
] a a 
: Yo Y Y; 
e — Yo 


Figura 76.3 


hojas P?4+P?. El argumento geométrico que se sugirió allí se compone de liecho de las 
siguientes operaciones elementales: 


abaTlb => abc? y carlb cortando 


=> lab y briac*?  permutando el primero 


e invirtiendo el segundo 


pegando 
=> aace permutando y reetiquetando. 


=> ctaacrt 


Ejercicios 


1. Considere el espacio cociente X' que se obtiene de dos polígonos por medio del 
esquema 1 = acbc”! y wey = cdba”*d. 

(a) Si se pegan estas regiones a lo largo de la arista “a”, se puede representar 
X' como el cociente de un polígono P de siete lados. ¿Cuál es un esquema 
de P? ¿Cuál es la sucesión de operaciones elementales que se necesitan 
para lograr ese esquema? 

(b) Repita (a) pegando a lo largo de “b”. 

(c) Explique por qué no se puede pegar a lo largo de “*c” para obtener el es- 
quema acbdba”*d como una forma de representar X. 


2. Considere el espacio cociente X' que se obtiene de dos polígonos por medio del 
esquema 101 = abec y wa = c”|e” ab. La siguiente sucesión de operaciones 
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elementales: 


abcc y cTlterlab= ccab y bila“lec  permutando e invirtiendo 


= ccaa” tec pegando 


= ecc eliminando 


indica que X' es homeomorfo al sombrero de asno de 4 picos. La sucesión de 
operaciones elementales: 


1 


abcc y cicrlab => abcc”tab pegando 


=> abab eliminando 


indica que X es homeomorfo a P?. Pero esos espacios no son homeomorfos. 
¿Qué argumento (si lo hay) es correcto? 
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Probaremos en esta sección la parte geométrica de nuestro teorema de clasificación 
de superficies. Demostraremos que cada espacio obtenido pegando pares de aristas 
de un polígono es homeomorfo ya a S?, ya al n-toro T,,, ya al m-plano proyectivo 
Pim» Más adelante discutiremos el problema de probar que cada superficie compacta 
se puede obtener de esta manera. 

Supongamos que w;,...., wz es un esquema de los polígonos P;,..., Pz. Si cada 
etiqueta aparece exactamente dos veces en el esquema, lo llamaremos un esquema 
propio. Obsérvese el siguiente hecho importante: 


Si se realiza una operación elemental sobre un esquema propio, se obtiene otro 
esquema propio. 


Definición. Sea ww un esquema propio de un polígono. Diremos que w es de fipo 
toro si cada etiqueta aparece en 1 una vez con exponente +1 y otra vez con exponente 
—1. En otro caso se dirá que w es de fipo proyectivo. * 


Comenzamos considerando un esquema vw de tipo proyectivo. Probaremos que w 
es equivalente a un esquema (de la misma longitud) en el que todas las etiquetas que 
tienen el mismo exponente están por pares y aparecen al comienzo del esquema. Es 
decir, w es equivalente a un esquema de la forma 


(a,a1)(a242) - o (07,07 )w1 


donde 11 es de tipo toro o vacío. 
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Como w es de tipo proyectivo, existe al menos una etiqueta, digamos a, tal que 
las dos veces que a aparece en el esquema w tiene el mismo exponente. Por tanto, 
podemos suponer qué w tiene la forma 


w = Yy00y10y2 


donde alguno de los y; puede ser vacío. Insertaremos corchetes en esta expresión por 
conveniencia visual, escribiéndola de la forma 


w = [yola[y1]a[ya]. 
Se tiene el siguiente resultado: 
Lema 77.1. Sea w un esquema propio de la forma 
w = [yoJa[y1Ja[ya] 
donde alguno de los y; puede ser vacío. Entonces se tiene la equivalencia 


w e aalyoy; ya] 


donde yy l indica el inverso formal de y. 


Y, 


Ya 
Figura 77.1 


Demostración. Paso 1. En primer lugar se considera el caso en que yo es vacío. 
Probaremos que 


a[ysJalyo] — aaly; *yo]. 


Si y es vacío, este resultado es inmediato, mientras que si ya es vacío, se sigue de 
inversión, permuta y reetiquetado. Si ninguno es vacío, se aplica el argumento de 
cortar y pegar que se indica en la Figura 77.1, seguido de un reetiquetado. Se deja al 
lector la escritura de la sucesión de operaciones elementales requeridas. 


Paso 2, Se considera ahora el caso general. Sea w = [yoJa[y1]a[y2], donde yo no 
es vacío. Si y¡ e y2 son ambos vacíos, el lema se sigue por permutación. En otro 
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1d - 


Y Yo Ya 


Figura 77.2 


caso, se aplica.el argumento: de cortar y pegar tal como se indica en la Figura 77.2 
para demostrar que 


wa > blsolblinos* ls 


Se sigue que 


w = bblyz yy”! por Paso 1 
e [yoyi ya]b7!b71  porinversión 
= aalyoy; ya] por permuta y reetiquetado. a 


Corolario 77.2. Si w es un esquema de tipo proyectivo, entonces w es equivalente a 
un esquema de la misma longitud que tiene la forma 


(a1a1)(a702) - -- (azaz)w1 
donde k > 1 y w, es ya vacío, ya de tipo toro. 


Demostración. El esquema w se puede escribir de la forma 


= [YoJa[y1]a[yo] 


con lo que el lema anterior implica que w es equivalente a un esquema de la forma 
w' = aaw: que tiene la misma longitud que w. Si w1 es de tipo toro ya hemos 


terminado; de lo contrario, se puede escribir w' de la forma 
w' = aa[z0]b[z1]b[22] = [aaz0]b[21]b[22]. 


Aplicando de nuevo el lema anterior, concluimos que 1! es equivalente a un esquema 
w” de la forma 

w"=bblaazoz] 19] = bbaawz 
donde w” tiene la misma longitud que w. Si wa es de tipo toro, ya hemos acabado; 
en otro caso, se continúa el argumento como antes: , a 
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Se sigue de este corolario que si w es un esquema propio de un polígono, en- 
tonces ya (1) w es de tipo toro, ya (2) w es equivalente a un esquema de la forma 
(aa1) - : “(azaz)w1, donde 10, es de tipo toro, ya (3) w es equivalente a un esquema 
de la forma (aa1)--- (axaz). En el caso (3) hemos acabado, pues un tal esquema 
representa una suma conexa de planos proyectivos. Así. pues, consideremos los casos 
0y0). 

En este momento, observemos.que si w es un esquema de longitud mayor que 
cuatro de la forma indicada en los casos (1) o (2), y si w contiene dos términos adya- 
centes con la misma etiqueta pero exponentes de signo opuesto, entonces la operación 
de cancelación se puede aplicar para reducir-w aun esquema más corto que es tam- 
bién de la forma indicada en los casos (1), (2) o (3). Por tanto, podemos reducir w 
ya a un esquema de longitud cuatro, ya a uno que no contiene dos de tales términos 
adyacentes. 


Esquemas de longitud cuatro son fáciles de manejar, como veremos más adelan- 
te, así pues supongamos que w no contiene dos términos adyacentes con la misma 
etiqueta pero exponentes opuestos. En tal caso, probaremos que w es equivalente a 
un esquema 1”, de la misma longitud que ww, que tenga la forma 


w'= aba" en el caso (1) o 


w'= (aja1)---(agaz)abalb7w" enel caso (2) 
donde 1” es de tipo toro o vacío. Esta es la esencia del siguiente lema: 


Lema 77.3. Sea w un esquema propio de la forma w = wow, donde w, es un 
esquema de tipo toro que no contiene dos términos adyacentes con la misma etiqueta. 
Entonces w es equivalente a un esquema de la forma wqw2, donde wz tiene la misma 
longitud que ww; y tiene la forma 


vw = aba bw 
donde w3 es de tipo toro o vacío. 


Demostración. Se trata de la demostración más elaborada de esta sección, que invo- 
lucra tres operaciones de cortar y pegar. En primer lugar probaremos que, cambiando 
las etiquetas y exponentes, si fuera necesario, w se puede escribir de la forma 


(+) w=woly]a[ya]blyaja”* [ya]o”* [ys] 


donde alguno de los y; puede ser vacío. 


Entre las etiquetas que aparecen en w1, sea a una cuyas dos apariciones (con ex- 
ponentes opuestos, por supuesto) sean tan próximas como sea posible. Y ambas son, 
por hipótesis, no adyacentes. Cambiando los exponentes, si fuera necesario, podemos 
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suponer que primero encontramos la etiqueta a y luego a”*. Sea b cualquier etiqueta 
entre a y a7!, que podemos suponer con exponente +1. Entonces el término b7! 
aparece en w1, pero no se puede dar entre a y a” 1, pues éstos los hemos supuesto tan 
próximos como fuera posible. Si b7! aparece a continuación de a”, ya hemos ter- 
minado. Si aparece antes de a, entonces todo lo que necesitamos hacer es cambiar los 
exponentes de las etiquetas b y después intercambiar las etiquetas a y b para obtener 
un esquema de la forma deseada. 


Por tanto, supongamos que w tiene la forma (x). 
Primer corte y pegado. Veremos que w es equivalente al esquema 


w' = waly)blysla”* [yr yaJo”* [ys]. 
Para probar este resultado reescribamos w de la forma 


w = wolyi]a[yabyzla”*[yab”*ys). 


Y%  b Y 


Figura 77.3 


Ahora aplicamos el argumento de cortar y pegar indicado en la Figura 77.3 para 
concluir que 


w = woclyabya]c”*[y1yab”*ys) 
« woa[ya]b[ys]a”*[y1ya]b”* [ys] 


por reetiquetado. Nótese que el corte en c se puede hacer porque ambos polígonos 
resultantes tienen al menos tres lados. 


Segundo corte y pegado. Dado 
w'= walya]b[yala”'[yrya]b”* [ys] 
probaremos que w” es equivalente al esquema 


w” = walyyaya]ba” +6”? [yays]. 
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Si todos los esquemas y1, Ya, Y5 5y wo son vacíos, entonces el argumento es fácil, 
pues en este caso : 


-1 


w' = alyalblys]a—'b 
biyala”ib7%a[yo]  permutando 
alya]ba"*b”*yo]  reetiquetando 


=w". 


2 


2 


Ya y, 


Y, Ys 


Figura 774 


Envotro caso, se aplica el argumento indicado en la Figura 77.4 para concluir que 


w' = woalya]blya]a—*[y1ya]b”? [ys] 
woclyyayala”*c”*a[yays] 


woa[yiyaya]ba=*b”*[yoys]  reetiquetando. 


2 


2 


Tercer corte y pegado. Completamos ahora la demostración. Dado 


w” = woa[yyaya]ba” 1b”*[yoys] 


probaremos que w” es equivalente al esquema 
w” = waba""b”'[yysvsyays]. 


Si los esquemas 109, ys e y2 son vacíos, el argumento es fácil, ya que en este caso 


"Ud 


w” = alyiyaya]ba 7 
e balbla[yyaya]  permutando 
« aba tb lyyaya]  reetiquetando 


= ar 
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Figura 77.5 


En otro. caso, se aplica el argumento de la Figura 77.5 para concluir que 


1 


woalyryayalba”!b”1yoys] 
== woca” lc la[y yayayoys) 
woaba”1b7* ly, yayayoys] 


w 


¿ 


reetiquetando, como queríamos. " 


El paso final de nuestro proceso de clasificación supone probar que una suma 
conexa de planos proyectivos y toros es equivalente a una suma conexa de planos 
proyectivos solamente. 

Lema 77.4. Sea w un esquema propio de la forma 
w= wolcc)(aba” bw. 
Entonces w es equivalente al esquema 


w' = wp(aabbec)w . 


Demostración. Recordemos que el Lema 77.1 establece que para esquemas propios 
se tiene 


(*) lyola[y1]a[yo] — aalyoy; yo]. 


Procedemos como sigue: 
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w = (cc)i(aba"*b"l)wjwg  permutando 
= cejab] [ba] Hwy wp] 
w [abje[ba]ec[w1w0] : por (+) leído hacia atrás 
= [alb[c]bjacwiwp] 
w bblaclacwwo] . por (+) 
= [bblale]”*ajew,wo] pes 
« aa[bbecw1w] por (+) 
m wpaabbecw: permutando. A 


Teorema 77.5 (Teorema de clasificación). Sea X el espacio cociente que se obtiene 
de un polígono pegando sus aristas por pares. Entonces X es homeomorfo ya a $”, 
ya al n-toro T,,, ya al m-plano proyectivo Pp. 


Demostración. Sea w el esquema para el cual se forma el espacio X a partir del 
polígono P. Entonces w es un esquema propio de longitud al menos cuatro. Veamos 
que w es equivalente a uno de los siguientes esquemas: 
(1) aa=lob71, 
(2) abab, 
(3) (a101)(a307):-- (Amam), con m > 2, 
(4) (arbraz 'b7=(azb2az *b3*)... (anbnaz*b7*), conn > 1. 
El primer:esquema da lugar al espacio S?, y el segundo a P?, como observamos en 
los Ejemplos 2 y 4 de 574. El tercero conduce al espacio P,, y el cuarto a Ty. 
Paso 1. Sea w un esquema propio de tipo toro. Veamos que w es equivalente ya a 
un esquema como (1), ya a uno como (4). 
Si w tiene longitud cuatro, entonces se puede escribir de una de las formas 


aaTlbb? 6 -abaib?. 


El primero es de tipo (1) y el segundo de tipo (4). 


Procederemos por inducción sobre la longitud de w. Supongamos que w tiene 
longitud mayor que cuatro. Si w es equivalente a un esquema más corto de tipo toro, 
entonces se aplica la hipótesis de inducción. En otro caso, sabemos que ww no contiene 
pares adyacentes de términos con la misma etiqueta. Se aplica el Lema 77.3 (con wy 
vacío) para concluir que w es equivalente a un esquema, con la misma longitud que 
w, de la forma 

aba bw 
donde w3 es de tipo toro. Obsérvese que w3 no es vacío, ya que w tiene longitud 
mayor que cuatro. De nuevo, 43 no puede contener dos términos adyacentes con la 


877 El teorema de clasificación 531 


misma etiqueta, puesto que w no es equivalente a un esquema más corto de tipo toro. 
Aplicando el lema de nuevo, con wa = aba” 1b71, se concluye que w es equivalente 
a un esquema de la forma 


(aba "Dedo *d wa 


donde wa es vacío o de tipo toro. Si wa es vacío, ya se ha terminado; de lo contrario 
se aplica de nuevo el lema. Y así sucesivamente. 

Paso 2. Sea ahora w un esquema propio de tipo proyectivo: Veamos que w es 
equivalente ya a un esquema como (2), ya a úno como (3). 

Si w tiene longitud cuatro, el Corolario 77.2 implica que w es equivalente a uno 
de los esquemas aabb o 0 12. El primero es de tipo (3). El segundo se puede 
escribir de la forma aay; lo, con y, = ya = b; entonces el Lema 77.1 implica que 
es equivalente al esquema ay1aya = abab, que es de tipo (2). 

Procederemos por inducción sobre la longitud de w. Supongamos que w tiene 
longitud mayor que cuatro. El Corolario 77.2 nos dice que ww es equivalente a un 
esquema de la forma 

w'= (a1a1)--- (ayaz)wr 


donde k > 1 y u es de tipo toro o vacío. Si 1, es vacío, ya hemos acabado. Si w; 
tiene dos términos adyacentes con la misma etiqueta, entonces w' es equivalente a un 
esquema más corto de tipo proyectivo y se aplica la hipótesis de inducción. En otro 
caso, el Lema 77.3 nos dice que w' es equivalente a un esquema de la forma 


w'= (ajay)--- (azaz)aba "bw 


donde 12 es vacío o de tipo toro. Entonces se aplica el Lema 77.4 para concluir que 
w” es equivalente al esquema 


(ajaj) --- (azaz)aabbwz. 


Se continúa de la misma manera. Finalmente se consigue un esquema de tipo (3). 
A 


Ejercicios 
1. Sea X un espacio obtenido pegando pares de aristas de un polígono. 


(a) Demuestre que X es homeomorfo a exactamente uno de los espacios de la 
lista siguiente: S?, P?, K, Tn, Ta HP?, Taf¿K, donde K es la botella de 
Klein y n > 1. 
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(b) Demuestre que X' es homeomorfo a exactamente uno de los espacios de la 
.. lista siguiente: S?, T;, P?, Km, P244Km, donde Kn es la suma conexa 
de m botellas de Klein y m > 1. 
2. (a) Escriba la sucesión de operaciones elementales que se necesitan para llevar 
a cabo los argumentos que se indican en las Figuras 77.1 y 77.2. 
(b) Escriba la sucesión de operaciones elementales que se necesitan para levar 
a cabo los argumentos que se indican en las Figuras 77.3, 77.4 y 77.5. 


3. La demostración del teorema de clasificación suministra un algoritmo para to- 
mar un esquema propio de un polígono y reducirlo a una de las cuatro formas 
estándar indicadas en el teorema. Las equivalencias apropiadas son las siguien- 
tes; , 


0 [wolalyrJalya] > aa[yoy: * ya). 
(ii) [yo]aa”*[y1] — [yoya] si yoy1 tiene longitud al menos cuatro. 
Gi) wo[yiJa[ya]Jblys]a”*[ya]>”? [ys] — woada" by yayayoys). 
(iv) wolec)(aba"1b72)w — wgaabbecw. 
Mediante este algoritmo, reduzca cada uno de los siguientes esquemas a una de 
las formas estándar: 
(a) abacbTleT!. 
. (b) abca cb. 
(c) abbca2ddc”?, 
(d) abeda*b7tc71d7!, 
(e) abeda "le *b1d7!, 
169) aabede yd, 
(g) abcdabdc. 
(bh) abcdabcd. 
4. Sea w un esquema propio para un polígono de diez lados. Si w es de tipo pro- 


yectiva, ¿qué espacio, de los del Teorema 77.5, representa? ¿Cuál si w es de tipo 
toro? 
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Para completar nuestra clasificación de las superficies compactas debemos probar 
que cada superficie compacta conexa se puede obtener pegando pares de aristas de 
un polígono. En realidad, probaremos algo ligeramente más débil que eso, pues su- 
pondremos que la superficie en cuestión posee lo que se llama una triangulación. Se 
define este coricepto como sigue: 
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Definición. Sea X un espacio de Hausdorff compacto. Un triángulo curvo en X es 
un par (A, h) formado por un subespacio A de X y un homeomorfismo h : T > A, 
donde T' es una región triangular cerrada del plano. Si e es una arista de T, enton- 
ces h(e) se dice que es una arista de A; si v es un vértice de T, entonces h(v) se 
dirá un vértice de A. Una triangulación de X es una colección de triángulos curvos 
Az, -.., Án en X cuya unión es X, tal que para ¿ % ¡, la intersección A; M Aj es 
bien vacía, bien un vértice de ambos A; y Aj, bien una arista de ambos. Además, si 
hi : T; — Aj es el homeomorfismo asociado con As, pedimos que cuando A; N Aj 
sea una arista e de ambos, entonces la aplicación hr o h;¿ defina un homeomortiano 
lineal de la arista h;*(e) de T; con la arista hz e de T;. Si X posee una triangula- 
ción, se dirá que es 'triangulable. 


Es un resultado básico que cada superficie compacta es triangulable. La demos- 
tración es larga, pero no excesivamente difícil (véase [A-S] o [D-M)). 


Teorema 78.1. Si X es una superficie compacta triangulable, entonces X es homeo- 
morfa al espacio cociente obtenido de una colección de triángulos planos disjuntos 
pegando sus aristas por pares. 


Demostración. Sea Aj,..., An una triangulación de X, con homeomorfismos co- 
rrespondientes h; : T¿ — Aj. Suponemos que los triángulos T; son disjuntos; enton- 
ces las aplicaciones h¿ se combinan para definir una aplicación h : E=T,U-+-U 
Tn — X que es automáticamente una aplicación cociente (Y es compacto y X es de 
Hausdorff). Además, como la aplicación 0 o h; es lineal, siempre que A; y Aj se 
corten en una arista, h pega las aristas de T; y T¡ mediante un homeomorfismo lineal. 


Dos cosas tenemos que probar. Primera, tenemos que demostrar que para cada 
arista e de un triángulo A;, existe exactamente otro triángulo A; tal que A¿MAj = e. 
Esto probará que la aplicación cociente h pega las aristas de los triángulos T; por 
pares. 


La segunda es menos obvia. Tenemos que ver que si la intersección A; N Aj =u 
es un vértice de ambos, entonces existe una sucesión de triángulos que tiene a y por 
vértice, comenzando por A; y acabando en Aj, tal que la intersección de cada dos 
triángulos consecutivos de la sucesión es una arista de ambos (véase la Figura 78.1). 


Si no fuera éste el caso, se podría dar ura situación como la de la Figura 78.2. 
Aquí no se puede especificar la aplicación cociente h meramente especificando cómo 
se pegan las aristas de los triángulos T;, sino que habría también que indicar cómo se 
identifican los vértices cuando la identificación no viene forzada por el pegamiento 
de aristas. a 


Paso 1. Enfrentémonos, en primer lugar, con el segundo problema. Probaremos 
que, puesto que el espacio X' es una superficie, una situación tal como la que se indica 
en la Figura 78.2 no se puede presentar. 
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Figura 78.2 


Dado v, dos triángulos A; y Aj que tienen a v como vértice se dirá que son 
equivalentes si existe una sucesión de triángulos que tengan también a v como vértice, 
comenzando con A; y acabando con A;, tal que cada dos triángulos consecutivos se 
cortan en una arista común. Si existe más de una clase de equivalencia, sea B la ' 
unión de los triángulos de una clase y C la unión de los otros. Los conjuntos B y C 
se cortan solamente en v, ya que ningún triángulo de B tiene una arista común con 
uno de C. Concluimos que para cada entorno suficientemente pequeño W de v en 
X, el espacio W — u no es conexo.  ' 


Por otra parte, si X es una superficie, entonces v tiene un entorno homeomorfo a 
una 2-bola abierta. En este caso, v tiene entornos W arbitrariamente pequeños tales 
que W — u es conexo. 


Paso 2. Veamos ahora la primera cuestión. Comenzaremos probando que, dada 
una arista e del triángulo A;, existe al menos un triángulo adicional A; que tiene a e 
como arista. Esto es una consecuencia del siguiente resultado: 

Si X es un triángulo plano y x es un punto del interior de una de las aristas de 
X, entonces z no tiene un entorno en X homeomorfo a una 2-bola abierta. 
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Figura 78.3 


Para probar ésto, observamos que x tiene entornos arbitrariamente pequeños W 
para los cuales W — zx es simplemente conexo. En efecto, si W es el e-entorno de 
x' € X, para e pequeño, entonces es fácil ver que W — x es contractible a un punto. 
Véase la Figura 78.3. . 

- Por otro lado, supongamos que existe un entorno U de x que es homeomorfo a 

una bola abierta de R?, de manera que el homeomorfismo lléve z en el origen 0. 
Veamos que x no tiene entornos W arbitrariaménte pequeños tales que W — x es 
simplemente conexo. 


Figura 784 


En efecto, sea B la bola abierta unidad de R? centrada en el origen, y supongamos 
que V es un entorno cualquiera de O que está contenido en B. Escojamos e de manera 
que la bola abierta B¿, centrada en el origen y de radio e, esté en V, y consideremos 
las aplicaciones de inclusión 
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La inclusión ¿ es homotópica al homeomorfismo h(x) = x/e, así que induce un 
isomorfismo de grupos fundamentales. Por tanto, k, es sobreyectiva; se sigue que 
V — 0 no puede ser simplemente conexo. Véase la Figura 78.4. 


Paso 3. Ahora probamos que dada una arista e del triángulo A;, existe no más de 
un triángulo adicional Ajque tiene á e como arista. Es una consecuencia del siguiente 
resultado: 


Sea X la unión de k triángulos en R3, cada par de los cuales se corta en la arista 
común e. Sea x un punto del interior de e. Si k > 3, entonces zx no tiene un entorno 
en X homeomorfo a una 2-bola abierta. 


Probaremos que no existe entorno alguno W de zx en X tal que W — x tenga 
grupo fundamental abeliano. Se sigue que ningún entorno de x es homeomorfo a una 
2-bola abierta. 0 

Para comenzar, veamos que si A.es la unión de todas las aristas de los triángulos 
de X que son distintas de e, entonces el grupo fundamental de A no es abeliano. El 
espacio A es la unión de una colección de k arcos, cada par de los cuales se corta 
en sus extremos. Si B es la unión de tres de los arcos que forman A, entonces existe 
una retracción r de A sobre B, que se obtiene aplicando homeomórficamente cada 
uno de los arcos que no están en B en uno de los arcos en B, manteniendo fijos los 
extremos. Entonces r, es un epimorfismo. Como el grupo fundamental de B no es 
abeliano (por el Ejemplo 1 de $70 o el Ejemplo 3 de $58), tampoco lo es el grupo 
fundamental de A. 


Figura 78.5 


Se sigue que el grupo fundamental de X — z no es abeliano, pues es fácil ver que 
A es un retracto de deformación de X — x (véase la Figura 78.5). 

Ahora probamos nuestro resultado. Por conveniencia, supongamos que el punto 
x es el origen O de R3. Si W es un entorno arbitrario de O, se puede encontrar una 
“aplicación de reducción” f(x) = ex, que lleva X en W. El espacio X. = f(X) es 
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una copia de X' que está dentro de W. Consideremos las inclusiones 


Ea, 


W-0 


La inclusión ¿ es homotópica al homeomorfismo h(x) = z/e, así que induce un 
isomorfismo de grupos fundamentales. Se sigue que k, es sobreyectiva y por tanto el 
grupo fundamental de W — 0 no puede ser abeliano. a 


Teorema 78.2. Si X es una superficie compacta conexa triangulable, entonces X es 
homeomorfa a un espacio obtenido de un polígono plano pegando aristas por pares. 


Demostración. Se sigue del teorema anterior que existe una colección T,,..., Tn 
de triángulos planos, orientaciones y un etiquetado de las aristas de esos triángulos, 
donde cada etiqueta aparece exactamente dos veces en el esquema total, tal que X es 
homeomorfo al espacio cociente que se obtiene de esos triángulos por medio de su 
esquema. ES pen 

Aplicamos la operación de pegamiento de $76. Si dos triángulos tienen aristas 
con la misma etiqueta, podemos (después de la inversión de uno de ellos si fuera 
necesario) pegar los triángulos a lo largo de esas dos aristas. Como resultado se han 
sustituido dos triángulos por un polígono de cuatro lados, cuyas aristas tienen etique- 
tas y están orientadas. Continuamos de manera análoga. Siempre que tengamos dos 
polígonos con aristas con la misma etiqueta, el procedimiento se puede continuar. 

Eventualmente se llega a la situación donde bien se tiene un polígono, en cuyo 
caso el teorema queda probado, bien se llega a varios polígonos de manera que nin- 
guno de cada dos tienen aristas con la misma etiqueta. En tal caso, el espacio que 
se obtiene realizando los pegamientos indicados de aristas no es conexo; de hecho, 
cada uno de los polígonos da lugar a una componente conexa del espacio. Como X 
es conexo, esta situación no puede ocurrir. L 


Ejercicios 
1. ¿Cuál es el espacio indicado por cada uno de los siguientes esquemas para una 


colección de cuatro triángulos? 


(a) abc, dae, bef, cdf. 
(b) abc, cba, def ,dfe”?. 
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2. Sea A? el subespacio de R? formado por todos los puntos (21,72) con x2 > 0. 


3 
4 


Una 2-variedad con borde (o superficie con borde) es un espacio de Hausdorff 
X con una base numerable tal que cada punto x € X tiene un entorno homeo- 
morfo a un abierto de R?-o de A?. El borde de X (escrito 9X) consiste en los 
puntos zx tales que zx no tiene entorno alguno homeomorfo a un abierto de R?, 


(a) Pruebe que ningún punto de A? de la forma (21,0) tiene un entorno (en 
H?) homeomorfo a un abierto de ¡R?. 

(b) Demuestre que x € 0X si, y sólo si, existe un homeomorfismo h de un 
entorno de x en un abierto de H? tal que h(x) € R x 0. 

(c) Pruebe que 0X' es una 1-variedad. 


Demuestre que la bola unidad cerrada de R? es una 2-variedad con borde. 


Sea X una 2-variedad; sea U;,,...,U; una colección de abiertos disjuntos de 
X.. Supongamos que para cada ¿, existe un homeomorfismo h; de la bola abierta 
unidad 8? en U;. Sean e = 1/2 y B. la bola abierta de radio e. Pruebe que 
el espacio Y = X — |) h;(B¿) es una 2-variedad con borde y que OY tiene k 
componentes conexas. El espacio Y se llama “X -con-k-agujeros”. 


. Demuestre el siguiente: 


Teorema. Dada una 2-variedad compacta conexa triangulable con borde Y , tal 
que OY tiene k componentes, entonces Y es homeomorfa a X -con-k-agujeros, 
donde X es ya S?, ya el n-toro T,,, ya el m-plano proyectivo P. [Indicación: 
cada componente de OY es homeomorfa a un círculo.) 


Capítulo 13 


Clasificación de espacios 
recubridores 


Hasta aquí hemos usado espacios recubridores principalmente como una herramienta 
para calcular grupos fundamentales. Ahora invertimos las cosas y usaremos el grupo 
fundamental como una herramienta para estudiar espacios recubridores. 


Para hacer eso de una forma razonable, nos restringiremos al caso en que B es 
localmente conexo por caminos. Una vez hecho esto, también podemos pedir que 
B sea conexo por caminos, puesto que B se descompone en los conjuntos abiertos 
disjuntos Ba que son sus componentes conexas, y las aplicaciones p"*(Ba) — Ba 
obtenidas por restricción de p son aplicaciones recubridoras, por el Teorema 53.2. 
Podemos suponer también que E es conexo por caminos. Pues si E, es una compo- 
nente conexa de p”*(B,,), entonces la aplicación E, —> Ba obtenida por restricción 
de p es también una aplicación recubridora (véase el Lema 80.1). Por tanto, se pue- 
den determinar todos los recubridores del espacio localmente conexo por caminos B 
determinando cuáles son conexos por caminos de cada componente conexa de B. 


Por esta razón, adoptamos el siguiente: 


Convenio. En todo este capítulo, la declaración de que p : E — B es una apli- 
cación recubridora incluirá la hipótesis de que E y B son localmente conexos por 
caminos y conexos por caminos, a menos que se especifique lo contrario. 


Con este convenio, vamos a describir la relación entre espacios recubridores de B 
y el grupo fundamental de B. 


Sip : E — B es una aplicación recubridora, con p(ey) = bo, entonces el homo- 
morfismo inducido p, es inyectivo, por el Teorema 54.6, de manera que 


Ho = pe m(E, e0)) 
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es un subgrupo de 71, (B, bp) isomorfo a 71, (E, ep). Resulta que el subgrupo Hp deter- 
mina completamente el recubridor p, salvo una conveniente relación de equivalencia 
de recubridores. Esto lo veremos en 879. Además, bajo una muy suave condición adi- 
cional de “sutileza local” sobre B, existe, para cada subgrupo Hp de 7,(B, bp), un 
recubridor p : E — B de B cuyo subgrupo correspondiente es Hp. Esto se probará en 
$82. 


Dicho sin mucha precisión, estos resultados prueban que podemos determinar to- 
dos los espacios recubridores de B simplemente examinando la colección de todos 
los subgrupos de 1 (B, bp). Este es el procedimiento clásico de topología algebraica; 
se “resuelve” un problema de topología reduciéndolo a uno de álgebra, que afortuna- 
damente es más tratable. 


A lo largo de este capítulo, suponemos el teorema general de la correspondencia 
del levantamiento, Teorema 54.6. 


$79 Equivalencia de espacios recubridores 


En esta sección probamos que el subgrupo Hp de r¡(B, bo) determina completa- 
mente el recubridor p : E —> B, salvo una adecuada noción de equivalencia de 
recubridores. 


Definición. Seanp: E —> B y y! : E' — B aplicaciones recubridoras. Diremos 
que son equivalentes si existe un homeomorfismo h : E => E! tal que p = p'o 
h. El homeomorfismo h se denomina equivalencia de aplicaciones recubridoras o 
equivalencia de espacios recubridores. 


h E 
B 


Dadas dos aplicaciones recubridoras p : E — B y p' : E' —> B cuyos subgrupos 
correspondientes Hp y Hf son iguales, probaremos que existe una equivalencia h : 
E — E”. Para ello, necesitamos generalizar los lemas de levantamiento de $54. 


E 


Lema 79.1 (Lema del levantamiento general). Sea p ::E —= B una aplicación re- 
cubridora y p(ey) = bo. Sea f-: Y — B.una aplicación continua con f (yo) = bp. 
Supongamos que Y es conexo por caminos y localmente conexo por caminos. La 
aplicación f se puede levantar a una aplicación f : Y — E tal que F(vo) = en si, y 
sólo si, 

f«(m (Y, yo)) C p(mi(E, eo). 


Además, si tal levantamiento existe, es Único. 


$79 Equivalencia de espacios recubridores 541 


Demostración. Si el levantamiento f existe, entonces 


f(mi(Y yo) = pel fa(mi(Y, yo))) € ada eo). 


Esto prueba la parte “sólo si” del teorema. 


Ahora probamos que si f existe, es única. Dado y1 € Y, se elige un camino a en 
Y desde yo hasta y, . Se toma el camino f o a: en B y se levanta a un camino y en E 
que comienza en ey. Si un tal levantamiento f de f existe, entonces f (11) debe ser 
igual al punto final y(1) de y, pues f o a es un levantamiento de fo a que comienza 
en ep, y los levantamientos de caminos son únicos. 


Finalmente, probamos la parte “si” del teorema. La parte de unicidad de la demos- 
tración nos da una pista de cómo proceder. Dado y; € Y , se elige un camino a en Y 
desde yo hasta y; . Se levanta el camino f o o: a un camino y en E que comienza en 
eo y se define f(y1) = 1(1) (véase la Figura 79.1). Supone un cierto trabajo probar 
que f está bien definida, es decir, no depende de la elección de «+. Una vez probemos 
esto, la continuidad de f se demuestra fácilmente, como ahora vemos. 


Figura 79.1 


Para probar la continuidad de f en el punto y; € Y, veamos que, dado un entor- 
no N de f(y1), existe un entorno W de y, tal que f(W) C N. Para comenzar, se 
elige un entorno conexo por caminos U de f(y1) que está regularmente recubierto 
por p. Descompongamos p*(U) en rebanadas, y sea Vo la rebanada que contiene al 
punto f(y,). Sustituyendo U por un entorno más pequeño de f(y1), si fuera nece- 
sario, podemos suponer que Vy CN. Sea pg : Va —> U obtenida por restricción de 
p; entonces py es un homeomorfismo. Como f es continua en y, e Y es localmente 
conexo por caminos, podemos encontrar un entorno conexo por caminos W de y, tal 
que f(W) C U. Probaremos que f(W) C Vo; entonces el resultado quedará demos- 
trado. 
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Dado y € W, se elige un camino 4 en W desde y, hasta y. Como f está bien 
definida, f (y) se puede obtener tomando el camino ax 8 desde yo hasta y, levantando 
el camino f o(a*/8) a un camino en E que empieza en eo, y haciendo que f (y) sea el 
punto final de este levantamiento. Ahora y es un levantamiento de a: que empieza en 
eo . Puesto que el camino fof está en U,el camino ¿ = p¿ *ofofB es un levantamiento 
de f o 8 que parte de f (y1). Entonces -y * ó es un levantamiento de f o (a: x (8) que 
parte de ey y acaba en el punto $(1) € Vo. Por e: Í(W) C Vo, como 
deseábamos. 

Finalmente, probamos que f está bien definida. Sean a: y f dos caminos en Y 
desde yo hasta y; . Tenemos que ver que si levantamos f oa y fo f a caminos en E 
partiendo de ep, entonces ambos levantamientos acaban en el mismo punto de E. 

En primer lugar, levantamos f 0 o: a un camino y en E que comienza en eq; luego 
levantamos f o fá a un camino ¿ en E que comienza en el punto y(1) de y. Entonces 
»y x Ú es un levantamiento dél lazo f o (a * 8). Ahora por hipótesis, 


fa(m (Y, yo)) € pa(mi(E, eo). 
Por tanto, [f o (a: * 5)] está en la imagen de p,. El Teorema 54.6 implica que su 
levantamiento y * Ó es un lazo en E. 


Se sigue que de está bien definida, ya que Ú es un levantamiento de f o 8 que parte 
de es y y es un levantamiento de f o «* que parte de ey, y ambos levantamientos 
acaban en el mismo punto de £. E 


Teorema 79.2. Seanp : E => B y p' : E' —+ B aplicaciones recubridoras; sea 
pleo) = p'(ey) = bo. Existe una equivalencia h : E — E? tal que h(ep) = € si, y 
sólo si, los grupos 

Ho=pe(m(E,e0)) y Hi=».m(E,eb)) 
son iguales. Si h existe, es Única. 


Demostración. Probamos la parte “sólo si” del teorema. Dado h, el hecho de que 
sea un homeomorfismo implica que 


ha(m(E,e0)) = m(E, ep)- 
Como p' o h = p, se tiene que Ho = Hj. 
Ahora probamos la parte “si” del teorema. Suponemos que Hp = Hf y demos- 


tramos que h existe. Aplicaremos el lema anterior (cuatro veces). Se considerás las 
aplicaciones 
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Como p' es una aplicación recubridora y E es conexo por caminos y localmente 
conexo por caminos, existe una aplicación h : E — E”, con h(ep) = ef, que es un 
levantamiento de p (es decir, tal que p' o h = p). Invirtiendo los papeles de E y E' 
en este argumento, vemos que existe una aplicación k : E' + E, con k(e/) = en, tal 
que p o k = p. Ahora se consideran las aplicaciones 


E 


> 
EZ B, 


La aplicación koh : E-—> E es un levantamiento de p (ya que pokoh=p'oh= p), 
con p(ep) = e0. La aplicación identidad ¿£ de E es otro de tales levantamientos. La 
parte de unicidad del lema anterior implica que k o kh = ¿¿. Un argumento similar 
demuestra que hok= ¿pr. a 


Nos parece haber resuelto nuestro problema de equivalencia. Pero hay una sutileza 
que hemos pasado por alto. Hemos obtenido una condición necesaria y suficiente paa 
la existencia de una equivalencia. h : E > E? que lleva el punto ep en el punto eb- 
Pero aún no hemos determinado bajo qué condiciones existe una equivalencia en 
general. Podría ser que no existiera equivalencia llevando ey a ef, pero que existiera 
una aplicando ey en algún otro punto e) de (p”)7* (bp). ¿Podemos determinar si es 
éste el caso simplemente examinando los subgrupos Ho y Hf? Consideremos ahora 
este problema. 

* Si Hy y Ha» son subgrupos de un grupo G, recordamos de álgebra que aquéllos 
se dice que son subgrupos conjugados si Hz = a: - H; - a7?, para algún elemento a 
de G. Dicho de otra manera, los subgrupos son conjugados si el isomorfismo de G 
en sí mismo que aplica x en a: - 7 - 7? aplica H; en Ha. Es fácil comprobar que la 
conjugación es una relación de equivalencia en la colección de los subgrupos de G. 
La clase de equivalencia del subgrupo /7 se denomina clase de conjugación de H. 


Lema 79.3. Sea p : E — B una aplicación recubridora. Sean ep y es puntos de 
p"*(bo) y Hi = palm (E, es). 
(a) Si y es un camino en E de ey ae, y a es el lazo poy en B, entonces se satisface 
la ecuación [a] x H; x[a]71 = Hp; por consiguiente, Hy y H, son conjugados. 
(b) Recíprocamente, dados ey y un subgrupo H de r,(B, bo) conjugado de Ho, 
existe un punto e; de p"*(bp) tal que Hi = H. 


Demostración. — (a) En primer lugar, probamos que [a] « H; x lo]7* C Ho. Dado un 
elemento [h] de H;, se tieñie que [h] = ps((h)), para algún lazo h en E basado en e. 
Sea k el camino k = (y x h) x 5; es un lazo en E basado en eo y 


p.([k]) = [(a * h) xa] = le] «[hJ+ la, 
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así. el último elemento pertenece a p, tmiE, .€0)) = Ho, como deseábamos (véase la 
Figura 79.2). ¡ 


Figura 79.2 


Ahora probamos que [a] * H; * [a]71 > Hp. Nótese que y es un camino de ey a 
eo y € es igual al lazo p o y. Por el resultado que se acaba de probar se tiene 


[a] * Ho*+ [a]? c Hi 


que implica el resultado deseado. 


(b) Para probar el recíproco, sean ey un punto dado y H conjugado de Ho. Enton- 
ces Hy = [a] * Hx[a]7? para algún lazo a: en B basado en bo. Sea y el levantamiento 
de a: a un camino en E partiendo de ey, y sea ez = y(1). Entonces (a) implica que 
Ho = [a] «* Hi + [a]7*. Concluimos que H = H,. A 


Teorema 794. Seanp: E —> B yp' : E' > B aplicaciones recubridoras y p(ey) = 
p'(e4) = bo. Las aplicaciones recubridoras p y p' son equivalentes si, y sólo si, los 
subgrupos A 

Ho=pa(m(E,eo)) y Hy=p. (mE, ep) 


de r,(B, bp) son conjugados. 


Demostración. Sih : E — E? es una equivalencia, sean e, = h(ep) y H] = 
pe(T(E', e, )). El Teorema 79.2 implica que Ho = H; , mientras que el lema anterior 
nos dice que H; es conjugado de H;.- 

Recíprocamente, si los Erupos Ho y H¿ son conjugados, el lema anterior implica 
la existencia de un punto e) de E” tal que H; = Ho. El Teorema 79.2 nos da entonces 
una equivalencia h : E — E! tal que h(eo) = e) - a 
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EJEMPLO 1. Consideremos espacios recubridores del círculo B = S*.Comor¡(B, bp) 
és abeliano, dos subgrupos de 7, (B, bg) son conjugados si, y sólo si, son iguales. Por tan- 

. to, dos recubridores de B son equivalentes si, y sólo si, se corresponden con el mismo 
subgrupo de (8, bo). 

Ahora bien, 71 (B, by) es isomorfo a Z. ¿Cuáles son los subgrupos de Z? Un teorema 
conocido de álgebra dice que un subgrupo no trivial de Z debe ser el grupo G,, de todos 
los múltiplos de n, para algún n € Z4. 

Hemos estudiado un espacio recubridor del círculo, el recubridor p : R — $1, Debe 
¡corresponder al subgrupo trivial de 7, (31, bg), ya que R es simplemente conexo. También 
hemos considerado el recubridor p : S? — S1 definido por p(z) = 2”, donde z es un 
número complejo. En este caso, la aplicación p,. lleva un generador de 7,(S*, bg) en n 
veces él mismo. Por tanto, el grupo p, (7,(S*, bp)) se corresponde con el subgrupo G,, 
de Z mediante el isomorfismo estándar de 71,(S”, bp) con Z. 

Concluimos del teorema anterior que cada espacio recubridor conexo por caminos de 
51 es equivalente a uno de estos recubridores. 


Ejercicios 


1. Demuestre que si n > 1, cada aplicación continua f : S” — S! es homotópi- 
camente nula. [Indicación: utilice el lema del levantamiento.] 
2. (a) Pruebe que cada aplicación continua f : P?2 — 5! es homotópicamente 
nula. 
(b) Encuentre una aplicación continua del toro en S* que no sea homotópica- 
mente nula. 


3. Sean p : E — B una aplicación recubridora y p(ey) = bp. Demuestre que 
Bo = p+(m(E,e0)) es un subgrupo normal de ¡(B, bp) si, y sólo si, para 
cada par de puntos ey, €z de p”*(bp), existe una equivalencia h : E — E con 
h(e1) = €2. 

4. Sea T = S! x S] el toro. Existe un isomorfismo de T,(T, bo x bp) con Z x Z 
inducido por la proyección de T' sobre cada uno de sus dos factores. 


(a) Encuentre un espacio recubridor de T' correspondiente al subgrupo de Z x 
Z generado por el elemento m x 0, siendo rn un entero positivo. 
(b) Encuentre un espacio recubridor de T' correspondiente al subgrupo trivial 
deZ xZ. 
(c) Encuentre un espacio recubridor de T' correspondiente al subgrupo de Z x 
Z, generado por m x 0 y O x n, siendo m y n enteros positivos. 
*5. Sean T = Si x 8! el toro y zp = bp x dp. 


(a) Pruebe el siguiente resultado: 
Teorema. Cada isomorfismo de r¡(T, xp) consigo mismo está inducido 
por un homeomorfismo de T consigo mismo que aplica xy en Zo. 
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(b) 


Undicación: sea p : R? > T la aplicación recubridora usual. Si A-es una 
matriz 2 x 2 de elementos enteros, la aplicación lineal Ta : R? —R? con 
matriz A induce una aplicación continua f : T —> T. Además, f es un 
homeomorfismo si Á es invertible sobre los enteros. ] 


Pruebe el siguiente resultado: 

Teorema. Si E es un espacio recubridor de T, entonces E es homeomor- 
foyaaR? yaaS!ixR, yaaT. 

[Indicación: puede usar el siguiente resultado de dieta si F es un grupo 
abeliano libre de rango 2 y N es un subgrupo no trivial, entonces existe 
una base ay, az de F tal que ya (1) ma; es una base de N, para algún 
entero positivo m, ya (2) ma, nazg es una base de N, donde m y n son 
enteros positivos. ] 


*6. Pruebe el siguiente resultado: 
Teorema. Sea G un grupo topológico con operación de multiplicación m : 


Gx G > G y con elemento neutro e. Supongamos que p : G — G es una 
aplicación recubridora. Dado € con p(é) = e, existe una única operación de 
multiplicación sobre G que lo convierte en un grupo topológico tal que é es el 
elemento neutro y p es un homomorfismo. 

Demostración. Recuérdese que, por convenio, G y G son conexos por caminos 
y localmente conexos por caminos. 


(a) Seal: G —=>Gla aplicación 1 (9) = ll qn Demuestre que existen aplica- 


(b) 


(c) 


ciones únicas mm: GxG =Gel:G >= G,conm(é x €) = 6, 1(€) = é 
tales que pom = molpxp)ypol= Top. 

Pruebe que las aplicaciones G — G dadas por ¿ >mMéxgyjg> 
m(g x €) son iguales a la aplicación identidad de G. [Indicación: utilice 
la parte de unicidad del Lema 79.1.] 


Demuestre que las aplicaciones G > G dadas por j — máx 15) y 
4 — m(1(9) x ¿) aplican G en €. 


(d) Pruebe que las aplicaciones Á x G x G — G dadas por 


gxg xy” — mg xx m(g' x 9”) 
gg xg" —mim(gx 9) x 9”) 


son iguales. 


(e) Complete la demostración. 


7. Sea p : G — G un homomorfismo de grupos topológicos que es una aplicación 
recubridora. Demuestre que si G es abeliano, también lo es (=. 
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880 El espacio recubridor universal 


Supongamos que p : E — B es una aplicación recubridora con p(ep) = bo. Si E es 
simplemente conexo, entonces E se denomina espacio recubridor universal de B. 
Como 1 (E, eg) es trivial, este espacio recubridor corresponde al subgrupo trivial de 
Tr1(B,bp) bajo la correspondencia definida en la sección anterior. El Teorema 79.4 
implica así que cualesquiera dos espacios recubridores de B son equivalentes. Por 
esta razón, a menudo hablamos de “el” espació recubridor universal de un espacio 
dado B. No todo espacio tiene un espacio recubridor universal, como veremos. Por 
el momento, simplemente supondremos que B tiene un espació recubridor universal 
y obtendremos algunas consecuencias de esta hipótesis. 


Probamos dos lemas preliminares: 


Lema 80.1. Sea B conexo por caminos y localmente conexo por caminos. Sea p : 
E + B una aplicación recubridora en el sentido anterior (de manera que no se re- 
quiere que E sea conexo por caminos). Si Ey es una componente conexa por caminos 
de E, entonces la aplicación pg : Ey —> B obtenida por restricción de p es una apli- 
cación recubridora. 


Demostración. Primero probamos que pg es sobreyectiva. Como el espacio E es 
localmente homeomorfo a B,.es localmente conexo por caminos. Por tanto, Ey es 
abierto en E. Se sigue que p(Lo) es abierto en B. Probamos que p(Eg) es también 
cerrado en B, así que p(Ep) = B 


Sea zx un punto de B perteneciente a la clausura de p(Ep). Sea U un entorno 
conexo por caminos de r que está regularmente cubierto por p. Puesto que U contiene 
un punto de p(Ep), alguna rebanada V,, de p”*(U) debe cortar a Ey. Como V,, es 
homeomorfo a U, es conexo por caminos; por tanto, debe estar contenido en Ep. 
Entonces p(Va) = U está contenido en p(Ep), de manera que en particular, x € 
p(En). 

Ahora probamos que po : Ey —> B es una aplicación recubridora. Dado x € B, 
escojamos un entorno U de x como antes. Si V,, es una rebanada de p”*(U), entonces 
Y, es conexo por caminos; si corta a Eg, está en Ej. Por tanto, p”*(U) es igual a 
la unión de aquellas rebanadas Va “de p”*(U) que cortan a Ep; cada una de ellas es 
abierta en Eo y aplicada homeomórficamente por pp en U. Así U está regularmente 
cubierto por po. LL 


Lema 80.2. Seanp,q yr repo continuas con p = r o q, como en el siguiente 
diagrama: 
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(a) Sip y r son aplicaciones recubridoras, también lo es q. 


_*(b) Sip y q son aplicaciones recubridoras, también lo es r. 


Demostración. Por nuestro convenio, X, Y y Z son conexos por caminos y local- 
mente conexos por caminos. Sea rg € X; pongamos Yo = al xo) y zo = p(xao). 

(a) Supongamos que p y r son aplicaciones recubridoras, Probamos primero que 
q es sobreyectiva. Dado y € Y, escojamos un camino á en Y de yo a y. Entonces 
a = ro ú es un camino en Z partiendo de zp; sea á un levantamiento de o: a un 
camino en X partiendo de zo. Entonces q o á es un levantamiento de a a Y partiendo 
de yo. Por la unicidad de levantamientos de caminos, á = g o á. Entonces q aplica el 
punto final de á en el punto final y de á. Por tanto, q es sobreyectiva. 


Dado y € Y, encontramos un entorno de y que está regularmente cubierto por 
q. Sea z = r(y). Como p y r son aplicaciones recubridoras, podemos encontrar un 
entorno conexo por caminos U de z que está regularmente cubierto por ambas p y r. 
Sea V la rebanada de r71(U) que contiene al punto y; probamos que V está regular- 
mente cubierto por q. Sea (U,,) la colección de rebanadas de p”*(U). Ahora q aplica 
cada conjunto U., en el conjunto r7*(U); como U., es conexo, debe ser aplicado por 
q en una de las rebanadas de r”*(U). Por tanto, q7*(V) es la unión de aquellas reba- 
nadas U,, que se aplican por q en V. Es fácil ver que cada una de tales U,, se aplica 
homeomórficamente sobre V por q. Pues sean po, 90 y To las aplicaciones obtenidas 
por restricción de p, q y r, respectivamente, como se indica en el siguiente diagrama: 


A 


V 
ya 


Puesto que pp y ro son homeomorfismos, así lo es qy = Ty lo pp. 


*(b) Usaremos este resultado solamente en los ejercicios. Supongamos que p y 
q son aplicaciones recubridoras. Como p = r o q y p es sobreyectiva, r también es 
sobreyectiva. 


Dado z € Z, sea U un entorno conexo por caminos de z que esté regularmente 
cubierto por p. Probamos que U también está regularmente cubierto por r. Sea (Va) 
la colección de componentes conexas de r*+(U). Estos conjuntos son disjuntos y 
abiertos en Y. Veamos que para cada 5, la aplicación r lleva homeomórficamente Va 
enU. 


Sea (U,,) la colección de rebanadas de p”+(U), que son disjuntas, abiertas y co- 
nexas por caminos; por tanto, son las componentes conexas por caminos de p”*(U”). 
Ahora q aplica U,, en el conjunto 7”1(U); como U,, es conexo, debe ser aplicado 
por q en uno de los conjuntos Vg. Por tanto, a vs) es la unión de una subcolec- 
ción de la colección U,,. El Teorema 53.2 junto con el Lema 80.1 implican que si 
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UVa, €s una cualquiera de las componentes conexas de q”1(Vg) entonces la aplica- 
ción q0 : Us, —> Vg obtenida por restricción de q es una aplicación recubridora. 
En particular, qg es sobreyectiva. Por consiguiente, go .es un homeomorfismo, siendo 
continua, abierta e inyectiva también. Consideremos las aplicaciones 


Uao 0 
Po | Va 
UTE 


obtenidas por restricción de p, q y r. Como po y qo son homeomorfismos, así lo es 
TO. | 


Teorema 80.3. Sea p : E — B una aplicación recubridora, con E simplemente 
conexo. Dada cualquier aplicación recubridora r : Y —> B, existe una aplicación 
recubridora q : E — Y talqueroq =p. 


Este teorema demuestra por qué E se denomina recubridor universal de B; recu- 
bre cualquier otro espacio recubridor de B. 


Demostración. Sea by € B; escojamos ey e yo tales que p(ey) = bo y ríyo) = bo. 
Se aplica el Lema 79.1 para construir q. La aplicación r es una aplicación recubridora, 
y la condición 

pr(mi(E, eo)) C rs(m(Y, yo)) 


se satisface trivialmente, ya que E es simplemente conexo. Por tanto, existe una 
aplicación q : E — Y tal que r o q = p y q(eo) = yo. Se sigue del lema anterior que 
q es una aplicación recubridora. a 


Ahora damos un ejemplo de un espacio que no tiene recubridor universal. Para 
ello se necesita el siguiente lema. " 


Lema 80.4. Sean p : E —> B una aplicación recubridora y p(ep) = bp. Si E es 
simplemente conexo, entonces by tiene un entorno U tal que la inclusión i : U = B 
induce el homomorfismo trivial 


ds : T1(U, do) — mi(8B, bo). 


Demostración. SeaU un entorno de by regularmente cubierto por p. Se descompone 
p”*(U) en rebanadas y sea U, la rebanada que contiene a eq. Sea f un lazo en U 
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basado en bp. Como p define un homeomorfismo de U,, con U, el lazo f se levanta a 
un lazo f en 0, basado en ep. Como E es simplemente conexo, existe una homotopía 
de caminos F en E entre f y un lazo constante. Entonces po F es una homotopía de 
caminos en B entre f y unlazo constante. : ] 


EJEMPLO 1. Sea X nuestro familiar “pendiente infinito” en el plano; si C,, es el círculo 
de radio 1/n en el plano con centro en el punto (1/n, 0), entonces X es la unión de los 
círculos C,,. Sea bp el origen; veamos que si U es un entorno cualquiera de by en X, 
entonces el homomorfismo de grupos fundamentales inducido por la inclusión ¿: U => X 
no €s trivial. 

Dado n, existe una retracción Tr: X —= C, obtenida haciendo que r aplique cada 
círculo C,, para ¿ % n, en el punto ha Elijamos n lo suficientemente grande como para 
que C,, esté en U. Entonces en el siguiente diagrama de homomorfismos inducidos por 
la inclusión, ¿, en inyectiva; por consiguiente, ¿, no puede ser trivial. 


T1(C,,, do) 1 (X, bo) 


Ti(U, bp) 


Se sigue que aunque X sea conexo por caminos y localmente conexo por caminos, no 
posee recubridor universal. 


Ejercicios 


1. Dadas las aplicaciones q : X —> Y yr: Y — Z,seap=ro0q. 


(a) Sean q y r aplicaciones recubridoras. Demuestre que si Z tiene un espacio 
recubridor universal, entonces p es una aplicación recubridora. Compare 
con el Ejercicio 4 de $53. 

*(b) Dé un ejemplo donde q y r sean aplicaciones recubridoras pero p no. 
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Dada una aplicación recubridora p : E — B, tiene cierto interés considerar el con- 
junto de todas las equivalencias de este espacio recubridor con él mismo. Tal equiva- 
lencia se denomina transformación recubridora. Composiciones e inversas de trans- 
formaciones recubridoras son transformaciones recubridoras, por tanto este conjunto 
forma un grupo, que se denomina grupo de transformaciones recubridoras y se es- 
cribirá C(E, p, B). 

A lo largo de esta sección, supondremos que p : E > B es una aplicación 
recubridora con p(ey) = bg y pondremos Ho = p+(mi(E, e9)). Probaremos que 
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el grupo E(E, p, B) está completamente determinado por el grupo 71(B, bp) y el 
subgrupo Hp. Específicamente, probaremos que si N(Hp) es el mayor subgrupo de 
T1(B,bo) del que Ho es un subgrupo normal, entonces C(E, p, B) es isomorfo a 
N(Ho)/Ho. 


Formalmente definimos N (Hp) como sigue: 


Definición. Si Hes un subgrupo del grupo G, entonces el normalizador de H en 
G es el subconjunto de G definido por la ecuación 


N(H) = [g|gHg * = H). 


Es fácil ver que N(H) es un subgrupo de G. Se sigue de la definición que él contiene 
a H como subgrupo normal y es el mayor de tales subgrupos de G. 


La correspondencia entre los grupos N(Hp)/Ho y C(£, p, B) se establece me- 
diante la correspondencia de levantamientos de 854 y los resultados sobre la existen- 
cia de equivalencias demostrada en $79. Damos la siguiente definición: 


Definición. Dadap: E —> B con p(ep) = bo, sea F el conjunto F = p”*(eg). 
Sea 
$b: Tri(B,bo)/Ho >oPF 


la correspondencia de levantamientos del Teorema 54.6; es una biyección. Se define 
también una correspondencia 


v:C(E,p,B) > F 


poniendo V(h) = h(ep) para cada transformación recubridora h : E —+ E. Como h 
queda unívocamente determinada una vez que se conoce su valor en eg, la correspon- 
dencia Y es inyectiva. 


Lema 81.1. La imagen de la aplicación Y es igual a la imagen por 9 del subgrupo 
N(Ho)/Ho de mí(B, bo) / Ho. 


Demostración. La correspondencia del levantamiento P : r¡(B,bp) — F se de- 
finía de la siguiente manera: dado un lazo a en B basado en by, sea y su levanta- 
miento a E partiendo de en. Pongamos e, = y(1). Se define 9 por 9([a]) = e. 
Para probar el lema necesitamos demostrar que existe una transformación recubrido- 
rah: E => E con h(eg) = e, si, y sólo si, [a] € N(Ho). 

El Lema 79.1 dice que h existe si, y sólo si, Ha = H¡,donde Hy = p,(m(E, e1)). 
Y el Lema 79.3 afirma que [a] * H; * [a]7* = Ho. Por consiguiente, h existe si, y 
sólo si, [a] x Ho + [a]”? = Ho, que es simplemente decir que [o] € N(Ho). n 


> 
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Teorema 81.2, La biyección 
$9 7lo0vW:C(E,p, B) > N(Ho)/Ho 
es un isormorfismo de grupos. 


Demostración. Sólo necesitamos probar que $7! o Y es un homomorfismo. Sean 
h, k : E — E transformaciones recubridoras, h(ep) = e1 y k(e0) = es. Entonces 
V(h)=e1, y V(k)=e2 


por definición. Escojamos caminos y y Ú en E de ey a e, y e2, respectivamente. Si 
a =poyy PB =po0 6, entonces 


d([0]Ho) =e. y D([8]Ho) = ez 
por definición. Sea eg = h(k(ep)); entonces V(h o k) = ez. Probemos que 
d([a * 8] Ho) = ez 


y la demostración quedará completada. 


Como d es un camino de eg a ez, el camino h o Ó va de h(epg) = es a h(ez) = 
h(k(e0)) = es (véase la Figura 81.1). Entonces el producto y x (A o d) está definido 
y es un camino de ey a ez. Es un levantamiento de a: x $, ya que po y = q y 


pohoó=poó= B.Por tanto, P([a * B] Hp) = ez, como deseábamos. n 
3 
hi hos 
V 
do . 
A e 
/ $ 
Pp 
1 
k| a B 
1 A 8, 7 
yA; 
% 
Figura 81.1 


Corolario 81.3. El grupo Hy es un subgrupo normal de ,(B, bg) si, y sólo si, para 
cada par de puntos e; y ez de p”*(bp), existe una transformación recubridora h: 
E —+ E con h(e¡) = ez. En este caso, existe un isomorfismo 


5 lov:C(E,p, B) — 11(B,bp)/Ho. 
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Corolario 814. Sea p : E — B'una aplicación recubridora. Si E es simplemente 
conexo, entonces : 
ds C(E,p, B)= r,(B,bdp). 


Si Hp es un subgrupo normal de 7,(B, bg), entonces p : E — B se denomina 
aplicación recubridora regular. (Aquí nos encontramos otro ejemplo de sobreuso 
de términos familiares. Las palabras “normal” y “regular” han sido ya utilizadas con 
significados completamente diferentes.) . 


EJEMPLO 1. Como el grupo fundamental del círculo es abeliano, cada recubridor de 
S! es regular. Si p : R — 5! es la aplicación recubridora estándar, por ejemplo, las 
transformaciones recubridoras son los homeomorfismos z —> x + n. El grupo de tales 
transformaciones es isomorfo a Z. 


Figura 81.2 


EJEMPLO 2. Para dar un ejemplo en el otro extremo, consideremos el espacio recubri- 
dor de la figura ocho indicada en la Figura 81.2. (Este recubridor ya fue considerado en 
$60. El eje x se envuelve alrededor del círculo A y el y alrededor del B. Los círculos A; 

“y B; se aplican homeomórficamente en A y B, respectivamente.) En este caso, probamos 
que el grupo C(E, p, B) es trivial. 

En general, si h : E — E es una transformación recubridora, entonces cualquier 
lazo en el espacio base que se levanta a un lazo en E en ey también se levanta a un lazo 
cuando el levantamiento parte de h(ep). En el presente caso, un lazo que genera el grupo 
fundamental de A se levanta a un no-lazo cuando el levantamiento está basado en ep y 
se levanta a un lazo cuando está básadó en cualquier otro punto de p”1 (bp) en el eje y. 
Análogamente, un lazo que genera el grupo fundamental de B se levanta a un no-lazo 
partiendo de ep y a un lazo partiendo de cualquier otro punto de p”* (bp) en el eje x. Se 
sigue que h(e9) = eo, así que h es la aplicación identidad. 
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Existe un método para construir espacios recubridores que conduce automática- 
mente a un recubridor que es regular y, en efecto, cada espacio recubridor regular se 
puede construir por este método. Requiere la acción de un grupo G sobre un espacio 
X. 


Definición. Sean X un espacio y G un subgrupo del grupo de homeomorfismos 
de X consigo mismo. El espacio de órbitas X/G se define como el espacio cociente 
obtenido de X por medio de la relación de equivalencia z — g(x) para todo x € X y 
todo y € G. La clase de equivalencia de x se denomina órbita de x. 


Definición. Si G es un grupo de homeomorfismos de X, la acción de G sobre X 
se dice que es propiamente discontinua si para cada x € X existe un entorno U de 
x tal que g(U”) es disjunto con U siempre que g % e (aquí e es el elemento neutro 
de G). Se sigue que go(U) y g,(U) son disjuntos siempre que go + g;, pues de lo 
contrario U y gy *g1(U) no serían disjuntos. 


Teorema 81.5. Sean X conexo por caminos y localmente conexo por caminos y G 
un grupo de homeomorfismos de X. La aplicación cociente rn : X > X/G es una 
aplicación recubridora si, y sólo si, la acción de G es propiamente discontinua. En 
este caso, la aplicación recubridora r es regular y G es su grupo de transformaciones 
recubridoras. 


Demostración. Probemos que 7 es una aplicación abierta. Si U es un abierto en 
X, entonces r*1(U) es la unión de los conjuntos abiertos g(U) de X, para cada 
y € G. Por consiguiente, 7! (U) es abierto en X, así que T(U) es abierto en X/G 
por definición. Así 7 es abierta. 


Paso 1. Suponemos que la acción de G es propiamente discontinua y probamos 
que 7 es una aplicación recubridora. Dado x € X, sea U un entorno de x tal que 
go(U) y g1(U) son disjuntos siempre que go % g1. Entonces T(U) está regularmente 
cubierto por r. En efecto, r”!(U) es igual a la unión de los conjuntos abiertos 
disjuntos g(U), para g € G, cada uno de los cuales contiene a lo sumo un punto de 
cada órbita: Por tanto, la aplicación g(U) — (U) obtenida por restricción de 7 es 
biyectiva; como es continua y abierta es un homeomorfismo. Los conjuntos g(U), 
para g € G, forman así una partición de 77!1(U) en rebanadas. 

Paso 2. Suponemos ahora que 7 es una aplicación recubridora y probamos que la 
acción de G es propiamente discontinua. Dado z € X, sea V un entorno de 7(x) que 
está regulacnento cubierto por 7. De la partición de 77*(V) en rebanadas, sea U,, la 
que contiene a x. Dado g € G, con g X e, el conjunto g(U.) debe ser disjunto con 
Ua,, pues de lo contrario, dos puntos de U¿ deberían pertenecer a la misma órbita y la 
restricción de m a U,, no sería inyectiva. Se sigue que la acción de G es propiamente 
discontinua. 
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Paso 3. Probamos que si 7 es una aplicación recubridora, entonces ( es su grupo 
de transformaciones recubridoras. Desde luego, cualquier g € G es una transforma- 
ción recubridora, pues 7 o g = Tr ya que la órbita de g(x) es igual a la de x. Por otra 
parte, sea h una transformación recubridora con h(x1) = x2, por ejemplo. Como 
roh = 71,los puntos x1 y xa se aplican por 7 en el mismo punto; por tanto, existe un 
elemento g € G tal que g(x1) = x2. La parte de unicidad del Teorema 79.2 implica 
entonces que h = g. 


Se sigue que 7 es regular. Claramente, para dos puntos cualesquiera 21 y x2 en la 
misma órbita, existe un elemento g € G tal que g(x,) = x2. Entonces se aplica el 
Corolario 81.3. An 


Teorema 81.6. Sip : X —= B es una aplicación recubridora y G es su grupo de 
transformaciones recubridoras, entonces existe un homeomorfismo k : X/G > B 
tal quep = ko r,donde 7”: X — X/G es la proyección. 


X = X 
Pp 
x/G— 


Demostración. Si g es una transformación recubridora, entonces p(g(x)) = p(x) 
por definición. Por tanto, p es constante sobre cada órbita, lo que induce una aplica- 
ción continua k del espacio cociente X/G en B. Por otro lado, p es una aplicación 
cociente porque es continua, sobreyectiva y abierta. Como p es regular, cualesquiera 
dos puntos de p”1(b) están en la misma órbita bajo la acción de G. Por consiguiente, 
rr induce una aplicación continua B > X/G que es la inversa de k. a 


EJEMPLO 3. Sea X el cilindro 9? x 7.Seanh: X — X y k: X —= X los homeomor- 
fismos definidos por h(x,t) = (—x,t) y k(x,t) = (—x,1—t). Los grupos G, = fe, h) y 
Ga = (e, k) son isomorfos a los enteros módulo 2; ambos actúan propiamente disconti- 
nuamente sobre X. Pero X/G, es homeomorfo a X, mientras que X/G2 es homeomorfo 
a la cinta de Múbius, como se puede comprobar (véase la Figura 81.3). 


DO Df 


Figura 81.3 
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Ejercicios 


1. (a) Encuentre un grupo G de homeomorfismos del toro T' que tenga orden 2 
tal que T/G sea homeomorto al toro. 


(b) Encuentre un grupo G de homeomorfismos de T' que tenga orden 2 y que 
T/G sea homeomorfo a la botella de Klein. 
2. Sea X = A V B la unión por un punto de dos círculos. 


(a) Sea E el espacio de la Figura 81.4; sea p : E — X que envuelve cada 
arco A y Az alrededor de A y aplica B¡ y B2 homeomórficamente en B. 
Demuestre que p es una aplicación recubridora regular. 


Figura 814 


(b) Determine el grupo de transformaciones recubridoras del recubridor de X 
indicado en la Figura 81.5. ¿Es un recubridor regular? 


(c) Repita (b) para el recubridor de la Figura 81.6. 
(d) Repita (b) para el recubridor de la Figura 81.7. 


3. Seap: E — B una aplicación recubridora (no necesariamente regular); sea G 
su grupo de transformaciones recubridoras. 


(a) Pruebe que la acción de G sobre X es propiamente discontinua. 
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6, 
As o A, A 


Figura 81.7 


(b) Sear : X —= X/G la aplicación proyección. Demuestre que existe una 
aplicación recubridora k : X/G > B tal quekor= p. 


Xo. 
»| X/G 
B k 


4. Sea G un grupo de homeomorfismos de X. La acción de G sobre X se dice sin 
puntos fijos si ningún elemento de G, que no sea el neutro e, tiene un punto fijo. 
Demuestre que si X es de Hausdorff y G es un grupo finito de homeomorfismos 
de X cuya acción es sin puntos fijos, 'entonces la acción de G es propiamente 
discontinua. 


5. Consideremos $3 como el espacio de todos los pares de números complejos 
(21, z2) satisfaciendo la ecuación |21|? + |22/? = 1. Dados dos enteros positivos 
coprimos n y k, se define h : 893 — $3 por la ecuación 


h(21, 22) E (a ema, ayer rik/m), 


(a) Demuestre que Á genera un subgrupo ( del grupo de homeomorfismos de 
9% que.es cíclico de orden n, y que sólo el elemento neutro de G tiene un 
punto fijo. El espacio de órbitas. S%/G se denomina espacio lente L(n, k). 

(b) Pruebe que si L(n, k) y L(n', k”) son homeomorfos, entonces n = n?, 
[Un teorema dice que L(n, k) y L(n”, k'”) son homeomorfos si, y sólo si, 
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n = MÍ y ya k = k' (mód n), ya kk' = 1 (mód n). La demostración no es 
trivial.] : 
(c) Demuestre que L(n, k) es una 3-variedad compacta. 
6. Pruebe el siguiente resultado; 
Teorema. Sea X un espacio de Hausdorff localmente compacto; sea G un gru- 
po de homeomorfismos de X' tal que la acción de G es sin puntos fijos. Supon- 
gamos que para cada subespacio compacto C' de X, existe un número finito 
de elementos g de G tal que la intersección CM g(C') es no vacía. Entonces 
la acción de G es propiamente discontinua y X/G es de Hausdorff localmente 
compacto. 
Demostración. 


(a) Para cada subespacio compacto C' de X, demuestre que la unión de los 
conjuntos g(C), para g € G, es cerrada en X. [Indicación: si U es un 
entorno de x con U compacto, entonces U UC corta a g(U UC”) solamente 
para un número finito de g.] 

(b) Demuestre que X/G es de Hausdorff. 

(c) Pruebe que la acción de G es propiamente discontinua. 

(d) Demuestre que X/G es localmente compacto. 
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Hemos demostrado que a cada aplicación recubridora p : E —> B le corresponde 
una clase de conjugación de subgrupos de 7,(B, by) y que dos de tales aplicaciones 
recubridoras son equivalentes si, y sólo si, se corresponden con la misma clase. De 
este modo, tenemos una correspondencia inyectiva entre clases de equivalencia de 
recubridores de B y clases de conjugación de subgrupos de 1(B, bp). Ahora nos 
preguntamos si esa correspondencia es sobreyectiva, es decir, si para cada clase de 
conjugación de subgrupos de 71 (B, bp) existe un recubridor de B correspondiente a 
esa clase. 


La respuesta es “no”, en general. En $80 dimos un ejemplo de un espacio B co- 
nexo por caminos y localmente conexo por caminos que no tenía espacio recubridor 
simplemente conexo, es decir, que no tenía espacio recubridor correspondiente a la 
clase del subgrupo trivial. Este ejemplo dependía del Lema 80.4, que dio una con- 
dición que cualquier espacio que tenga un espacio recubridor simplemente conexo 
debe satisfacer. Ahora introducimos esta condición formalmente. 


Definición. Un espacio B se dice semilocalmente simplemente conexo si para 
cada b € B, existe un entorno U de b tal que el homomorfismo 


de MU, b) — m1(B,b) 
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inducido por la inclusión es trivial. 


Observemos que si U satisface esta condición, también la satisface cualquier en- 
torno más pequeño de b, así que b posee “entornos arbitrariamente pequeños” sa- 
tisfaciendo esta condición. Nótese también que esta condición es más débil que la 
genuina conexión simple local, la cual requeriría que en cada entorno de b existiera 
un entorno U de b que fuera simplemente conexo. 


Que B sea semilocalmente simplemente conexo es condición necesaria y sufi- 
ciente para que exista, para cada clase de conjugación de subgrupos de ,(B, bp), un 
correspondiente espacio recubridor de B. La necesidad se probó en el Lema 804; la 
suficiencia se verá en esta sección. 


Teorema 82.1. Sea B conexo por caminos, localmente conexo por caminos y semi- 
localmente simplemente conexo. Sea by € B. Dado un subgrupo H de r1(B, bo), 
existen una aplicación recubridora p : E — B y un punto ey € p” (bp) tales que 


pm (E, eo)) = H 


Demostración. Paso 1. Construcción de E. El procedimiento para construir E re- 
cuerda al usado en análisis complejo para la construcción de superficies de Riemann. 
Sea P el conjunto de todos los caminos en B que parten de bp. Se define una relación 
de equivalencia en P poniendo «+ — $ si a: y 8 acaban en el mismo punto de B y 


la x 6] € H. 


Es fácil ver que se trata de una relación de equivalencia. La clase de equivalencia del 
camino a se indicará por a*%, 


Sea E la colección de las clases de equivalencia y definamos p : E — B por la 
ecuación... 


p(a%) =0(1). 
Como B es conexo por caminos, p es sobreyectiva. Dotaremos a E de una topología 
de manera que p sea una aplicación recubridora. 
En primer lugar, observemos dos hechos: 
(D Si [a] = [8], entonces a% = 8%, 
(2) Si a = 8%, entonces (a: x 9)% = (8 x 8)%, para cualquier camino ¿en B 
partiendo de a(1). 


La primera se sigue teniendo en cuenta que si [a] = [8], entonces [a + $] es el 
elemento neutro, el cual pertenece a H. Y la segunda observando que a +3 y B +0 
acaban en el mismo punto de B y 


[(a + 6) x (8 0)] = [(ax0) + (8 8) = [a+ B] 
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que pertenece a A por hipótesis. 


Paso 2. Una topología sobre E. Una manera de definir una topología sobre E 
consiste en dotar a P de la topología compacto-abierta (véase el Capítulo 7) y la co- 
rrespondiente topología cociente sobre E. Pero podemos dotar a E de una topología 
directamente de la siguiente manera. 


Sean a un elemento cualquiera de P y U un entorno conexo por caminos de (1). 
Se define : 


B(U, a) = [(a * 9)% | $ es un camino en U partiendo de a(1)). 


Observemos que a” es un elemento de B(U, a), ya que si b = (1) entonces a = 
(a: * es)*; por definición, este elemento pertenece a B(U, ar). Afirmamos que los 
conjuntos B(U, ar) forman una base para una topología sobre E. ó 
En primer lugar, probamos que si 8% e B(U, a), se tiene que a% e B(U, B) y 
B(U,a) = B(U, 6). 
Si 8% € B(U, a), entonces 9% = (a * 8)% para algún camino ó en U. Entonces 


(8 + 8y% =((a*8)*8)% — por(2) 
=0% por (1), 


de manera que «* € B(U, 8) por definición (véase la Figura 82.1). Demostramos 
primero que B(U, 8) € B(U, a+). Nótese que el elemento general de B(U, 5) es de 
la forma (8 * y)%, donde y es un camino en U. Entonces se observa que 


(Br)% = (245) +4 
= (a+ (5: ))*, 


que pertenece a B(U, a) por definición. Por simetría se tiene la inclusión B(U, a) € 
B(U, E). 

Ahora demostramos que los conjuntos B(U, ax) forman una base. Si 3% pertenece 
a la intersección B(Uj, a1)MB(Uz, 12), sólo necesitamos escoger un entorno conexo 
por caminos V de £4(1) contenido en U; N Uz. La inclusión 


B(V, 8) C B(U1, B) N B(U2, $) 


se sigue de la definición de estos conjuntos, y la parte derecha de la ecuación es igual 
a B(Uy, 1) M B(U2, a2) por el resultado que acabamos de probar. 


Paso 3. La aplicación p es continua y abierta. Es fácil ver que pes abierta, pues la 
imagen del elemento básico B(U, a) es el subconjunto abierto Y de B: dado zx € U, 
elegimos un camino Ú en U desde (1) hasta x; entonces (a: x 6)% está en B(U, ar) y 
p(laxó)%) =. 
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Figura 82.1 


Pará ver que p es continua, tomemos un elemento a:* de E y un entorno W de 
p(a*). Elijamos un entorno conexo por caminos U del punto p(a*) = a(1) en W. 
Entonces B(U, «) es un entorno de a* que p aplica en W. Así p es continua en a%. 


Paso 4. Cada punto de B tiene un entorno que está regularmente cubierto por 
p. Dado b¡ € B, tomemos U un entorno conexo por caminos de b, que satisface la 
condición adicional de que el homomorfismo 7; (U, b,) — 11(B, b1) inducido por la 
inclusión es trivial. Afirmamos que U está regularmente cubierto por p. 

En primer lugar, probamos que p”*(U) es igual a la unión de los conjuntos 
B(U, a), cuando «a recorre todos los caminos en B de bo a b¡. Como p aplica cada 
conjunto B(U, a) sobre U, está claro que p”*(U) contiene la unión. Por otra parte, 
si (8% pertenece a p”*(U), entonces (3(1) € U. Escojamos un camino é en U desde 
b1 hasta (5(1) y sea a: el camino [3 + Ú de by a by. Entonces [$] = [a * 6], de manera 
que 8% = (ax 6)%, que pertenece a B (U, a). Así p"(U) está contenido en la unión 
de los conjuntos B(U, a). 


En segundo lugar, observemos que los distintos conjuntos B(U, «*) son disjuntos. 
Pues si 8% € B(U,a1) NM B(U, az). entonces B(U, 01) = B(U, 8) = B(U, 22), por 
el Paso 2. 

En tercer lugar, demostramos que p define una aplicación biyectiva.entre B(U, a) 
y U. Se sigue que p|B(U, «:) es un homeomorfismo, siendo biyectiva, continua y 
abierta. Ya sabemos que p eN B(U, sl sobre U. Para probar la inyectividad, su- 
pongamos que 

pla * 5,)*) = 6 *49%), 


562 Clasificación de espacios recubridores Capítulo 13 


donde d1 y d2 son caminos en U. Entonces 61 (1) = 32(1). Como el homomorfismo 
Tri(U,b,) —= m(B,b,) inducido por la inclusión es trivial, d1 * $7 es un camino 
homotópico en B al lazo constante. Entonces [a * $1] = [a: * da], de manera que 
(a x 61)% = (a x d2)%, como deseábamos. 

Se sigue que p : E —> B es una aplicación recubridora en el sentido de los 
capítulos anteriores. Para ver si lo es, debemos probar que E es conexo por caminos, 
lo que haremos en breve. 


Paso 5. Levantando un camino en B. Sea ey la clase de equivalencia del camino 
constante en bp; entonces p(ey) = by por definición. Dado yn camino a en B partien- 
do de bg, calculamos su levantamiento a un camino en E partiendo de ey y probamos 
que este levantamiento acaba'en a:%, 


Para empezar, dado c € (o, 1], sea ee: TI — B el camino definido por la ecuación 
Qe(t) = a(tc), parad<¿< 1. 


Entonces «, es el “trozo” de a: que va de (0) a a(c). En particular, 9 es el camino 
constante en by y a] es el propio camino a. Definimos á : ] — E por la ecuación 


(e) = (0.)% 


y probamos que á es continua. Entonces ú es un levantamiento de «, puesto que 
p(á(c)) = a.(1) = a(c); además, á comienza en (a9)% = ey y acaba en (a1)% = 
or, 
Para estudiar la continuidad, introducimos la siguiente notación. Dados 0 < c < 
d, < 1, sea ó¿4 el camino que es igual a la aplicación lineal positiva de Z sobre 
[c, d] compuesta con a. Observemos que los caminos 04 y 0 * Ó,,4 son homotópicos 
porque uno es justamente una reparametrización del otro (véase la Figura 82.2). 


Figura 82.2 


Verificamos ahora la continuidad de ú: en el punto c de [O, 1]. Sea W un elemento 
básico en E alrededor del punto (e). Entonces W es igual a B(U, a.) para algún 
entorno conexo por caminos U de a(c). Escojamos e > 0 tal que para |c — t| < e, 
el punto a(t) esté en U. Probamos que si d es un punto de (0, 1] satisfaciendo que 
lc — dl < e, entonces G(d) € W; esto prueba la continuidad de ú en c. 
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Suponemos pues que |c — d| < e. Tomemos primeramente el caso en que d > c. 
Sea Ó = 0, a; entonces, como [ag] = [a * 6], tenemos 


á(d) = (a4)% = (0. 5)%. 


Como ¿ está en U, tenemos que á(d) € B(U,a¿), como deseábamos. Si d < c, 
ponemos d = dq. y procedemos de mañera análoga. 


Paso 6. La aplicación p : E — B.es una aplicación recubridora, Solamente 
necesitamos verificar que E es conexo por caminos, y esto es fácil. Pues si a* es un 
punto cualquiera de E, entonces el levantamiento á: del camino q es un camino en E 
de eg a ar. ! : 

Paso 7. Finalmente, H = p,(m¡(E,e0)). Sea «: un lazo en B basado en bo. 
Sea á su levantamiento a E partiendo de ep. El Teorema 54.6 nos dice que [a] € 
pr(m1(E, ep)) si, y sólo si, 4 es un lazo en E. Ahora bien, el punto final de ú es el 
punto a%, y a = ey si, y sólo si, ex es equivalente al lazo constante en bg, es decir, 
si, y sólo si, (a: * €,] € H. Esto ocurre precisamente cuando [a]: H. a 


Corolario 82.2. El espacio B tiene ún espacio recubridor universal si, y sólo si, B es 
conexo por caminos, localmente conexo por caminos y semilocalmente simplemente 
conexo. Í 


Ejercicios 


1. Demuestre que un espacio simplemente conexo es semilocalmente simplemente 
conexo. 


2. Sea X el pendiente infinito en R? (véase el Ejemplo 1 de $80). Sea C(X) el 
subespacio de R* que es la unión de todos los segmentos que unen puntos de 
X x 0 con el punto p = (0,0, 1). Se denomina cono sobre X. Demuestre que 
C(X) es simplemente conexo, pero no es localmente simplemente conexo en el 
origen. 
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Los resultados de la sección anterior nos dicen que las hipótesis apropiadas para cla- 
sificar los espacios recubridores de B son que B sea conexo por caminos, localmente 
conexo por caminos y semilocalmente simplemente conexo. Demostramos ahora que 
son también las hipótesis correctas para estudiar la relación entre varias propiedades 
topológicas de B y el grupo fundamental de B. 
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1. Sean X un espacio y 4 un cubrimiento abierto de X. ¿Bajo qué condiciones 
existe un cubrimiento abierto B de X que sea un refinamiento de A tal que-para 
cada par B, B' de elementos de B que tengan intersección no vacía, la unión 
BUB' está en un elemento de 4? 


(a) Demuestre que tal cubrimiento B existe si X es metrizable. [Indicación: 
elija e(x) para que B(x, 3e(x)) esté en un elemento de A. Sea B la colec- 
ción de los abiertos B(zx, 3e(x)).] 

(b) Demuestre que tal cubrimiento B existe si X es de Hausdorff compacto. 

" Indicación: sea Aj, ..., An una subcolección finita de A que recubre X. 
Elija un cubrimiento abierto C,..., Ch de X tal que €; C Aj, para cada¿. 


Para cada subconjunto no vacío J de ([1,...,n), se considera el conjunto 
By=(4,- UG; 
jeJ ¡És 


.2. Pruebe el siguiente resultado: 

Teorema. Sea X un espacio conexo por caminos, localmente conexo por ca- 
minos y semilocalmente simplemente conexo. Si X es regular con una base 
numerable, entonces 11 (X, zo) es numerable. 

Demostración. Sea. A un cubrimiento de X por abiertos conexos por caminos A 
tal que para cada A € A y cada a € A, el homomorfismo 7, (A, a) => m(X,a) 
inducido por la inclusión es trivial. Sea B un cubrimiento abierto numerable de 
X' por conjuntos conexos por caminos no vacíos que satisfacen la condición del 
Ejercicio 1. Elija un punto p(B) € B para cada B € B. Para cada par B, B' 
de elementos de B para los cuales BN B' 4 9, elija un camino y(B, B”) en 
BU B' de p(B) a p(B”). El camino g(B, B”) se denomina camino selecta. 


Sean By un elemento fijo de B y zp € p(Bo). Demuestre que si f es un lazo 
en X basado en Ty, Entonces f es homotópico por caminos a un producto de 
caminos selectos, como sigue: 


. (a) Pruebe que existe una subdivisión 
D=tp<--"<t=1 


de [0, 1] tal que f aplica [t,,_1,tn] en Bo, y para cada ¿=1,...,n—1,f 
aplica [£;_1,t4] en un elemento B; de B. Ponga By = Bo. 

(b) Sea f; la aplicación lineal positiva de [0, 1] sobre (t¿_1,t;] compuesta con 
f.Sea gq; = 9(B;_1, B;). Elija un camino o; en B; de f(t;) a p(B;); s 
1=0ón, sea ay el camino constante en 27. Demuestré que 


[fi] * [as] = fas-1] + [g:]. 


o Demuestre que [f] = [91] * - - - * [gn]. 
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Sea p : E —> X una aplicación recubridora tal que 11(X, x9) es numerable. 
Demuestre que si X es regular con una base numerable, entonces también lo 
es E. [Undicación: sea B una base numerable para X formada por conjuntos 
conexos por caminos. Sea € la colección de componentes conexas por caminos 
de p”*(B), para B € B. Compare con el Ejercicio 6 de $53.] 


. Pruebe el siguiente resultado: 


Teorema. Sea X un espacio conexo por caminos, localmente conexo por ca- 
minos y semilocalmente simplemente conexo. Si X es de Hausdorff compacto, 
entonces 7¡(X, zp) está finitamente generado y, por tanto, es numerable. 


+ Demostración. Repita la demostración esbozada en el Ejercicio 2, eligiendo que 


B sea finita. Como antes, se tiene la ecuación 


[f] = [91] +---* [gn]. 


Elija, para cada z € X, un camino $, de xy a x; sea Pz, el camino constante. 
Si g = g(B, B”), defina 
L(g) = Ba * lg * Bu) 


donde x =p(B)ey= p(B”). Demuestre que 


[f] = [L(g)] + ---+ [L(9n)]. 


. Sea X el pendiente infinito (véase el Ejemplo 1 de $80). Demuestre que X es 


un espacio de Hausdorff compacto con una base numerable cuyo grupo funda- 
mental es no numerable. [Indicación: sea rn : X —> C,, una retracción. Dada 
una sucesión a1,a2,... de ceros y unos, demuestre que existe un lazo f en X 
tal que, para cada n, el elemento (r»).[f] es trivial si, y sólo si, an = 0.] 


Capítulo 14 
Aplicaciones a la teoría de grupos 


En el capítulo anterior probamos cómo un problema de topología —clasificar es- 
pacios recubridores de un espacio B— se puede reducir a un problema de álgebra 
—clasificar los subgrupos del grupo fundamental de B—. Ahora consideramos el 
proceso inverso, reducir un problema de álgebra a uno de topología. El problema de 
álgebra en cuestión consiste en probar que cualquier subgrupo de un grupo libre es 
también un grupo libre. Aunque esta afirmación es desde luego creíble, no lo es tanto 
que su prueba es obvia. Procederemos aplicando la teoría de espacios recubridores a 
ciertos espacios topológicos llamados grafos lineales. 
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Definimos aquí el concepto de grafo lineal (introducido antes en el caso finito) y 
probamos el teorema básico de que cualquier espacio recubridor de un grafo lineal es 
también un grafo lineal. 


Recordemos que un arco Á es un espacio homeomorfo al intervalo unidad (0, 1]. 
Los extremos de A son los puntos p y q correspondientes a O y 1 por el homeomor- 
fismo; son los únicos puntos de A tales que A — p y A — q son conexos. El interior 
de un arco Á consiste en Á con sus extremos eliminados. 


Definición. Un grafo lineal es un espacio X que se escribe como la unión de una 
colección de subespacios A.,, cada uno de los cuales es un arco, tal que: 


(1) La intersección Ay M Ag de dos arcos es vacía o consiste en un punto que es 
un extremo de cada uno. 


(2) La topología de X' es coherente con los subespacios A. 
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Los arcos A se denominan aristas de X, y sus interiores aristas abiertas de X. Sus 
extremos se denominan vértices de X; indicamos el conjunto de vértices de X' por 
xo. 


Si X es un grafo lineal y C' es un subconjunto de X que es igual a una unión 
de aristas y vértices de X, entonces C es cerrado en X. La intersección de C' con 
Ag es cerrada en Ag, puesto que es bien vacía, bien igual a Az, bien igual a uno 
o ambos vértices de A¿. Se sigue que cada arista de X es un subconjunto cerrado 
de X. También que X* es un subespacio discreto cerrado de X, ya que cualquier 
subconjunto de X* es cerrado en X. 


En el caso de un grafo finito, ya considerado, usamos la condición de Hausdorff 
en nuestra definición en lugar de la condición (2); se siguió, en aquel caso, que la 
topología de X' era coherente con los subespacios A... En el caso de un grafo infinito, 
esto ya no sería cierto, así que tenemos que suponer la condición de coherencia como 
parte de la definición. También supondríamos la condición de Hausdorff, pero ya no 
es necesario, pues se sigue de la condición de coherencia: 


Lema 83.1. Todo grafo lineal es de Hausdorff: de hecho, es normal. 


Demostración. Sean B y C subconjuntos disjuntos de X. Supongamos, sin pérdida 
de generalidad, que cada vértice de X está en B o'en C. Escojamos, para cada az, 
subconjuntos disjuntos U, y Vo, de Al que sean abiertos en A¿ y que contengan a 
BN Aa y CNA, respectivamente. Sean U =|JU, y V = (UVa. Entonces B CU 
yOcv. 


Veamos que los conjuntos U y V son disjuntos. Si z € U N V, entonces x € 
Us, M Va, para algún o: 4 8. Esto implica que Al y Ag contienen el punto z, lo que 
significa que x es un vértice de X. Esto es imposible, pues si z € B, entonces x no 
está en ningún Va, y si x € C, entonces x no está en ningún Ua.. 


Ahora demostramos que U y V son abiertos en.X'. Para probar que U es abierto, 
probamos que U N A, = U.q para cada a. Por definición, U NM A, contiene a U,. Si 
zx es un punto de U N Ag que no está en U,,, entonces x pertenece a Ug, para algún 
8 A a. Entonces ambos A, y Ag contienen a zx, así que x debe ser un vértice de X. 
Esto es imposible, pues si x € B, entonces zx € U,, por definición de U,,, y six € C, 
entonces x no puede pertenecer a U. a 


EJEMPLO 1. Si X es la unión por un punto de los círculos S,,, con punto común p, 
entonces X se puede expresar como un grafo lineal. Simplemente se necesita escribir 
cada S, como un grafo con tres aristas, siendo p uno de sus vértices; entonces X es una 
unión de arcos, Para probar que la topología de X' es coherente con la colección de arcos 
resultante, observamos que si D (Y A, es cerrado en A., para cada arco A,,, entonces 
DN 84 es la unión de tres conjuntos de la forma D N 4, y por tanto es cerrado en Sp; 
entonces 'D es cerrado en X por definición (véase la Figura 83.1). 
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EJEMPLO 2.... Sea J un. espacio discreto y pongamos E = [0,1] x 4. Entonces el espacio 
cociente X obtenido de E colapsando el conjunto 0 x J a un punto p es un grafo lineal. 

La aplicación cociente 7 : E — X es una aplicación cerrada. Pues si C es un cerrado 
en E, entonces 17 !7(C) es igual a CU ((0] x J) si C contiene un punto de 0 x y, 
y T*r(C) es igual a C en otro caso. En cada caso, m”*1(C) es cerrado en E, así que 
Tr(C') es cerrado en X.. Se sigue que r aplica cada espacio [0,1] x a: homeomórficamente 
sobre su imiagen A.,, por tanto A, es un arco. La topología de X' es coherente con los 
subespacios A.., ya que 7 es una aplicación cociente (véase la Figura 83.2). 


. 
. 


Figura 83.1 Figura 832 


Definición. Sea XxX un grafo lineal. Sea Y un subespacio de X' que es una unión 
de aristas de X. Entonces Y es cerrado en X y es, a su vez, un grafo lineal; se le 
denomina subgrafo de X . 


Para probar que Y es un grafo lineal, necesitamos demostrar que la topología 
relativa sobre Y es coherente con el conjunto de aristas de Y. Si el subconjunto D 
de Y es cérrado en la topología relativa, entonces D'es cerrado en X, de manera 
que D NM A, es cerrado en A,, para cada arista de X, y en particular para cada 
arista de Y . Recíprocamente, suporigamos que, para cada arista Ag de Y, DN Ag es 
cerrado en Ag: Tenemos que probar que D Mí A, es cerrado en A, para cada arista 
A, de X que ño esté contenida en Y . Pero en este caso, DN A, es ya vacío, ya un 
conjunto unipuntual. Concluimos que Y tiene la topología coherente con su conjunto 
de aristas.. 


Lema 83.2. Sea X un grafo lineal. Si C es un subespacio compacto de X, existe un 
subgrafo finito Y de X que contiene a C.. Si C es conexo, Y se puede elegir conexo. 


Demostración. En primer lugar, observemos que C' contiene solamente un número 
finito de vértices de X. Pues C MX? es un subespacio discreto cerrado del espacio 
compacto C; como no tiene punto límite, debe ser finito. Análogamente, sólo existe 
un número finito de valores de «o: para los cuales C' contiene un punto interior de la 
arista Ay. Pues si elegimos un punto zx, de C interior a A, para cada índice o: para 
el cual esto es posible, obtenemos una colección B = [r,) cuya intersección con 
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cada arista Ag es un conjunto unipuntual o vacía. Se sigue que cada subconjunto de 
B es cerrado en X, así sue B es un calas discreto cerrado de C y, por tanto, 
finito. 


Formamos Y diitiéndo; para cada vértice x de X que pertenece a €, una arista 
de X que tenga a r por vértice, y añadiendo a esas aristas todos las aristas Ay cuyos 
interiores contienen puntos de C.. Entonces Y es un subgrafo finito que contiene a C. 
Notemos que si C-es conexo, entonces Y es la unión de una colección de arcos.cada 
uno de los cuales interseca a C, así que Y es conexo. . ] 


Lema 83.3. Si X es un grafo lineal, entonces X es localmente conexo por caminos 
y semilocalmente simplemente conexo. 


Demostración: Paso 1. Demostramos que X' es localmente conexo por caminos. Si 
x E X es un punto interior de alguna arista de X, entonces en cada entorno de x 
existe otro entorno de z homeomorfo a un intervalo abierto de R, que es conexo por 
camirtos. Por otro lado, si x es un vértice de X y-U es un entorno de zx, eritonces 
podemos elegir, para cada arista A, teniendo a z como un extremo, un entorno V,, de 
x en A, contenido en U que es homeomorfo al intervalo semiabierto por la derecha 
[0, 1). Entonces |) Va es un entorno de x en X contenido en Uy es una unión de 
espacios conexos pór caminos que tienen en común el punto 7. 


Paso 2. Veamos que X es semilocalmente simplemente conexo. Es decir, demos- 
tremos que si z € X, entonces z tiene un entorno U tal que 7, (U, x) es trivial. 


Si z está en el interior de alguna arista de X, entonces el interior de esta arista es 
dicho entorno. Así supongamos que x es un vértice de X. Denotemios por St(x) la 
unión de aquellas aristas de X' que tienen a z como un extremo, y por St(.x) el subes- 
pacio de St(x) obtenido eliminando todos los vértices distintos de x (St(a) se llama 
la estrella de x en X). El conjunto St(x) es abierto en X', porque su complementario 
es una unión de arcós y vértices, Probamos que 7, (St(x), x) es trivial. 


Sea f un lazo en St(x) basado en x. Entonces el conjunto imagen f(1) es com- 
pacto, por tanto está en alguna unión finita de arcos de St(x). Cualquier unión de este 
tipo es homeomorfa a la unión de un conjunto finito de segmentos en el plano que 
tienen en común un extremo. Y para cada lazo en tal espacio, la homotopía por rectas 
lo reduce = lazo constante en 7. ] 


cAñó bién, si z es un vértice de X, es cierto que el espacio unipuntual Lx) es 
un retracto de deformación de St(w). Pero se requiere un considerable esfuerzo para 
probar que la deformación es continua. Se necesita el hecho de que una aplicación 


F: St(x) x 1 => St(1) 


es continua si su restricción a cada subespacio A, x Í es continua. Este resultado 
se sigue del lema del pegamiento cuando St(x) es una unión de un número finito 


570 Aplicaciones a la teoría de grupos Capítulo 14 


de arcos, pero el resultado generál requiere demostrar que la topología de St(x) x J 
es coherente con los subespacios A, X F. Y-esto a su vez se sigue de un teorema 
básico sobre productos de aplicaciones cociente (véase el Ejercicio 11 de 829). Estas 
consideraciones no surgen si simplemente.se desea reducir un lazo a un punto (más 
bien que el espacio entero St(x)), ya que cualquier lazo está en la unión de un número 
finito de aristas, donde, no hay problema. 


Ahora discutiremos espacios recubridores de grafos lineales. Nótese que el conve- 
nio de que cada espacio recubridor se supone que es conexo por caminos y localmente 
conexo por caminos, hipótesis que hicimos en el último capítulo, ya no se aplica. 


Teorema 83.4. Sea p : E —= X una aplicación recubridora, donde X' es un grafo 
lineal. Si A, es una arista de X y B es una componente conexa de p”*(A.,), entonces 
p aplica B homeomórficamente sobre Ay. Además, el espacio E es un grafo lineal, 
con las componentes conexas de los espacios p”* (Aa) como sus aristas. 


Demostración. Paso 1. Probemos que p aplica B homeomórficamente sobre Az. 
Como el arco Af es conexo por caminos y localmente conexo por caminos, los Teo- 
remas 53.2 y 80.1 nos dicen que la aplicación pg : B —> Ag, obtenida por restricción 
de p, es una aplicación recubridora. Puesto que B es conexo por caminos, la corres- 
pondencia de levantamientos Y : r1(A.,a) — py *(a) es sobreyectiva. Como An 
es simplemente conexo, Po (a (a) consiste en un único punto (véase el Teorema 54.4). 
Por consiguiente pg es un homeomorfismo. 


Paso 2. Puesto que X' es la unión de los arcos A, el espacio E es la unión de 
los arcos B' que son las componentes conexas de los espacios p”!(A,). Sean B y 
B' componentes conexas de p"*(A,) y p”*(Ag), respectivamente, con B % B'. 
Probemos que B y B' se cortan a lo sumo en un extremo común. Si Az y Ag son 
iguales, entonces B y B* son disjuntas, y si A, y Ag son disjuntas, así lo son B y B'. 
Por tanto, si B y B' se cortan, Az y Ag deben cortarse en un extremo z de cada uno 
de ellos; entonces B M B” consiste en un único punto, que deberá ser un extremo de 
cada una. 


Paso 3. Probemos que E tiene la topología coherente con los arcos B. Ésta es la 
parte más difícil de la demostración. Sea W un subconjunto de E tal que WN B es 
abierto en B, para cada arco B de E. Probemos que W es abierto en E. 


En primer lugar, demostremos que p(W') es abierto en X. Si Aj es una arista de 
X, entonces p(W) NA, es la unión de los conjuntos p(W NB), cuando B recorre 
todas las componentes conexas de p”*(4.). Cada uno de los conjuntos p(W N B) 
es abierto en An. ya que p aplica B homeomórficamente sobre A; por consiguiente 
su unión p(W) N A, es abierta en A. Como X tiene la topología coherente con los 
subespacios A.,, el conjunto p(W) es abierto en X. 


En segundo lugar, probemos nuestro resultado -en el caso especial donde el con- 
junto W está contenido en una de las rebanadas V de p—*(U), donde U es un abierto 
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de X que está regularmente recubierto por p. Por el resultado que acabamos de pro- 
bar, sabemos que el conjunto p(W) es abierto en X Se sigue que p(W') es abierto 
en U. Como la aplicación de V sobre U obtenida por restricción de p es un homeo- 
morfismo, W debe ser abierto en V, y por tanto abierto en E. 


Finalmente, demostremos nuestro resultado en general. Escojamos un cubrimien- 
to A de X por abiertos U que estén regularmente recubiertos por p. Entonces las re- 
banadas V de los conjuntos p AUN, pará U' € A, recubren E. Para cada una de tales 
rebanadas V,, sea Wy =wW nv 'Éle conjúnto Wy tiene la propiedad de que para cada 
arco B de E, el conjunto WyN B es abiérto en B, pues WyNB = (WNB)N(VNB) 
y los conjuntos W N B y V N B son abiertos en B. El resultado del párrafo ante- 
rior implica que Wy es abierto en E. Como W es la unión de los conjuntos Wy, es 
también abierto en E. n 


Nini 


L En la demostración de normalidad de un. grafo lineal X', ¿por qué hicimos la 
hipótesis de que cada vértice de XxX pertenece yaa ByaaC? 


2. El número de Euler de un grafo lineal X' se define como el número de vértices 
de X' menos el número de aristas de X. Es un invariante topológico de X, como 
$ veremos más adelante. ¿Cuál es. el número de Euler de un arco? ¿de un círculo? 
¿de una unión por un punto de n círculos? ¿del grafo completo de n vértices? Si 
E es un espacio recubridor de n hojas de X, ¿cómo se relacionan los números 

de Euler de E y X? 
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Ahora probaremos el teorema básico de que el grupo fundamental de un grafo lineal 
es un grupo. libre. De aquí en adelante nos referiremos a un grafo lineal simplemente 
como un e : a : 

Definición. Una arista orientada e de un grafo X es una arista de X junto con una 
ordenación de sus vértices, el primero de los cuales se denomina vértice inicial y el 
segundo vértice final de e. Un trayecto en X es una sucesión e1,...,€n de aristas 
orientadas de X tal que el vértice final de e; coincide con el vértice inicial de es.1, 
pará ¿ = 1,...,n—1.Un trayecto queda completamente especificado por la sucesión 
de vértices £g, ..., Tn, donde xé es el vértice inicial de e, y x, es el vértice final de 
e,, para i = L. , Pe. E dice un ant e 0 -4 Tn. Se dirá que es un decias 
cerrado si Xy = Lp. : 3 S : 
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Dada una arista orientada e de:X', sea f. la aplicación lineal positiva de [0,1] 
sobre e; es un camino.desde el punto inicial de e hasta-el punto final de e. Entonces, 
correspondiente al trayecto e, ;.>.., €h de Zo a Z.,:, se tiene el camino . 


f= hrlart + fm)) 


de xy A £n, donde fi= fe que está determinado de manera única por el trayec- 
to €1,...,€n. Le llamaremos camino correspondiente al trayecto €e1,---,€n- Si el 
trayecto es cerrado, entonces el camino correspondiente f es un lazo. 


Lema 84.1. Un grafo. Xx es conexo si, y sólo si, cada par de vértices de X se pa 
unir por un trayecto en X. 


Demostración. Supongamos que X es conexo. Se define x — y si existe un trayecto 
en X de x a y. Para cualquier arista de X, sus extremos están en la misma clase de 
equivalencia; sea Y,, la unión de todas las aristas cuyos extremos son equivalentes a 
zx. Entonces Y, es un subgrafo de X' y por tanto es cerrado en X. Los subgráfos Y, 
forman una partición de X en subespacios cerrados disjuntos; como X €s CONEXO, 
sólo puede existir uno de talés subespacios. 


Recíprocamente, supongamos que cada par de vértices de X se puede ur unir por un 
trayecto. Entonces se pueden unir por un'camino en X. Por consiguiente, todos los 
vértices de X pertenecen a la misma componenté de X. Como cada arista es conexa, 
también pertenece a esta componente. Así:pues, X es conexo. " 


Definición. Sea e;,...,€, un trayecto en el grafo lineal X. Puede ocurrir que 
para algún ¿, las aristas orientadas e; y e;+1 sean la misma arista de X' pero con 
orientaciones opuestas. Si esta situación no ocurre, entonces el Aedo se sales que 
es un trayecto reducido. 


Obsérvese que si esta situación ocurre, entonces se pueden eliminar e; y e;,1 de 
la sucesión de aristas orientadas y tener todavía: un trayecto (siempre que la sucesión 
original tenga al menos tres aristas). Este proceso de eliminación se denomina reduc- 
ción del trayecto. Permite probar que en cualquier grafo conexo, cada par de vértices 
distintos se-pueden unir por un- seo reducido cree la caia 84.1). 


Definición. Un-subgrafo T' deu un srato X se: dic que es un árbol en X si T es 
conexo y T' no contiene trayectos reducidos cerrados: 


- Un grafo lineal formado por una arista es un Arbol: El grafo de la Figura 84.2 no 
es un árbol, pero la supresión del eje e lo convertiría en un árbol. El grafo de la Figura 
84.3 es un árbol; la supresión de la arista A dejaría un nuevo árbol. - 


$84. El grupo fundamental de un grafo $73 


Figura 54.1 


Figura 84.2 Figura 84.3 


Lema 84.2. SiT es un árbol en X y Á es una arista de X que corta a T' en un vértice, 
entonces TU A es un árbol en X. Recíprocamente, si T' es un árbol finito en X que 
consiste en más de una arista, entonces existen un árbol Ty en X y una arista A de X 
que corta a Ty en un vértice, tal que T = TU A. 


Demostración. Supongamos que T' es un árbol en X y que A es una arista que corta 
a T en un vértice. Está claro que TU A es conexo; probemos que no contiene ningún 
trayecto reducido cerrado. Sean a y b los extremos de A, con (a) = T'N A (véase 
la Figura 84.3). Supongamos Que To,---, Tn = To es la sucesión de vértices de un 
trayecto reducido. en T U A. Si ninguno ode los vértices x; es igual a b, entonces el 
trayecto está en T', en contra de la hipótesis. Si 2; = b, para algún ¿,con0<:i¿<mn, 
entonces debemos tener 1;_1 = 0 Y Zi41 =a; por tanto el trayecto no es reducido, 
en contra de la hipótesis. Finalmente, si ty =b= t, y 2; 4 b, parai=1,...,n—1, 
entonces 21 = a y £,-1 = a, y la sucesión de vértices T1,..., Zn-1 €specifica un 
trayecto reducido cerrado en T, de nuevo en contra de la hipótesis. 


Sea ahora T un árbol finito en X con más de una arista. En primer lugar, pro- 
bemos que algún vértice b de T pertenece a una sola arista de T. Si no fuera así, 
podemos construir un trayecto en T' como sigue: comenzamos con un vértice xp de 
T; entonces escogemos una arista e; de T' que tenga a xy como un extremo. Orien- 
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tamos e, de manera que xp sea su vértice inicial. Sea x, el otro extremo de e, y 
sea ez una arista de T distinta de e, que tenga a Ty como un vértice. Orientamos 
ez de manera que 71 sea su vértice inicial. Continuamos de manera análoga. No hay 
dos términos consecutivos de la sucesión e, ez, . .. con orientaciones opuestas de la 
misma arista de T'. Como T es finito, debe existir un índice n tal que 1, = 2;, para 
algún ¿ < n. Entonces la sucesión de vértices x;, Ti41,-. -, En determina un trayecto 
reducido cerrado en T', en contra de la hipótesis (véase la Figura 84:4). 

Sea b un vértice de T' que pertenezca a una sola arista A de T, y sea To formado 
por todas las aristas de T' distintas de 4. Entonces T = Ty U A. Como T es conexo, 
Tú debe cortar a Á en su otro vértice a. Veamos que Tp es un árbol. Está claro que 
no contiene trayectos reducidos cerrados, ya que T' no contiene ninguno, y que es 
conexo. Pues si 77 fuera la unión de dos conjuntos cerrados disjuntos C y D, el 
punto a estaría en uno de ellos, por ejemplo C. Entonces CUA y D serían conjuntos 
cerrados disjuntos cuya unión.es T', contrario al hecho de que T es conexo. E 


Figura 844 


Teorema 84.3. Todo árbol T es simplemente conexo. 


Demostración. Primero considéramos el caso en que T es un árbol finito. Si T 
consiste en una sola arista, entonces T' es simplemente cónexo. Si T tiene n aristas, 
con n > 1, existe una arista A de T tal que T = To U A, donde Th es un árbol con 
n.— 1 aristas y To N Á es un vértice. Entonces Ty es un retracto de deformación de T.. 
Como Tp es simplemente conexo por la hipótesis de inducción, así lo es T. 

Para probar el caso general, sea f un lazo. en T. El conjunto imagen de f es 
compacto y conexo, por tanto está contenido en un subgrafo conexo finito Y de T. 
Ahora bien, Y no contiene ningún trayecto reducido cerrado, ya que así ocurre con T. 
Por tanto Y es un árbol. Como Y es ; finito, es simplemente conexo. Por consiguiente, 
f es un camino homotópicaménte nulo. w 
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Definición. Un árbol T' en X es maximal si no existe árbol alguno en X que 
contenga propiamente a T. 


Teorema 84.4. Sea X un grafo conexo. Un árbol T. en X es maximal si, y sólo si, 
contiene todos los vértices de:X : 


Demostración. Supongamos que T' es un árbol en X' que contiene todos los vértices 
de X. Si Y es un subgrafo de X que contiene propiamente a T', probemos que Y 
contiene un trayecto reducido cerrado; se sigue que T' es maximal. Sea A una arista 
de Y que no está en T'; por hipótesis, los extremos a y b de A pertenecen a T. Como T 
es conexo, podemos elegir un trayecto reducido e1,...,€n en T de a a b. Si seguimos 
esta sucesión por la arista A, orientada de b a a, obtenemos .un trayecto reducido 
cerrado en Y. 


Sea ahora T' un árbol en X que no contiene todos los vértices de X. Probemos 
que T' no es maximal. Sea xy un vértice de X que no está en T. Como X es conexo, 
podemos elegir un trayecto en X de xp a un vértice de T', especificado por la sucesión 
de vértices tg, ..., Zn. Sea i el menor índice tal que x; € T. Sea A la arista de X con 
vértices 1¡1 y 2; Entonces T U A es un árbol en X, por el lema anterior, y T U A 
contiene propiamente a T. . : | 


Teorema 84.5. Si X es un grafo lineal, cada árbol Ty en X está contenido en un 
árbol maximal en X. 


Demostración. * Aplicamos el lema de Zorn a la colección T de todos los árboles en 
X que contienen a Tp, estrictamente parcialmente ordenada por la inclusión propia. 
Para probar que esta colección tiene un elemento maximal, solamente necesitamos 
demostrar lo siguiente: 


Si T' es una subcolección de T que está simplemente ordenada por la 
inclusión propia, entonces la unión Y de los elementos de T* es un árbol 
en X. : Ñ 


En primer lugar, observemos que como Y es una unión de subgrafos de X, es un 
subgrafo de X. En segundo lugar, como Y es una unión de espacios conexos que 
contienen al espacio conexo Ty, resulta que Y es conexo. 


Finalmente, supongamos que ey, ...,€n es un trayecto reducido cerrado en Y y 
lleguemos a una contradicción. Para cada ¿, escojamos un elemento T; de J” que 
contenga a e;. Puesto que J” está simplemente ordenada por la inclusión propia, uno 
de los árboles Ti,..., Tn, por ejemplo T;, contiene a todos los demás. Pero entonces 
€1,--. , €n €s un trayecto reducido cerrado en-7;, en contra de la hipótesis.. | 
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Ahora calculamos el grupo fundamental de un grafo. Necesitamos el siguiente 
resultado. 


Lema 84.6. Supongamos X = UUV, donde U y V son abiertos de X. Supongamos 
que U N V es la unión de dos conjuntos abiertos disjuntos conexos por caminos Á y 
B, que a: es un camino en U desde el punto a de A al punto b de B, y que f es un 
camino en V de b aa. Si U y V son simplemente conexos, entonces la clase [a + 8] 
genera m(X, a). 


Demostración. - La situación es similar a la del Teorema 59.1, excepto que UNV 
tiene dos componentes. conexas en vez de una. La.demostración es análoga. 


Sea f un lazo en X basado en a. Elijamos una subdivisión 0 =99 < 41 < --- < 
n = 1 del intervalo-[0, 1], tal que para cada ¿, f(a;) € UN V y f aplica [a;-1, a] 
ya en U ya en V. Sea f; la O lineal pa de (0, 1] sobre [a;_,, a;] seguida 
de f; entonces [f] =[f1] *---*(f,]. Parai=1,...,n—1,.escojamos un camino o; 
ya en Á ya en B desde a 6 b he f(as); rs Ag y An los caminos constantes en 
a. Entonces pongamos 
9 = 0-1 + ($: * 64). 
Por cálculo directo [f] = [g1] * + -- * [gn]. Como g; es un camino ya en U ya en V 
con extremos en el conjunto (a, b), y como U y Y son simplemente conexos, g;'es 
un camino homotópico ya a una constante, ya a a, 5, d 6 f. Se sigue que bien [f] es 
trivial, bien es igual a una potencia positiva de [a: * 8] ó de [8 + á]. Por consiguiente, 
la: x 9] genera el grupo r¡(X, a) (véase la Figura 84.5). an 


Teorema 84.7, Sea X un grafo conexo que no es un árbol. Entonces el grupo fun- 
damental de.X. es un grupo libre no trivial. En realidad, si T es un árbol maximal en 
X , entonces el grupo fundamental de X tiene un sistema de generadores. libres que 
está en correspondencia biyectiva con la colección de aristas de X -que no están en 
T. 


Demostración. Sea T un árbol maximal en X; T' contiene a todos los vértices de 
X.Sea zg un vértice fijo de T. Para cada vértice x de X, escojamos un camino y, en 
T de xp a x. Entonces para cada arista A de X que no está en T', definamos un lazo 
ga en X como sigue. Orientemos A; sea f ¿ un camino lineal en A desde su vértice 
inicial z hasta su vértice final y; pongamos 


gA == Ya * (fa * Ty). 


Probemos que las clases [9 A] forman un sistema de generadores libres para 711 104 xo). 

Paso 1. En primer lugar probaremos el teorema cuando las aristas de X' que no 
están en T son un número finito. Procederemos por inducción. El proceso de induc- 
ción es fácil, por lo que lo consideraremos primero. - 
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Figura 84.5 E dl 


Sean Az, . ..., An las aristas de X que no están en T', donde n > 1. Orientemos 
esas aristas y denotemos por g; el lazo g a, . Para cada ¿, escojamos un punto py interior 
a A;. Sean En i ” 

U=X-=p=::=P y V=X-pr 


Entonces U y V son abiertos en X y el espacio U nX.=X -— P1—***— Pp €s 
simplemente conexo, ya que tiene a T' como un retracto de deformación. Por tanto, 
Tr (X, zp) es el producto libre de los grupos 1,(U, 20) y r1(V, 20), por el Corolario 
70.3. ga a 

El espacio U tiene a T U A como retracto de deformación, de manera que 
T1(U, xp) es libre sobre el generador [g,], como demostraremos en el Paso 2. El 
espacio V tiene a TU A2U:---U.A, como retracto de deformación, así que 1, (V, 29) 


es libre sobre los generadores [ga], ...., [9n) , por la hipótesis de inducción. Se sigue 
del Teorema 69.2 que ,(X, zp) es libre sobre los generadores [g1], ..., [9n] (véase 
la Figura 84.6). 


Paso 2. Ahora consideramos el caso donde hay una sola arista D de X' que no 
está en T. Este paso es más difícil. Orientemos D. Probaremos que 71(X, zp) es 
cíclico infinito con generador [gp]. E : ; 

Sean ap y a1 los vértices inicial y final de D, respectivamente. Escribamos: D 
como la unión de tres arcos: D; con extremos ay y a; Da con extremos a: y b; y Da 
con extremos b y á1 (véase la Figura 84.7). Sean f1, fo y fg caminos lineales en D 
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e Fisiras4s 


deaygaa,deaabydebaar, respecgvamente. Aplicamos el teorema anterior para 
calcular mes a) 


" Figura 84.7 


Escojamos un punto p interior al arco Da. Sean U =D-—ap-aryV=X-p. 
Entonces U y V son abiertos en X cuya unión es X. El espacio U es simplemente 
conexo, pofque es un arco abiérto. Y el espacio V es simplemente conexo, porque 
tiene el árbol T' como retracto de deformación. El espacio U NM V, que es igual a 
U — p, tiene dos componentes conexas; sea A la que contiene a a y 'B la que contiene 
a b. Entonces la hipótesis del lema anterior se satisface. El camino a: = f2 es un 
camino en U de a a-b.Si ponemos Yo = Ya» Y Y1 = Ya, entonces el camino f = 
(f3 + (5% + (70 * f1))).es un camino en V de ba a. Por tanto, 711 (X, a) está generado 
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por la clase o .: 
[a+ 8] = [f2] * [f3) * [71] + L10] + [£1). 

Se sigue que 7, (X, 29) está generado por ó[a x 8], donde ó es el camino f, * o de 
a a xq. Calculamos esta clase de AOS de caminos de la siguiente manera: 


¿lo * 8] = box fi] + [ar An [Ax] 
= [10] + [f1 + (£2 + f3)1 * bx) 
= o] + [fp] + 41] 
= [gp]. 


Por tanto, [gp] genera r,(X, zp). 


Falta demostrar que el elemento [g p] tiene orden infinito; de manera que m1 (X, 59) 
es cíclico infinito. Se puede aplicar el Teorema 63.1 (que utilizamos para probar el 
teorema de la curva de Jordan), según el cual el elemento [a * 8] tiene orden infi- 
nito en 7¡(X, a). Alternativamente (y más. fácil), se puede considerar la aplicación 
m.: X => S! que colapsa el árbol ba en un punto p y aplica. homeomórficamente el 
arco abierto Int D sobre si — p. Entonces TO Yo Y TO | son caminos constantes, 
así que 

T«(lgn)) = [mo fo]. 
Esta clase genera m1 (.5*, p). Se sigue que [gp] tiene orden infinito en r,(X, xo). 


Paso 3. Ahora consideramos la situación donde la colección de aristas de X que 
no están en T es infinita. La demostración en este caso es muy similar a la corres- 
pondiente para una unión infinita por un punto de círculos y por tanto se omiten 
los detalles (véase el Teorema 71.3). Los hechos cruciales son: cualquier lazo en X 
basado en zp está en el espacio 


-X(01,...,05) =TUAz, U---U Aa, 


para algún conjunto finito de índices 0, y cualquier homotopía de caminos entre tales 
lazos también está en tal espacio. Pero esto significa que el caso general se reduce al 
caso finito. : | 


Ejercicios 


1. Encuentre un ejemplo para probar que la segunda parte del Lema 84.2 no es 
válida si T' es infinito. 


2. ¿Cuál es el cardinal de un sistema de cocidos libres para el grupo inde 
mental del grafo completo sobre n vértices? ¿ Y el del grafo de servicios? (véase 
$64). 
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3. Sean X la unión por un punto de dos círculos y p : E — X una aplicación 
recubridora. El grupo fundamental de E se aplica isomórficamente por p, en 
un subgrupo [1 del grupo fundamental de X; éste último es libre sobre dos 
generadores a y $. 


(a) Para cada uno de los cuatro espacios chidos E dados en el Ejercicio 
2 de $81, determine el cardinal de un sistema de generadores libres para el 
grupo fundamental de E. 

(b) Para cada uno de esos espacios recubridores, halle, en términos de a y $, 
un sistema de generadores libres para el subgrupo H del grupo fundamen- 
tal de X. 


$85 Subgrupos de grupos libres 


Demostramos ahora nuestro teórema principal, que un subgrupo de H de un grupo 
libre F es también libre. El métódo de demostración, bastante notable, nos propor- 
cionará alguna información acerca del cardiñal de un sistema de generadores libres 
para H, cuando se conoce el cardinal de un sistema de generadores libres para F. 


Teorema 85.1. Si H es un subgrupo de un grupo libre F, entonces H es libre. 


Demostración. Sea [a | a € J) un sistema de generadores libres para F. Sea X 
una unión por un punto de círculos S,,, uno para cada a: € J; sea zo el punto común. 
Podemos dar a X la estructura de grafo lineal descomponiendo cada círculo Sa en 
tres arcos, dos de los cuales tienen a rg como extremo. La función que asigna a cada 
a un lazo generando Tr (Sa, Lp) induce un isomorfismo de F' con 7,(X, zp). Por 
tanto, podemos también suponer que F es igual al grupo 11 (X, zp). 

El espacio X es conexo por caminos, localmente conexo por caminos y semilo- 
calmente simplemente conexo. Por tanto el Teorema 82.1 se aplica para probar que 
existe un espacio recubridor p : E — X de X tal que, para algún punto ep de 

20), 

pu(m (E, 00) =H. 


Como p, es un monomorfismo, 7; (4, ey) es isomorfo a H. 


El espacio E es un grafo lineal por el Teorema 83.4. Entonces el Teorema 84.7 
implica que su grupo fundamental es un grupo libre. " 


Definición. Si X es un grafo lineal finito, se define el número de Euler de X como 
el húmero de vértices de .X' menos el: núñiero de aristas de X.-Se suele pena 
por x(X). die 
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Lema 85.2, Si X es un grafo lineal conexo finito, entonces el cardinal de un sistema 
de generadores finito para el grupo fundamental de X es 1 — x(X.). 


Demostración. Paso 1. En primer lugar probamos que para cualquier árbol finito 
T, se tiene que x(T) = 1. Se procede por inducción sobre el número n de aristas 
de T. Sin = 1, entonces T tiene una arista y dos vértices, por tanto x(T) = 1. Si 
n>l, podemos escribir T. = To U A, donde Ty es un árbol con n — 1 aristas y A es 
una arista que corta a Ty en un vértice. Tenemos que x(Tp) = 1 por la hipótesis de 
inducción. El grafo T tiene Una arista más y un vértice más que-Tp; por consiguiente 
x(T) =x(To). 

Paso 2. Ahora probamos el teorema. Dado X, sea T' un árbol aádiónal en X. Si 
X = T, ya hemos terminado. En otro caso, sean Ay,..., Ay las aristas de X que no 
están en T. Entonces el grupo fundamental de X' tiene un sistema de n generadores 
libres. Por otro lado, X y T' tienen exactamente el mismo conjunto de vértices, y. X 
tiene n aristas más que T.. Por tanto, 


(A) =x(T)-n=1-n, 


así que n =1-— x(X). : a 


Definición. - Sea H un subgrupo de un grupo G. Si la colección G/H de clases 
par la derecha de H en G es finita, su cardinal se denomina índice de H en G. 
(La colección de clases por la izquierda de H en G tiene, por supuesto, el mismo 
cardinal.) 


Teorema 85.3. Sean F un grupo libre con n +1 generadores libres y H un subgrupo 
de F. Si H tiene índice k en F, entonces H tiene kn + 1 generadores libres. 


Demostración, Aplicamos la construcción dada en la demostración del Teorema 
85.1. Podemos suponer que F = 7,(X, 2), donde X es un grafo lineal cuyo espacio 
subyacente es una unión por un punto de n + 1 círculos. Dado H, escogemos un 
espacio recubridor conexo por caminos p : E — X tal que p,(m¡(E,ep)) = H. 
Ahora la correspondencia de levantamientos 


9: m(X,1p)/H => p*(x0) 


es una biyección. Por tanto, E es un recubridor de k hojas de X. 


El espacio E es también un grafo lineal. Dada una arista A de X, las componen- 
tes conexas por caminos de p”*(A) son aristas de E y cada una de ellas se aplica 
homeomórficamente por p sobre A. Así E tiene k veces tantas aristas como X y k 
veces tantos vértices. Se sigue que x(E) = kx(X). Como el grupo fundamental de 
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X tiene n +.1 generadores libres, el lema anterior nos dice que x(X) = —n. Enton- 
ces el número de generadores libres del grupo fundamental de E, que es isomorfo a 
H,es 


ME =1- xD =1 + nm nm 


Obsérvese que si F' es un grupo libre con un sistema finito de generadores libres 
y H es un subgrupo de F' tal que F/H es infinito, entonces nada se puede decir 
acerca de el cardinal de un sistema de generadores libres para H. Podría ser finito 
(por ejemplo, si E es el subgrupo trivial) o infinito (por ejemplo, si H es el grupo 
fundamental del espacio fecubridor del Ejemplo 2 de $81). 


Ejercicios 


1. Demuestre que el número de Euler de un grafo lineal finito X es un invariante 
topológico de X. [Indicación: primero considere el caso donde X' es conexo.] 


2. Sea F' un grupo libre sobre dos generadores a: y 8. Sea H el subgrupo generado 
por a. Demuestre que A tiene índice infinito en F. 


3. Sea p : R — 8! la aplicación recubridora estándar; considere la aplicación 

recubridora p-x p : Rx R => S! x S!, Sea bp = (1,0) € $; escribamos 

= (bp x SUS x bp); sean E = (px p)(X) y q : E + X la aplicación 

recubridora obtenida por restricción de p x p. El grupo fundamental de X tiene 

generadores libres «: y 8, donde q: está representado por un lazo en bg x S? y 

3 por un lazo en S? x bp. Encuentre un sistema de generadores libres para el 
subgrupo q« (1 (E, e9)), donde ey es el origen de R?. 
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Elección, axioma de, véase Axioma de 
elección 
Elementales, divisores, 481 
Elemento 
conjugado, 476 
de un conjunto, 4 
maximal, 80 ; 
representado por una palabra, 468 
Embebimiento, 120 
isométrico, 151 
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en un espacio métrico comple- 
to, 306,309 
Embebimiento, teorema del 
para un espacio completamente re- 
gular, 249- 
para un espacio de dimensión m, 
355 : 
para un grafo lineal, 352 
para una variedad, 360 
para una variedad compacta, 358 
Encajada, sucesión de conjuntos, 193 
Encogimiento, lema general, 294 
Enteros, 35 ] 
Entorno simétrico, 166 
Epimorfismo, 375 
Equicontinuidad, 315 
vs. acotación total, 315 
vs. compacidad, 317, 319 
Equivalencia 
clase, 25 
de aplicaciones recubridoras, 540 
de esquemas, 522 
homotópica, 411 
induce un isomorfismo de 71, 
413 


vs. retracto de deformación, 414, 


415 
lógica, 8 
métrica, 308 
relación, 24 
Equivalentes, 540 
Esfera unidad, véase S” - 
Espacio adjunto, 255 
normalidad, 256 : 
Espacio cociente, 157 
Espacio completamente normal, 234 
Espacio completamente regular, véase 
Regularidad completa 
Espacio de órbitas, 228, 554 
Espacio de Baire, 336 ' 
RY con las topologías por cajas, 
producto y uniforme, 342 


de Hausdorff compacto, 337 
espacio localmente de Hausdorff 
compacto, 340 
métrico completo, 337 
subespacio abierto de un espacio 
de Baire, 339 
topología fina en C(X, Y ), 342 
Espacio de descomposición, 157 
Espacio de Hausdorff, véase Condición 
de Hausdorff - 
Espacio de Hausdorff compacto 
es Baire, 337 
metrizabilidad, 249 
normalidad, 231 
paracompacidad, 288 
Espacio de Hausdorff localmente com- 
pacto 
regularidad, 234 
regularidad completa, 243 . 
Espacio de identificación, 157 
Espacio euclídeo, 43 
Espacio homogéneo, 165 
Espacio lente, 557 
Espaciollocalmente de Hausdorff com- 
pacto : 
es Baire, 340 
Espacio localmente euclídeo, 361 
Espacio métrico, 137 
Espacio métrico completo, véase Com- 
pletitud 
es Baire, 337 
Espacio metrizable, 137 


- Espacio normal, véase Normalidad 


Espacio paracompacto, véase Paracom- 
pacidad 
Espacio perfectamente normal, 243 
Espacio producto, véase Topología pro- 
ducto 
Espacio proyectivo, 423 
Espacio recubridor, 382 
de R? — 0,387 . 
de k-hojas, 387 


de:P?, 422 
de $1, 383,384, 545 
de la figura ocho, 386, 425 
de un grafo lineal, 570 
del toro, 385, 545 
existencia, 559 
propiedades topológicas, 387 
universal, 547. 
Espacio regular, véase Regularidad 
Espacio regular de Lindelóf 
metrizabilidad, 249... >: 
normalidad, 234 
paracompacidad, 293 
Espacio separa X en n componentes, 
430 
Espacio theta, 411, 448 
grupo fundamental, 490 
separa S5?, 448 
Espacio topológica, 86 : 
Espacios recubridores, clasificación, 544 
Esquema, 508 
equivalencia, 522 
Estereográfica, proyección, 419 
Estrella, 569 
Estrellado, conjunto, 380 
Estricto, orden parcial, 27 
Estructura uniforme, 333 
Etiqueta, 507 
Etiquetado, 507 
Euclídeo, espacio, 43- 
Evaluación, aplicación, 309,327 
ez (camino constante), 371... 
Existencia de espacio recubridor, 559 
Expansión, lema, 297 
Extensión homotópica, lema, 433 
Extensión, condición de 
producto libre, 470 
suma directa, 463,465... . 
Extensión, teorema dé Tietze, 250 
Externa, suma directa, 464 .. 
Externo, producto libre, 471 
Extremo 
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de un arco, 351,430 
- inferior, 30 
superior, 30 


F 
Familia 
de conjuntos, 40 
indexada de conjuntos, 40 
indexada finita para puntos, 259 
indexada localmente finita, 279 
localmente finita, 127 
colección localmente finita, 279 
Fibonacci, números, 63 
Figura ocho, 386, 410 
espacio recubridor, 386, 425 
grupo fundamental, 423, 492 
Final, vértice, 571 
Finalmente cero, 58 
Finita para puntos, familia indexada, 
259 
Finitamente generado, grupo, 478 
Finito, conjunto, 44, 47 
Finitud: 
aplicaciones inyectivas y sobreyec- 
tivas, 48 
de productos cartesianos, 48 
de subconjuntos, 48 
de uniones, 48 
Fórmula de recursión, 53 
Fr A, 115 
Frobenius, teorema, 399 
Frontera de un conjunto, 115 
F¿,287 
Función, 17 
acotada, 305 
biyectiva, 20: 
continua, véase Continuidad 
coordenada, 125 
de elección, 67 
identidad, 23 
indexante, 40 
inversa, 20 
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inyectiva; 20 : 
no diferenciable en ningún punto, 
342 
poligonal, 345 
sobreyectiva, 20 
Funtor, 276 


G 
Gs, 221,283. . 
Generado A 
por elementos, 466, 478 .- 
* por.subgrupos, 468 
Generador de un grupo cíclico, 393 
Generadores libres; sistema, 478 
General ! 
teorema dé no separación, 443 
teorema de separación, 445 
Geométricamente independiente, 352 
G/H, 165,375 
es grupo topológico, 165 
regularidad, 166 
GL(n), 165 
Grado de una aplicación, 416 
Grafo- > 
cerrado, teorema, 195 
de una función, 194 
Grafo completo, 447 
de cinco vértices, 351, 451 
Grafo de servicios, 351, 448 
no puede embeberse en el plano, 
449 
Grafo lineal, 351, 566 
aristas, 447 
dimensión topológica, 351 
embebimiento en R3, 352 
espacio recubridor, 570 
finito : 
número de Euler, 582 
grupo fundamental, 576 
lados, 351 j 
localmente conexo por caminos, 
569 


número de Euler, 571,580 : 
semilocalmente simplemente co- 
nexo, 569 
vértices, 351,447 '- 
Grupo z e 
cíclico, 393 
de homología, 515 
de transformaciones recubridoras, 
550 .. 
finitamente generado, 478 
finitamente presentado, 482 
grupo fundamental, 505 . 
generado por subgrupos, 462 
Grupo abeliano libre, 466 
condición de extensión, 466 
rango, 467 
Grupo fundamental, 376 
caso abeliano, 381 
de IR” — 0, 409 
de P?, 423 
de $1, 392 
de 5”, 419 
de la figura ocho, 410, 423, 492 
de un grafo lineal, 576 
de un grupo finitamente presenta- 
do, 505 
de un producto, 421 
de un retracto de deformación, 410 
de un sombrero de asno, 504 
de una unión por un punto de círcu- 
los, 492, 494 
de una unión por un punto de es- 
pacios, 497 : 
del m-plano proyectivo, 513, 514 
del-n-toro, 512, 514 
del doble toro, 425 
del espacio theta, 411, 490 
del pendiente infinito, 565 . 
del toro, 421,501 
no numerable, 565 
numerable, 564, 565 
Grupo general lineal, 165 


Grupo libre, 478 
condición de extensión, 478 - 
sobre un conjunto, 479 
Grupo topológico, 165 - : 
A - B cerrado, 195 
condición de Hausdorff, 166 
normalidad, 236 
paracompacidad, 298 * 
1, es abeliano, 381 . 
regularidad, 166 
regularidad completa, 243 
1AN,223+' > 
Grupoide, propiedades, 370 


H 
hy, 379 
dependencia del punto base, 380 
propiedades funtoriales, 379 
Hahn-Mazurkiewicz, teorema, 313 
Hausdorff compacto, espacio, véase Es- 
pacio de Hausdorff compacto 
Hausdorff, condición, véase Condición 
de Hausdorff 
Hausdorff, distancia, 320 
Hilbert, cubo, 145 
Hipótesis, 7 
Hipótesis del continuo, 70, 234 - 
Homeomorfismo, 119 
local, 383 
vs. aplicación continua biyectiva, 
120 ' 
Homomorfismo, 375 
inducido.por un camino, véase. ú 
inducido por una aplicación, véase 
Ps 
trivial, 380 
Homotopía, 367 
como un camino en el espacio de 
funciones, 328 
de caminos, 367 
efecto sobre h,, 408, 412, 413 
libre entre lazos, 458 
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nula, lema, 429 
por rectas, 368 
tipo, 412 
Homotópica 
equivalencia, véase Equivalencia 
homotópica 
inversa, véase Inversa homotópi- 
ca 
lema de la extensión, 433 
Homotópicamente nula, aplicación, 367 
induce el homomorfismo trivial, 413 
Homotópicas, aplicaciones, 367 


I 
Identidad, función, 23 
Igualdad, símbolo, 4 
Imagen, 18 
conjunto, 17 
inversa, 21 
Imagen continua 
de un espacio compacto, 189 
de un espacio con un subconjunto 
denso numerable, 222 
de un espacio conexo, 170 
de un espacio de Lindelof, 222 
Inclusión, 4 
propia, 4 
Independencia 
afín, 352 
geométrica, 352 
Índice, 582 
de un subgrupo, 581 
Inductivo, conjunto, 35 
Inf A, 30 
Inferior 
cota, 30 
extremo, 30 
Ínfimo, 30 
propiedad, 30 
Infinito, conjunto, 50 
Infinito-numerable, conjunto, 50 
Inicial, vértice, 571 
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Inmediato 
predecesor, 27 
sucesor, 27 
Int A, 108 
Interior 
de un conjunto, 108 
punto de un. arco, 430 
vacío, 336 
Intersección, 6 
Intersección finita, propiedad, 192 
Intersección numerable, propias, 268 
Intervalo, 27, 95 
abierto, 95 
cerrado, 95 
semiabierto, 95 
Intervalos en R 
compacidad, 197 
conexión, 175 
dimensión topológica, 348 
Invariancia del dominio, 435, 437 
Inversa 
función, 20 
homotópica, 411 
imagen, 21 
por la derecha, 23 
por la izquierda, 23 
Inyectiva, función, 20 
T?, véase Cuadrado ordenado 
Isometría, 207 
Isomorfismo, 375 
Izquierda, inversa por, 23 


J 


Jordan, teorema de la curva, 443 


K 
k-plano en RV, 354 
Klein, botella, 514 
K-topología sobre R, véase Rx 
Kuratowski 
lema, 81 
problema de los 14 conjuntos, 116 


L 
Lados de un grafo lineal, 351 
Lazo, 376 
en el sentido de las agujas del re- 
loj, 459 
en sentido contrario a las agujas 
del reloj, 459 
simple, 458 
£? topología, 145 
Lebesgue, número, 199 
Lema de Borsuk, 434, 437 
Lema de la extensión homotópica, 433 
Lema de la homotopía nula, 429 
Lema de la sucesión, 147 
Lema de Urysohn, 237 
versión fuerte, 243 
Léma del levantamiento general, 540 
Lema del pegamiento, 123 
Lente, espacio, 557 
Levantamiento, 388 
correspondencia del, 392 
de caminos, 388 
de homotopíasde caminos, 389 
lema general, 540 
Leyes 
de DeMorgan, 1 
distributivas para N y U, 11 
Libre, grupo abeliana, 466 
Límite de una sucesión, 113 
Límite uniforme, teorema, 149 
recíproco falla, 152 
recíproco parcial, 195 
Lindelóf y regular, espacio, véase Es- 
pacio.regular de Lindelóf 
Lindelóf, condición, véase Condición 
de Lindelóf 
Línea larga, 180, 361 
conexión, 180 
conexión por caminos, 180 
Lineal 
grafo, 566 
orden, 26 


Lineal positiva, aplicación . .. . 

de intervalos en R, 373 
Localmente discreta, 287: 
Localmente euclídeo, espacio, 361 
Localmente finita 

colección, 278. 

familia, 127 -. 

familia indexada, 279 - : 
Localmente metrizable, espacio, 249, 

298 

Lógicamente equivalentes, 8 
Longitud de una palabra, 468 


M : 
Mobius, cinta, 514 
Maximal 
árbol, 575 
elemento, 30 
Máximo, 29 
principio, véase Principio del máxi- 
mo : 
Mayor. cardinal, 70 
Menor subgrupo normal, 476 
generadores, 477- 
Métricamente equivalentes, 308 
Metrizabilidad 
de R”, 150 
de RY, 151 
de R”, 139 
de Ry, 222 iaa : 
de espacios de Hausdorff compac- 
tos, 249 
de espacios regulares 2AN, 245 
de espacios regulares de Lindelóf, 
249 
de la compactificación de Stone- 
.Cech, 276 - 
de productos, 151 
de variedades, 259 
del cuadrado ordenado, 222 
sobre R*, 142 
teorema de Bing, 288 
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teorema de Nagata-Smirnov, 285 
teorema de Smirnov, 298 
Metrizabilidad local, 249, 298 
Mínimo, 29 
Monomorfismo, 375 
m-plano proyectivo, 512 
m-upla, 41 ; 
N 
Nagata-Smirnov, teorema de metriza- 
ción, 285 . 
Negación, 9 
n(f, a), véase Número de rotación 
No numerabilidad 
conjunto bien ordenado, 84 
de ¡R, 201 
de P(Z 4), 56 
de (0,1), 56 
de los números trascendentes, 57 
No retracción, teorema, 396 
No separación, teorema 
arco en 9?, 441 
curva seno del topólogo, 447 
general, 443 
Norma, 138 
Normal, subgrupo, 375 
Normalidad, 223 
de RY, 232, 235 
de R¿, 226 
de conjuntos bien ordenados, 231 
de espacios 2AN, 229 
de espacios de Hausdorff compac- 
tos, 231 
de espacios métricos, 230 
de espacios regulares de Lindelóf, 
234 
de grupos topológicos, 236 
de la topología coherente, 256 
de productos, 226, 232, 234 
de subespacios, 232 
de subespacios cerrados, 233 
de un espacio cociente, 228,503 
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de un espacio de Hausdorff para- 
“compacto; 289 .-. 

del continuo lineal;.235--' 

del espacio adjunto, 256 

para el espacio de órbitas, 228 

vs. condición de Hausdorff, 223 

vs. regularidad, 223, 226, 232: 

vs. regularidad completa, 241,242 
Normalizador, 551 
n-toro; 511 * 
Núcleo de un homomorfismo, 375 
Nula exactamente sobre A, 243 
Numerabilidad, 51 

de Z,, 50 : 

de Zyx Zy 50,54 

de los números algebraicos, 57 

de los racionales, 54 

de productos finitos, 55 

de subconjuntos, 54 

de uniones nmumerábles, 55 

primer axioma, véase LAN 

segundo axioma, véase 2AN 

vía aplicaciones inyectivas y so- 

breyectivas, 51 
Numerable denso, subconjunto, véase 
Subconjunto denso numerable 
Numerablemente compacto, 206 
Numerablemente localmente discreta, 
. 287 

Número de Euler, 580 

de un grafo lineal, 571 

de un grafo lineal finito, 582 
Número de Lebesgue, 199 

lema, 199 : ? 
-Número de rotación, 452, 457 

como una integral, 459 

curva simple cerrada, 458, 460, 461 
Numero de Betti, 481: : 
Números ] 

algebraicos, 57 

de Fibonacci, 63 

enteros, 36 


racionales,.36 
reales; véase R (reales) 
trascendentes, 57 


“0”, significado de, 5 
Operación binaria, 33 
Órbita, $54 
“espacio, 228-. . 

Orden 

de urrcubrimiento, 34.7 

de un-elemento de-un grupo, 467 

de un grupo, 393 

del diccionario, 29 

lineal, 26 

parcial, 80 

axiomas, 81,213 
estricto, 27, 77 
relación, 26 
- simple, 26: 

tipo, 27 : 

Orden, topología, véase Topología del 
'orden * ; 

Orientación, 507 
Orientada, arista, 571 


P 
P?,422 
es una superficie, 422 
grupo fundamental, 42. 
P(4),12- -. : 
Palabra 
* longitud de una, 468 
reducida, 468 
Paracompacidad, 288 
de R”*, 297 
de R“ con la topología producto, 
294 
de R?, 294 
de R”, 288 
de R¿, 293 
de Re Xx Rz, 293 


de Saz, 297 
de espacios metrizables, 293 
de espacios ses yd de Lindelof, 
293. : 
de grupos topológicos, 298 
de productos, 297 
de subespacios cerrados, 289 
de un espacio de HausdotHf com- 
pacto, 288 * “* 
vs. normalidad, 289 
y aplicaciones perfectas, 297 
Paradoja de Russell, 70' * 
Paradoja del barbero de Sevilla, 53 
Parcial, orden 
axiomas, 213 ' 
Partición de un conjunto, 25 
Partición de la unidad, 257, 294 
existencia, 257, 295. 
Peano AIN 
curva, 310 
espacio, 313 
Pegamiento, lema, 123 
Pegando las aristas, 507 
Pendiente infinito 07 
grupo fundamental, 565 
no posee recubridor universal, 550 
Perfecta, aplicación, véase Aplicación 
perfecta 
Perfegtamente normal, espacio, 243 
m1(X, zo), véase Grupo fundamental 
Plano agujereado, véase R? — dl 
Plano de RY,.353 
Plana de Sorgenfrey, > véase. R 
Plano doblemente agujereado, 419 - - 
Plano proyectivo, 422, véase P? 
Poligonal, función, 345... . 
Polígono, 506 ; 
Posición general en RN, 354. 
Potencia, conjunto, 12. :»;: e 
Predecesor, inmediato 27:10:00: 
Presentación finita, 482-*. cv ..-: 


Índice analítico 59 


Primer axioma de numerabilidad, 148, 
véase IAN 
de un espacio métrico, 148 
Primer grupo de homología, 515. : 
- del m-plano proyectivo, 517 
del n-toro, 517 : 
Primera categoría, conjunto de, 336 
Primera coordenada, 14 
Principio de definición recursiva, 53 
general,82 ' 
Principio de inducción, 35, 36 
fuerte, 36 
transfinita, 76 
Principio de la acotación uniforme, 342 
Principio del máximo, 78 
y lema de Zorn, 80, 81 
y teorema del buen. orden, 83 
Producto 
de as abiertas, 160 
de aplicaciones cociente, 160, 162, 
164, 213, 330 
de aplicaciones continuas, 127 
de aplicaciones recubridoras, 385 
de caminos, 370 
de clases de homotopía de cami- 
nos, 370 : 
Producto cartesiano 
finito, 14,41 
general, 129 
infinito numerable, 42 
Producto libre 
condición de extensión, 470, 475 
existencia, 471 
externo, 471 
unicidad, 475 
Propiamente discontinua, 554 
Propiedad 
arquimediana; 37. 
del ínfimo, 30 
del supremo, 30 
topológica, 120 
Propiedad de la intersección 
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finita, 192. 

numerable, 268 
Propiedad del supremo; 30 

para R, 34: 

para conjuntos bien ordenados, 75 

y compacidad, 196, 201 

y compacidad local, 208. . 

y propiedad del ínfimo; 32 
Propiedades funtoriales de h,.,379 
Propiedades topológicas de un espacio 

recubridor,565 
Proyección 
estereográfica, 419 
aplicación, 99, 130 
es una aplicación abierta, 105 
Proyectivo, espacio n-dimensional, 423 
Proyectivo, plano, véase P? 
Prúfer, variedad de, 362 
Punto aislado, 200 
Punto antípoda, 404 
Punto base, 376 
efecto sobre 111,377 
“+. efecto sobre h.,, 380 
Punto de acumulación, 110 

de una red, 214 
Punto fijo, 179, 207 
Punto fijo, teorema 

de Brower, 398, 401 

para B?, 398 

para B”,401 

para [0,1], 179 

para un retracto de B?, 401 

para una contracción, 207, 308 
Punto final, 507 

de un camino, 367 

de una arista, 572 
Punto inicial, 507 

de un camino, 367 

de una arista, 572 
Punto interior 

de un arco, 430 

de un conjunto, 108 


Punto límite, 110 

vs. axioma 71,.112 
Puntualmente acotado, 317 
Puntualmente finita, colección, 282 


R 
R (reales),33 .. 
compacidad local, 208 
distancia sobre, 136 
no numerabilidad, 201 
propiedades algebraicas, 34 . 
propiedades de orden, 34 
«subespacios compactos, 197 
subespacios conexos, 175 
topología usual, 92 
R,, 34 
R?, topología usual, 99 
— (0), 369 
espacio recubridor, 387 
grupo fundamental, 409 
Racionales, 36 
Rama infinita, 185 
Rango 
de un grupo abeliano libre, 467 
de una función, 17 
Rayo en un conjunto ordenado, 97 
abierto,97  ' 
” cefrado, 97 
Rebanada 
- en un espació producto, 190 
- "en un espacio recubridor, 381 
Recíptoco, 9 


- Rectas, homotopía por, 368 


Recubridor universal, espacio, 547 
Recirsión, fórmula, 53 
Red, 213 ++: l 

convergente, 214 

punto de acumulación, 214 -* 
Reducciór; lema, 259: 
Reducido, trayecto, 572 
Refinamiento, 280, 348 - 

abierto, 28D-** ; 


cerrado, 280 
preciso, 294 
Regla de asignación, 17. : 
Regular de Lindelóf, espacio, véase Es- 
pacio regular de Lindelúf : 
Regularidad, 223 
axioma,.166 - 
de aplicaciones perfectas, 228 : 
de espacios de Hausdorff localméen- 
- tecompactos, 234 -. : 
de productos, 225, 234 .:.: 
de subespacios, 225 
de variedades, 259 
del espacio cociente, 228 
para el espacio de órbitas, 228 
vs. condición de Hausdorff, 223 
vs. metrizabilidad, 245 :- 
vs. normalidad, 223 .: 
vs. regularidad completa, 245 
Regularidad completa, 241 
de R” con la daa por cajas, 
243 
de R?, 242 
de Sy x Sp, 242 
de espacios de Hausdorff localmen- 
te compactos, 243 : ' 
de los subespacios, 241 ., 
del espacio producto, 241 :: - 
vs. normalidad, 241,242. . 
vs. regularidad, 245 . 
Regulanmente cubierto, 381 
Relación, 23 Bi 
de equivalent, 2 
«de orden,26' : 
Relación sobre un grupo bre, 482 
conjunto completo de relaciones, 
482 
Relativa, topología, véase Topología 
subespacio 
Restricción : 
de una aplicación cociente, 156, 
159 . E. 
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de una función, 18 
de una relación, 31 
Retracción, 380, 395 
como una aplicación cociente, 164 
de deformación, 410 
vs. equivalencia ada 414, 
415 : 
Retracto, 255, 395 
absoluto;255. 
vs. propiedad universal de ex- 
tensión, 255 
de deformación, 409 
grupo fundamental, 410 
Re, 134 
clausura en R“, 134, 144 
paracompacidad, 297 
R” con la topología por cajas 
es Baire, 342 
regularidad completa, 243 
R7 con la topología producto 
es Baire, 342 
metrizabilidad, 151 
normalidad, 232 
paracompacidad,294 
subconjunto denso numerable, 222 
RY con la topología uniforme, 141 
completitud, 304 
es Baire, 342 
Rx, 93 
axiomas de separación, 225 
conexión, 202 
vs. topología usual, 93 
Re, 92 
axiomas de mimesabilidad; 219 
. metrizabilidad, 222 . 
normalidad, 226 
paracompacidad, 293 
vs. topología usual, 93 
R2,220 
axiomas de separación, 226 
condición de Lindelof, 220 
paracompacidad, 293 
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regularidad in 242 
R”, 43 
base, 131 “ss 
compacidad local, 208 : 
completitud, 302 
distancia para, 138 
distancias para, 139 
2AN, 213 
paracompacidad, 288 
 UDSApACIOS AOS 197 
0,177 
conexión por caminos, 177 
grupo-fundamental, 409 
p,306, véase también Bere del su- 
premo ' . 
P, 306, véase también Distancia uni- 
forme . - 
R“ con la topología por cajas, 43, 150 
componentes, 184 
conexión; 172 
paracompacidad, 234 
R” con la topología producto 
compacidad local, 208 
completitid, 303 
componentes, 184 
componentes por caminos, 184 
conexión, 172 
2AN, 218 
metrizabilidad, 142 
normalidad, 234 - 
paracompacidad, 294 
R“ con la topología uniforme 
componentes, 184 
normalidad, 234 
Rotación, número de, véase Número 
de rotación á 
Russell, paradoja, 70 


S 
si, 121 
espacio secubridor, 383 - 
grupo fundamental, 392. 


S?,157 

como espacio cociente, 154, 157 
Sa (sección de un conjunto bien orde- 

nado), 74 

Sandwich de jamón, teorema, 407 
Saturado, conjunto, 155 
Schoenflies, teorema, 445 - 
petroleo, teorema, 58 
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de los enteros posbivos) 36 
de un conjurito bien ordenado, 74 
Segunda categoría, conjunto, 336 
Segunda coordenada, 14. - 
Segundo axioma de numerabilidad, véase 
Seéifert-van Kampen, teorema, 483 
Seifert-van Kampen, teorema:de k 
caso especial, 418 
versión clásica, 489: ” 
Semilocalmente simplemente conexo, 
558. . 
Separa puntos de conjuntos cerrados, 
249 
Separable, véase Subconjunto denso nu- 
.* merable 
Separación, 168 
en n componentes, 430 . 
por funciones continuas, 240 * 
Separación, teorema .: 
curva seno del topólogo. cerrada, 
MT o o : 
curva simple cerrada, 430 
general, 432, 445 
la curva seno del topólogo cerrada 
-separa 9?, 432: ? 
«un espacio theta en S?, 448 
Serie infinita, 153 
Servicios, grafo de, 351, 448 
“Si. . entonces”, significado, 7 
¿g-compacidad, 360 
¿g-localmente discreta, 287 
9-localmente finita, 280 


o-compacto, 330 
Símbolo de igualdad, 4 .. 
Simple, curva cerrada, véase Curva sim- 
ple cerrada: ., 
Simple, orden, 26 
Simplemente conexo, 378, 419 
. conjunto estrellado, 380 
Sin puntos fijos, 557 ; 
Sistema de generadores libres, 478 ., : 
Smirnov, teorema de metrización, 298 
9” (esfera unidad), 177... 
compacidad, 198... 
conexión por caminos, 177 
grupo fundamental, 419 
simplemente conexa, 419 
Sa, 74 Sig 
compactificación, 275 
paracompacidad, 297 
Sa x Sa, 232 
normalidad, 232 
paracompacidad, 290 ' 
regularidad completa, 242) 
Sa, 75 
metrizabilidad, 206 ' 
Sobreyectiva, función, 20 - 
Sombrero de asno, 502 * ' 
grupo fundamental, 504 
Soporte, 257; 294 
Sorgentrey, plano, véase RR? 
Stone-Cech  compaetificación, véase Com- 
pactificación de Stone-Cech 
Subbase, 93 A 
para la topología del orden, 98 
para la topología ptm: 100, 
130 - 
Subconjunto, 4 
denso, 218 
propio, 4 
Subconjunto denso numerable, 219 
efecto de una aplicación continua, 
en R?, 222 
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en RY, 222 
en R¿, 220 
en subespacios, 222 
Subespacio, 101 
Subgrafo, 568 
Subgrupo 
índice, 581 * 
de relaciones, 482 
de torsión, 467, 481 
normal, 375 
Subgrupos conjugados, 543 
Subred, 214 ' 
Subsucesión, 204 
Sucesión 
de Cauchy, 301 
encajada de conjuntos, 193 
infinita, 42 
lema, 147 
Sucesión convergente, 112 
en la topología de la convergencia 
compacta, 323 
en la topología de la convergencia 
puntual, 321 
en un espacio de Hausdorff, 113 
en un espacio producto, 134, 302 
Sucesionalmente compacto, 204 
Sucesiones, 42 
y clausura, 147,217 
y continuidad, 147, 217 
Sucesor, inmediato, 27 
Suma conexa . 
de planos proyectivos, 512 
de toros, 511 
Suma de grupos, 462 
Suma directa, 462 
condición de extensión, 463, 465 
- existencia, 464 
“externa, 464 
unicidad, 465 
Sup A, 30 
Superconjunto, 265 
Superficie, 257,420 - 
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con borde, 538 
Superior 
cota, 29 
extremo, 30 
Supremo, 30 
propiedad, 30 
Supremo, distancia, 306 
vs. distancia uniforme, 306 


T , 
Tener el mismo cardinal, 58 
Teorema de la categoría de Baire, 337 
Teorema de la curva de Jordan, 443 
Teorema de no separación 
arco en S?,441. 
curva seno del topólago, 447 
general, 443 
Teorema de Schoenflies, 445 
Teorema de Seifert-van Kampen, 483 
. versión clásica, 489 
Teorema de separación .. 
.. curva seno del topólogo cerrada, 
447 
curva simple cerrada, 430 
general, 432, 445 - 
la curva seno del topólogo cerrada 
separa S?, 432 
un espacio:theta en S?, 448 
una curva simple cerrada en S?, 
Teorema del embebimiento 
para un espacio. de dimensión mn, 
355 
para un grafo lineal, 352 
para una variedad, 360 
- para una variedad compacta, 358 
Teorema fundamental del álgebra, 402 
Test de comparación para series infini- 
tas, 153 
0, espacio, véase Espacio theta 
Theta, espacio, véasé Espacio theta 
Tietze, teorema de. extensión, 250 


Tipo de homotopía, 412 
de un espacio contractible, 415 
Tipo proyectivo, 523 
Tipo toro, 523 
Topológica 
dimensión, véase Dimensión topológi- 
ca ¡Et : 
Topología, 86 
cófinita, 86' 
coherente, 256, 493 
de los complementos finitos, 86 
discreta, 86 '' 
estrictamente más fina, 87 
estrictamente más gruesa, 87 
fina, 330 
generada por una base, 88, 90, 91 
generada por una subbase, 93 
indiscreta, 86 
más fina, 87 
criterio de la base, 91 
más gruesa, 87 
trivial, 86 
Topología cociente, 156 
compacidad local, 228 
condición 71,160- . 
condición de Hausdorff, 160, 161, 
228... 
conexión local, 185 
2AN,228 
normalidad, 228 
regularidad, 228 
vs..topología producto, 160, 162, 
164, 212, 330 
y aplicaciones continuas, 161 
Topología cofinita 
compacidad, 189 
conexión, 172 
Topología compacto-abierta, 325 
continuidad de la aplicación eva- 
luación, 326 
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vs. topología de la convergencia - vs. topología fina, 330 


compacta, 325. . vs. topología producto, 131 
Topología de la convergencia puntual, vs. topología uniforme, 141, 330 
véase Topología punto-abierta Topología producto, 98, 130 

Topología de la convergencia compac- base, 98, 130, 131 
ta, 323 clausura en, 115, 132 


- independencia de la distancia, 326 

- sucesiones convergentes en, 323 

vs. topología compacto-abierta, 325 

vs. topología de la convergencia 
puntual, 325 

vs. topología uniforme, 325 


Topología de subespacio, 101 


base, 101 

compacidad, 187 

compacidad local, 211 

condición de Hausdorff, 115, 225 
condición de Lindelóf, 221, 222 
conexión, 168 

2AN, 218 

en espacios métricos, 146 
normalidad, 232, 233 
paracompacidad, 289 
regularidad, 225 

subconjunto denso numerable, 222 
1AN, 218 

vs. topología del orden, 103 

vs. topología producto, 102 


Topología del límite inferior, véase R¿ 
Topología del orden, 96 


condición de Hausdorff, 113, 115 
normalidad, 231, 235' 

subbase, 98 -. 
subespacios compactos, 196 - 

vs. topologíá de subespacio, 103 


compacidad, 190, 267 

compacidad local, 212 

condición de Hausdorff, 113,115, 
132 

condición de Hausdorff, 225 

condición de Lindelóf, 220 

conexión, 171, 173 

2AN, 218 

grupo fundamental, 421 

metrizabilidad, 151 

normalidad, 226 

paracompacidad, 293, 297 

regularidad, 225 

regularidad completa, 241 

subbase, 100, 130. 

sucesiones convergentes, 134, 302 

1AN, 218 

vs. topología cociente, 160, 162, 
164, 212 

vs. topología de la convergencia 
puntual, 321 

vs. topología de subespacio, 102, 
132 

vs. topología por cajas, 131 

vs. topología uniforme, 141 


Topología punto-abierta, 321 


coincide con la topología produc- 
to, 321 


sucesiones convergentes en, 321 
vs. topología compacto-abierta, 325 
vs. topología de la convergencia 


Topología discreta, distáncia pata, 136 
Topología métrica, 135 
Topología por cajas, 129 


base, 129, 131 compacta, 325 
clausura en, 132 Topología relativa, véase Topología de 
condición de Hausdorff, 132 subespacio 


vs. topología de subespacio, 132 Topología uniforme, 141, 304 
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vs. topología de la convergencia 
compacta, 325 
vs. topología por. cajas, 141 
vs. topología producto, 141 . 
Topología usual. 
sobre R, 92 
sobre R?, 99 
vs. K-topología, 93 
vs. topología del límite inferior, 93 
Toro, 385 
espacio recubridor, 385 
grupo fundamental, 421, 501 
igual a la superficie de un donut, 
385 
Toro doble, véase Doble toro 
Torre, 83 : 
Torsión, subgrupo de, 467 
Totalmente acotado, 314 
vs. equicontinuidad, 315 
Transfinita, principio de inducción, 76 
Transformación recubridora, 550 
Trascendente, número, 57 
Traslación en RV, 354 
Trayecto, 571 
cerrado, 571 
reducido, 572 
Triangulable, 533 
Triangulación, 533 
Triángulo curvo, 533 
Tubo, 190 
Tubo, lema, 191 
generalizado, 195 
Tukey, lema, 81 
Tychonoff, teorema, 267 
para productos finitos, 200 
para produetos numerables, 319 
vía el teorema del buen orden, 269 


U ; 
U(A, e), 202 

Unión, 5 uo 
Unicidad de la suma directa, 465 


Uniforme.. 
estructura, 333 
principio de la acotación, 342. . 
“teorema de la continuidad, 167, 200 
Uniforme, convergencia, véase Conver- 
gencia uniforme 
Uniforme, distancia, 304, 306, véase 
también Topología uniforme 
comipletitud, 304 
vs. distancia del supremo, 306 
Uniformemente continua, 200 
Unión por tin punto de círculos, 492, 
494 
existencia, 496 
grupo fundamental, 492, 494 
Unión por un punto de espacios 
grupo fundamental, 497 
1-variedad, dimensión topológica, 351 
1AN, 217 
de R¿, 219 
de productos, 218 
de subespacios, 218 
implica compactamente generado, 
323 
Urysohn 
lema, 237 
teorema de metrización, 245 


v 
Vacía, verdad, 8 
Vacío, conjunto, 6 
Valor de una función, 18 
Valor intermedio, teorema, 167 
Valor máximo, teorema 
del análisis, 167 
general, 198 
Valores extremos, teorema, 198 
Variedad, 256, 361 : 
dimensión topológica, 358, 361 
embebimientoen R”, 258, 358,360 
metrizabilidad, 259 
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necesidad de la condición de Haus- 
dorff, 259 
regularidad, 259 
Variedad de Priifer, 362 
Vectores, campo de, 398 
Verdad vacía, 8 
Vértice, 506, 533, 567 
de un grafo lineal, 351, 447 
final, 571 
inicial, 571 


W 
Weierstrass, test-M de convergencia uni- 
forme, 153 
w-upla, 42 


Xx 
x7,128 
xm 42 
x",42 

[X, Y], 374 


Z 
7,36 
L4,35 
bien ordenado, 36 
infinito, 47 
Zermelo, 74 
Zorn, lema, 80 
aplicado, 81, 82 
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La Topología, además del interés que tiene por sí misma, sirve 
para establecer los fundamentos de futuros estudios en otras 
disciplinas, fundamentalmente en análisis y geometría. Existen 
muchos temas que son apropiados para un curso de topología; 
en la elección del material considerado se ha tratado de 
establecer un equilibrio entre los diferentes puntos de vista que 
existen en la actualidad. 


La Parte |, formada por los primeros ocho capítulos, está 
dedicada a lo que ordinariamente se conoce como Topología 
General. En los primeros cuatro capítulos, considerados el , 
“núcleo irreducible” de la asignatura, se estudia teoría de 
conjuntos, espacios topológicos, conexión, compacidad y los 
axiomas de numerabilidad y separación. Los restantes cuatro 
capítulos exploran temas menos básicos, aunque no de menor 
importancia. 

La Parte Il constituye una introducción a la Topología 
Algebraica. Esta parte del libro trata con cierta minuciosidad los 
conceptos de grupo fundamental y espacio recubridor, junto con 
sus muchas y variadas aplicaciones. El capítulo dedicado a la 
clasificación de superficies compactas y conexas. merece una 
especial atención por su cuidado y detallado tratamiento. 


Los problemas constituyen una parte crucial del aprendizaje de 
las matemáticas. La dificultad de ellos en este texto varía, siendo 
los primeros los más fáciles. Algunos son de verificación 
rutinaria, diseñados para poner a prueba si el lector ha 
comprendido las definiciones y ejemplos de la sección que les 
precede; otros son de menor rutina. Ciertos ejercicios, que son 
más difíciles que el resto, están señalados con asterisco; pero 
ninguno llega a ser tan difícil como para que un buen 
estudiante no lo pueda resolver. e 
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